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Resumo

O cdculo de transformadas de distancia tem aplicagcbes nas mais diversas areas da
Computagdo Gréfica. Uma das principais dificuldades no clculo de fungdes distancia
esta associada a passagem do universo matematico continuo para o universo discreto. Isto
porque um mesmo método, quando estudado no mundo discreto, pode apresentar
propriedades completamente distintas daquelas apresentadas do ponto de vista continuo.
Este trabalho discute alguns dos principais métodos utilizados para o caculo de
transformadas de distancia, dando énfase principalmente as aplicacdes a dados matriciais
(imagens e volumes). E feita também uma discussio sobre propagaco de interfaces,
como uma forma de calcular a transformada de distancia.

Palavras Chave. fungdes implicitas, curvas de nivel, propagacdo de interfaces, equactes
diferenciais, volumes, codificacgo de voxels.

Abstract

The computation of distance transforms has applications in several areas of Computer
Graphics. One of the main difficulties in computing a distance function involves the
transition between the continuous and discrete universes. When studied in the continuous
universe, a method may present completely different properties than those exhibited in
the discrete universe. Thiswork presents a general framework about distance transforms,
emphasizing mainly raster data (images and volumes). We will also discuss the interface
propagation problem as an approach to distance transforms.

Keywords. implicit functions, level set, interface propagation, differentia equations,
volumes, voxel coding.



1-Introducao

Transformadas de Distancia representam poderosas ferramentas utilizadas no
processamento de objetos graficos [6], nas mais diversas areas da Computacao Gréfica.

1.1-Objetivos

A transformada de distancia T, aplicada a um objeto grafico O, calcula um campo escalar
(ou vetorial) que representa distancias minimas entre 0 objeto e os pontos do espaco no
gual ele esta envolvido. A transformada T pode ser definida da seguinte maneira:

T (0) =mindist(p, p,),

onde p representa pontos arbitrarios do espaco, e dist representa uma funcéo distancia ou
métrica utilizada. Assim, para cada ponto p do espacgo, a transformada calcula a distancia
de p ao ponto p; (p;i pertence ao suporte geométrico [6] ou borda de O) que estd mais
proximo de p. E claro que com esta definicio, para os pontos p situados na borda do
objeto, tem-se T(O)=0. A figura 1 mostra a distancia minima entre um ponto p (interno ao
objeto O) e aborda do objeto e a distncia minima entre um ponto q (externo) e o objeto.

U (Espaco onde o objeto esta definido)

Figura 1: Distancia minima.

O resultado da transformada T aplicada a um objeto O depende da métrica ou funcéo
distancia dist, como sera visto mais adiante, no capitulo 2.

1.2-Aplicagbes

S&o inlmeras as aplicagdes que envolvem o uso de transformadas de disténcia, nas mais
diversas areas da Computacdo Grafica. Em [4], o calculo de campos distancia € aplicado
a metamorfose de objetos 3D. Dentre as diversas aplicagdes no processamento de dados
volumétrcos, dois exemplos do uso de transformadas de distancia sdo: em alguns
métodos de reconstrucao de superficies a partir de um conjunto de segdes bidimensionais
e no calculo de esquel etos de objetos volumétricos.



No primeiro exemplo fungdes distancia sdo utilizadas como ferramentas para auxiliar na
reconstrucdo de uma superficie S, a partir de um conjunto de contornos fechados situados
em fatias pardelas (figura 2). Nos chamados métodos implicitos de reconstrucdo, a
superficie S é definida como aisosuperficie F=0, onde F € uma funcéo implicita que pode
ser calculada a partir de fungbes distancia definidas em cada fatia. Um survey dos
métodos de reconstrucéo de superficies pode ser encontrado em [12].
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a) Contornos sobre as fatias b) Superficie reconstruida

Figura 2: Reconstrucdo de uma superficie a partir de contornos.

No segundo exemplo, fungdes distancia sdo fundamentais para o calculo de esqueletos
(particularmente para o calculo de eixos mediais) dos objetos. O esqueleto € formado
pelos pontos internos que se encontram centralizados em relagdo a borda do objeto, ou
sgja, que possuem distancia maxima da borda. Em [13] pode ser encontrado um survey
com 0s principais métodos de extracdo de esqueletos de dados volumétricos. A figura 3,
retirada de [19], mostra o esqueleto (pontos brancos centralizados) de um objeto

volumétrico (intestino).

Figura 3: Esqueleto extraido de um objeto volumétrico.



2-Métricas

O resultado da transformada de disténcia aplicada a um objeto O depende de qual métrica
ou funcdo distncia serd utilizada. Dentre as vérias métricas destacam-se: a métrica
euclidiana, a chessboard e a city block.

2.1-Métrica Euclidiana

Na métrica euclidiana a funcdo distancia é definida como

dist(p, @) = /(P = %) + (P, — )2+ (P, —G,) 7,

onde p= (p1, P2,--- Pn) €= (01, ;- .., On) SA0 pontos do espaco n-dimensional.

Com esta definicdo a transformada T pode ser aplicada tanto a objetos do espaco
continuo quanto a objetos do espaco discreto (como € o caso dos objetos volumétricos).
Apesar de ser a métrica ideal, pois trata das medidas reais dos espacos euclidianos, e
consequentemente apresenta excelentes resultados nas aplicagbes, ha agumas
incoveniéncias computacionais com o uso da métrica euclidiana. O problema de utilizar a
transformada de distancia com tal métrica para objetos discretizados é que nem é
algoritmicamente f&cil implementé-la, nem seu célculo computacional é eficiente, ja que
envolve o caculo de quadrados e raizes. A figura 4 mostra o resultado da transformada
de distdncia com a métrica euclidiana aplicada a um objeto 2D (uma imagem bin&ria,
onde pixels brancos, com valor 1, representam o0 objeto e pixels pretos, com valor 0,
representam o background). O resultado (figura 4b) € uma outra imagem onde o valor de
cada pixel representa sua distancia euclidiana a borda do objeto.

a) Imagem binéria original b) Tranformada distancia com métrica euclidiana
Figura 4: Transformada de distancia com métrica euclidiana

Devidos as dificuldades de implementacdo e eficiéncia da métrica euclidiana, muitas
aplicacdes a substituem por métrica regulares, como a city block e a chessboard, que
possuem um calculo computacional mais eficiente e sdo de fécil implementagéo [10]. A
seguir estas métricas sao definidas.



2.2-Métrica City Block

Nesta métrica, também conhecida como métrica de Manhattan, a funcéo dist € definida
como

dist(p,a) = p, =, [*+|p, =, [+..+]pP, =1, |-

Assim a norma de um vetor é dada pela soma de suas componentes em cada eixo
principal. A grande utilidade desta métrica surge quando aplicada a problemas em
espacos discretados. Neste caso ha uma interpretacdo interessante sobre a métrica city
block: quando aplicada a objetos do espaco discreto, esta métrica assume que, parair de
um ponto p aum ponto g, SO € possivel andar nas direcdes dos eixos principais do sistema
de coordenadas onde o objeto estd definido (ndo é permitido andar nas direcBes
diagonais). Esta observacao fica clara quando o objeto considerado € uma imagem 2D ou
um dado volumétrico. Conforme descrito abaixo, no caso de imagens esta métrica define
atopologia 4-conectado e no caso de volumes, define a topologia 6-conectado.

No caso de imagens, onde um pixel p possui 8 pixels adjacentes (4 que compartilham
uma aresta e 4 que compartilham um vértice com p) esta métrica determina que, saindo
do pixel p so é possivel andar nas direcOes dos pixels que compartilham uma aresta
(figura 53). Assim, se um pixel q compartilha uma aresta com p, entéo dist(p,g)=1 eq é
um pixel vizinho a p. Se g compartilha um vértice com p, entdo dist(p,q)=2 (q ndo é
vizinho de p). Por esta raz8o a métrica city block também é referenciada como métrica
“1-2", no sentido de que, dado um ponto p, seus pixels adjacentes por aresta tém distancia
1 (pixels vizinhos) e seus pixels adjacentes por vértices tém distancia 2. Como cada pixel
possui 4 pixels vizinhos (por aresta), esta métrica define a topologia 4-conectado. Para
calcular a distancia entre dois pixels quaisquer basta ir andando nas direcGes permitidas
(horizontal e vertical) e contar a quantidade de pixels percorridos entre a origem € 0
destino. Na figura 5a a disténcia entre p e q € 5. A figura 5b mostra a transformada de
distancia usando a métrica city block, aplicada aimagem dafigura4a.

D Pixels adjacentesap
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a) Pixels vizinhos: topol ogia 4-conectado b) Campo distancia gerado pela transformada

Figura 5: Transformada de distancia usando a métrica city block.

No caso de um dado volumeétrico, cada voxel pode conter até 26 voxels adjacentes (6 por
faces, 12 por arestas e 8 por vértices). Partindo de um voxel p sd é possivel seguir nas



direces dos seus voxels adjacentes por face. Assim, se um voxel g compartilha uma face
com p, entdo dist(p,q)=1 (q € vizinho de p). Se g compartilha uma aresta com p, entéo
dist(p,q)=2 e se g compartilha vértice com p, entdo dist(p,q)=3. Como dois voxels s sdo
vizinhos se compartilharem uma face, entéo diz-se que esta métrica define a topologia 6-
conectado. A figura 6 mostra um voxel com seus seis vizinhos. No caso 3D esta métrica e
também conhecida como métrica “1-2-3”, no sentido de que voxels que compartilham
uma face tém distancia 1 (voxels vizinhos), voxels que compartilham uma aresta tém
distancia 2 e voxels que compartilham um vértice tém distancia 3.

Figura 6: Métrica city block definindo topol ogia 6-conectado.

2.3-Métrica Chessboard
Na métrica chessboard a funcéo dist € definida como
dist(p,q) = max(| p, = 0 LI p, = || P, =0 ])-

Assim anorma de um vetor € definida como sendo a sua maior componente. Assim como
ameétrica city block, a maior motivacdo para 0 uso da métrica chessboard esté voltada as
aplicagbes discretas, uma vez que ambas procuram substituir a métrica euclidiana. A
interpretaco desta métrica, quando aplicada a objetos do espaco discreto, € que, parair
de um ponto p a um ponto ¢, € permitido se deslocar em todas as direcbes. Conforme
descrito abaixo, no caso de imagens esta métrica define a topologia 8-conectado e no
caso de volumes, define atopol ogia 26-conectado.

A principal motivagdo para 0 nome dessa métrica vem das aplicagdes discretas 2D, onde,
saindo de um pixel p é possivel fazer os movimentos que um rei faz em um tabuleiro de
xadrez. Portanto é permitido andar tanto nas dire¢fes dos eixos principais (horizonta e
vertical) quanto nas direcdes diagonais (figura 7a). Devido a isto, um pixel p possui 8
pixels vizinhos: os 4 vizinhos por aresta (direges horizontal e vertical) e os 4 vizinhos
por vértices (diregdes diagonal). Diz, entdo que esta métrica define a topologia 8-
conectado. No caso 2D a métrica chessblock € também chamada de métrica “1-1", no
sentido de que, dado um ponto p, tanto os pixels que compartilham arestas quanto os que
compartilham vértices com p possuem distancia 1. A figura 7b mostra a transformada de
distancia usando a métrica chessboard, aplicada aimagem dafigura 4a.

No caso 3D discreto, partindo de um voxel p € permitido seguir em qualquer direcdo, ou
sgja, nas direcdes dos 6 voxel que compartilham uma face, na direcdo dos 12 voxels que



compartilham uma arestas e na direcdo dos 8 voxels que compartilham um vértice,
totalizando 26 direces possiveis. Portanto, qualquer vizinho (por face, aresta ou vértice)
évizinho ap (ou seja possui distancia 1). Diz-se entdo que, a métrica chessblock define a
topologia 26-conectado. No caso 3D esta métrica € também chamada de métrica“1-1-1",
pois 0s vizinhos de um voxels p possuem distancia 1 em relagdo aos vizinhos por faces,
por arestas e por vértices.

D Pixels adjacentesap

a) Pixels vizinhos: topol ogia 8-conectado b) Campo distancia gerado pela transformada.

Figura 7: Transformada de distancia usando a métrica city block.

2.4-Métrica “ns- ng- ny”

A métrica “1-2-3" (city block 3D discreta) e a métrica “1,1,1” (chessblock 3D discreta)
podem ser vistas como casos particulares da métrica discreta “ni-ng-n,”, onde, dado um
voxel p, n; representa a distancia entre p e seus voxel's adjacentes por face, n, representa a
distancia entre p e seus voxels adjacentes por aresta e n, € a distancia entre p e seus
voxels adjacentes por vértices. E claro que no caso 2D amétrica “ny-n.-n,” € referenciada
simplesmente como métrica“ng-n,”.

Dois exemplos de métricas “n-ngy-n,” bastante utilizadas séo a métrica “2-3-4” [5] e a
métrica“ 3-4-5" [2].

2.5-Codificacao de Voxels

Nas aplicacfes a imagens binérias, a transformada de distancia resulta em uma nova
imagem onde o valor de cada pixel indica sua distancia a um determinado conjunto de
pixelsiniciais daimagem. Nas figuras 4b, 5b e 7b 0 conjunto de pixelsiniciais € a borda
da circunferéncia definida na figura 4a. Da mesma forma, quando a transformada &
aplicada a um volume bin&rio, o resultado também € um volume, onde o valor de cada
voxel contém informacdo do campo distancia gerado. A aplicacdo da transformada aos
voxels do volume é feita através de um processo chamado codificacéo de voxels (no caso
de uma imagem, chama-se codificacdo de pixels, porém o processo € 0 mesmo e sera
generalizado como codificacéo de voxels).



Codificacao dos voxels de um objeto volumétrico O € uma operacdo, definida a partir de
uma métrica, que se propaga recursivamente voxel a voxel do volume. Esta operacdo
comeca a ser aplicada em um conjunto inicial de voxels Vo (VoJO) e se espalha pelos
demais voxels de O, até que uma condicdo de parada sgja atingida. Apds a codificagcdo
dos voxels do volume ser gerada, tem-se entdo o campo distancia definido.

No caso de umaimagem, a codificacdo se da por um processo de propagacéo, semelhante
aevolucdo de uma frente em chamas, que avanca sobre uma regido coberta de gramas. O
conjunto Vy pode ser comparado a borda da regi&o, onde alguém pés fogo (frente inicial)
e apartir dai achamavai avancando (frente evoluindo). Umavez que um pixel é visitado,
um valor (codigo do pixel) é associado a ele, indicando sua distancia ao conjunto inicial
Vo (frente inicial). Assim, a codificacdo de voxels pode ser interpretada como a evolucéo
de uma interface (por exemplo, o fogo) sobre um meio (por exemplo, a grama). Esta
comparagdo, estudada mais adiante, serd Gtil na tentativa de encontrar novas solugdes
para os problemas que envolvem transformada de distancia.

A operacao de propagacao de voxels usando a métrica “ng-ns-n,” pode ser descrita como
Se segue: primeiro, todos os voxels do objeto O sdo codificados com o valor infinito, em
seguida todos os voxels do conjunto Vp sdo codificados com o valor zero (inicio da
propagacdo) (figuras 8a e 9a). A todos os vizinhos dos voxels de V; por faces € associado
o valor n;, atodos os vizinhos por arestas € associado o valor n, e a todos os vizinhos por
vértices € associado o valor n, (figuras 8b e 9b). Durante a propagagdo, todos os voxels
com um determinado codigo n sdo processados a0 mesmo tempo. Assim, se voxels com
valor n sdo processados, aos seus vizinhos por face, por aresta e por vértice sdo
associados os valores n+n, n+n, e n+n,, respectivamente, caso estes valores sgam
menores do que os valores correntes dos voxels vizinhos. Este processo de codificagdo
continua até que sgjam atingidas as condi ¢ces de parada.

A escolha do conjunto de voxels iniciais Vo depende das caracteristicas que se desgja
extrair da codificagdo. A seguir sdo escolhidos dois conjuntos distintos para Vo, que
resultam em campos escalares com caracteristicas diferentes. Boundary Field e Sngle
Field [19].

Boundary Field. O conjunto V, é composto pelos voxels que formam a borda do objeto.
A codificaggo gerada nos voxels forma um campo escalar distancia tradicional, chamado
Bounday Field (este campo foi gerado nas figuras 4b, 5b e 7b, com as métricas
euclidiana, city block e chessboard, respectivamente). O cédigo gerado para cada voxel
interno indica sua distancia a borda do objeto e sera chamado boundary-code. Os voxels
centralizados, em relagdo a0 objeto, possuem codigo méximo. Estas informagbes sdo
fundamentais para a extracdo de esqueletos de objetos volumétricos [13]. A figura 8c
mostra um exemplo de boundary field, com amétrica“3-4".

E importante observar que a métrica selecionada, ou sgja a escolha dos valores de ry, n, e
ny, influencia no campo distancia gerado. Alguns trabalhos que utilizam o boundary field,



para extracdo de esquel etos de dados volumétricos, podem ser encontrados em mostrados
em [18] e[19].

Single Field. O conjunto Vy € formado por um Unico voxel inicial vo. A codificagdo
gerada nos voxels forma um campo escalar disténcia, chamado Sngle Field. O codigo
gerado para cada voxel interno indica sua distancia ao voxel inicia Vo e sera chamado
single-code. A figura 9c mostra um exemplo de single field, com a métrica “1-2". Se o
objeto é formado por partes desconexas, € necessaria a escolha de um ponto inicia Vo
para cada parte desconexa.
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a) Pontos do objeto («’s) e b) Resultado do processamento ¢) Campo disténciafinal
conjunto inicial V, (0's) dos pixels de codigo 0.

Figura 8: Campo escalar Boundary Field, usando a métrica“3,4”.

O campo single field pode ser utilizado, por exemplo, para extracdo do menor caminho
entre dois voxels (ou pixels) v; e v,, como mostrado em [18]. Este problema envolve duas
etapas. a primeira etapa € a geracdo do single field, utilizando v, como ponto inicial (ou
sga Vo = Vp). A segunda etapa extrai o caminho mais curto: v; € escolhido como o
primeiro voxel do caminho e o préximo voxel escolhido é o vizinho de v; que contém o
menor codigo. Recursivamente, o proximo voxel é escolhido de maneira semelhante,
como sendo o vizinho, com menor codigo, do voxel escolhido anteriormente. O Ultimo
voxel escolhido sera exatamente o v,, que possui 0 menor single-code, ou sgja, 0.
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a) Pontos do objeto («’s) e b) Resultado apds o processamento ¢) Campo distanciafinal
conjunto inicial V; (0) dos pixels de codigo 5.

Figura9: Campo escalar Sngle Field, usando ameétrica“1,2”.



3-Propagacéo de I nterfaces

Como visto no capitulo anterior, a codificacdo de voxels, durante o célculo da
transformada de distéancia sobre um objeto matricial, pode ser comparada a uma frente em
chamas se propagando sobre uma regido coberta de gramas. Esta comparacéo pode ser
bastante Util, no sentido de que o céculo da transformada de distancia pode recorrer a
Teoria de Evolucéo de Interfaces (a frente em chamas se propagando € uma interface),
numa tentativa de encontrar novas solugdes para suas aplicactes. Este capitulo relaciona
propagacao de interfaces a transformadas de disténcia, mostrando quais as vantagens de
se usar esta abordagem para o célculo de campos escalares distancia.

3.1- Propagacéo de Interfaces e Campos Distancia

Baseado na Teoria das Leis da Conservacdo Hiperbdlica (Apéndice), Sethian [15][16]
desenvolveu aguns métodos numeéricos eficientes para a andlise e calculo de propagacédo
de interfaces: 0 Método Level Set e 0 Método Fast Marching, que serdo estudados
adiante.

O método Level Set pode ser aplicado a propagacdo de interfaces de forma mais genérica,
enquanto o método Fast Marching € aplicado a casos mais especificos de propagacéo,
dentre eles no caso em que a interface em evolucdo é uma funcéo distancia. Uma das
grandes vantagens da utilizacdo destes métodos € que eles so baseados em formulactes
continuas e, portanto, o0 método Fast Marching pode ser utilizado para propagar campos
escalares distancia em objetos continuos.

Os campos distancia Boundary Field e Sngle Field (secdo 2.5) sdo decorrentes da
métrica “n-ng-n,”, ou segja, sdo aplicados a objetos ja discretizados. Isto dificulta a
utilizacdo destes métodos, principa mente nos problemas que envolvem reconstrucéo dos
objetos, uma vez que o ponto de partida ja foi um objeto discreto. Como o método Fast
Marching é definido a partir de formulacdes continuas, ele € muito Gtil para o caculo de
campos disténcia onde é necessdria a reconstrucdo do objeto. A seguir serdo vistas as
formul aces de propagacédo de interfaces que originam o Método Fast Marching.

3.2- Formulacdes da Propagacéo de Interfaces

Uma interface pode ser geometricamente considerada uma curva ou uma superficie que
separa dois meios que estéo interagindo entre si. Ou sgja, ainterface diz respeito a borda
ou fronteira que separa os dois meios. Suponha que a interface estgja se movendo em
direcdo a sua normal, com uma dada velocidade F. A figura 10 mostra uma interface
separando dois meios. A curva circular pode ser considerada, por exemplo, um é&cido
corroendo um material (regido entre o retangulo e o circulo), onde o interior do circulo
representa auséncia de material. A velocidade da corrosdo depende da resisténcia que o
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acido encontra, ou seja, nas partes mais resistentes a velocidade da corroséo € menor do
gue em outros locais.

Interface

Figura 10: Interface separando dois meios.

Outro exemplo € que o circulo pode ser considerado uma interface que separa duas
regides: aregido 1 (interior do circulo), formada pelos pontos cuja distancia ao centro do
circulo € menor ou igual ao seu raio e regido 2 (entre o circulo e o retangulo), formada
pelos pontos cuja disténcia ao centro do circulo € maior que seu raio. O aumento do raio
do circulo significaque aregido 1 esta se propagando sobre aregido 2.

De um modo geral, a velocidade de propagacdo F pode depender de vérios fatores:

» Propriedades Locais — séo0 aquelas que dependem da geometria local a curva, como
curvatura, vetor normal, etc.

* Propriedades Globais — séo aquel as que dependem da forma, posicéo e caracteristicas
especificas de uma determinada interface.

* Propriedades Independentes — sdo aquelas que dependem do posicionamento da
interface, como por exemplo, um fluido no qual ainterface estd sendo conduzida.

Como este trabalho usa propagacdo de interfaces como uma forma de propagar
distancias, serdo considerados apenas os casos em que a velocidade da propagacéo
depende apenas de propriedades locais, como curvatura e normal (mais especificamente,
os caso onde a vel ocidade é constante, conforme sera visto posteriormente).

Existem duas maneiras bésicas de formular o problema de evolucdo de interfaces:
formulacdo do valor de borda e formulagdo do vaor inicial, usadas para definir,
respectivamente, o0 Método Fast Marching e o Método Level Set.

3.2.1 —Formulacdo do Valor de Borda

No caso de a interface da figura 10 ser considerada um &acido corrosivo, a medida que o
tempo passa, a tendéncia € que o tamanho do circulo aumente, uma vez que a corroséo €
feita apenas no sentido circulo-reténgulo. No caso de o exemplo representar a propagacao
do campo distancia, quanto mais o circulo avanca sobre o retdngulo, mais o campo
distancia se propaga. Nestes exemplos, o sentido de propagacéo da interface € sempre o
mesmo, ou sgja, a velocidade ndo muda de sinal, é sempre positiva. Com isto, a cada
instante a interface ocupa uma nova posi¢éo, uma vez gque esta sempre avancando. Assim
pode-se formular uma fungdo T que associa a cada posi¢éo do espago uma nova curva.
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A formulacéo do valor de borda pode ser colocada da seguinte forma: Assim, partindo de
uma curva ou interface inicial (instante inicia zero), a cada instante T a interface vai
evoluindo, ocupando uma nova posicao no espaco (figura 11a), ou sgja, haAum tempo T
associado a cada nova interface resultante da evolucdo. Com isto cada curva pode ser
vista como uma curva de nivel de umafuncéo tempo T (figura 11b).

A motivacdo do nome formulagdo do valor de borda surge do fato de que, a cada instante
T que se desgja saber onde a interface se encontra, basta tomar a borda da superficie
T(x,y) naaturaT, conforme mostraafigura 11b.

L Curvalnicia

Curvalnicia

y

a) Evolugdo da curva em cadainstante b) Evolucéo vista como uma superficie T(X,y)

Figura 11: Propagacéo de interface vista com aformulagéo do valor de borda

No caso unidimensional a funcdo T é facilmente deduzida. Como em uma dimensdo
distancia = velocidade * tempo, entdo 1= F dT/dx. Esta notacdo pode ser estendida para
multipl as-dimensdes como

IOT|F=1.

Esta equacdo € chamada de equacéo “Eikonal”. Esta formulacdo define o método Fast
Marching (secéo 3.3), usado para resolver numericamente a propagacdo de interfaces, no
caso de a velocidade ser positiva. No caso de a velocidade ser constante, este método
pode ser aplicado para calcular a propagacdo do campo distancia.

3.2.2 — Formulacdo do Valor Inicial

A formulacéo do valor inicia é aplicada quando a velocidade de propagacdo da interface
pode alterar o sinal. Por exemplo, nafigura 10, seja o interior do circulo considerado um
bloco de gelo dentro de um recipiente com agua (entre o circulo e o retangulo). A borda
do gelo (interface de interacdo) pode diminuir se a temperatura da 4gua aumentar e pode
aumentar caso a temperatura diminua, ou sgja, a velocidade de propagacéo da interface
depende da diferenca de temperatura entre o gelo e dgua. Neste caso a interface pode
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avancar ou recuar, ou sgja, a velocidade de propagacdo pode ser positiva ou negativa.
Portanto esta formulac&o é mais genérica do que ado valor de borda.

Como a interface pode avancar ou recuar, € possivel que ela passe pela mesma posicéo
em instantes diferentes. Portanto ndo é possivel definir uma funcdo temporal T que
associa a pontos do espaco umainterface.

Naformulacéo do valor inicia ainterface original € considerada o conjunto de nivel zero
de uma funcdo ®. A evolucdo da interface entdo € associada a variagOes aplicadas a
funcdo ®. Assim, como ® também varia com o tempo, ela é definida em funcdo dos
parametros da interface e em funcdo do tempo. Por exemplo, se a interface é uma curva
evoluindo no plano, a funcdo @ é definida como ®(x,y,t), onde t representa o eixo do
tempo. Para aplicar uma propagacao a curva no instante t basta calcular ®, neste instante
t, e tomar sua curva de nivel zero, que sempre ird corresponder a curva evoluida (figura
12).

) ¢(X2/,2)

Figura 12: Propagacéo de interface vistacom aformulagéo do valor inicial.

A primeira vista, pode parecer incoeréncia transformar um problema de propagacio de
curva em um problema de propagacéo de superficie (P). A questéo € que afuncéo @ sera
sempre bem comportada, mesmo nos casos onde a interface, ao evoluir, atera
completamente sua topologia, como se dividir em duas novas curvas ou se houver fuséo
de duas curvas em uma, como mostra a figura 13. Para acessar a curva evoluida em
qualquer instante T, basta tomar a curva de nivel zero de ®(x,y,T).

Matematicamente a formulagdo do valor inicia pode ser definida a partir da equagédo
d(x(t), t)=0 (onde x(t) representa 0 espaco de propagacdo da interface em qualquer
dimensdo), j4 que a interface evoluida corresponde aos valores onde ® se anula
Derivando esta equacdo, pela regra da cadeia, entdo ®; + d(x(t),t).x'(t) = 0. Como
F=X(t).n en=[® /|@ |, entdo

@; +F|@ |=0,
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Esta formulagéo é utilizada para definir o Método Level Set. Como este método ndo é
aplicado a propagacao de campos distancias, este trabalho ndo fara uma abordagem sobre
0 mesmo. O leitor interessado pode consultar a referéncia[16].

(p(x,y’tl) (F (x,y,tz)

a) Instante t;: interface contém duas partes b) Instante t,: ainterface se propagou e contém uma parte

Figura 13: Mudanca topol 6gica de uma interface durante sua propagacao.

3.3- Evolucao de Curvas

Nesta secéo serdo discutidos a guns aspectos da vel ocidade de propagacéo de interfaces e
como esta velocidade deve ser formulada, de modo que a propagacdo possa ser utilizada
para o célculo de distancias.

Seja uma curva paramétrica ¢(s) = (X(s), y(s)), smples e suave. Considere-se que a curva
estegja movendo em diregdo a sua normal, com uma velocidade F. O objetivo € descrever
0 movimento da curva durante a sua evolucdo. A curva ¢(s) pode ser considerada como
uma interface que separa dois meios. A evolugéo da curva pode ser definida a partir da
parametrizacdo dada por ¢ (s;t), onde s é o parametro da curva (0<s<S) et é 0 parametro
daevolugéo (figura 14a). Sem perda de generalidade, ateoria de evolugdo de curvas pode
ser estendida para evolugdo de superficies.

(X(s), y(sD) + (% Yt)

Fri=(%,Yt)

a) Parametrizacdo da evolucdo da curva b) Célculo da evolucdo

Figura 14: Evolugdo da curva.
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Durante a evolucdo, para cada valor de t, hA uma nova curva ¢(sit) gerada pela
parametrizacdo da evolugdo. No instante t da evolugdo, cada ponto ¢(s;t) = (X(s;t), y(st)
sofrerd um deslocamento através do vetor (x(s;t) , yi(s,t)) = F(k(s;t)) n(s;t), ou sgja:

onde k = (YsXs - Xsys) / (X + y)¥? é a expressdo paramétrica da curvatura, dentro da

funcéo velocidade F(K) e o vetor normal é dado por n =(ys, -x9) / (x>+y)¥%. Assim, a
nova posicdo do ponto (x(st), y(st)) serd (x(st), y(st)) + (x.y) (figura 14b). Esta
formulacéo € uma representacdo Lagrangeana do movimento da curva, pois os valores de
(X(s;t), y(s;t)) descrevem tal movimento.

$XS_X$ S XS
yt:_FEV y %

00 +y2)¥ m(x¢ + y2)¥?

CITT ]

I

X :FDSXS_XSyS yS
b goE +y2) T mxE + y2)Y?

Quando a velocidade de propagacdo F € constante, todos os pontos da curva se deslocam
de uma mesma distancia. Assim, todos o0s pontos da nova curva evoluida situam-se a uma
mesma distancia da curva anterior. E justamente essa Situagd0 que interessa para o
cadculo de propagacdo de distancias. Portanto, nos métodos para propagacdo de
interfaces, avelocidade F seré constante.

Exemplol. Durante a evolucéo, uma curva pode, em tempo finito, perder sua suavidade.
Por exemplo [16], sgaacurvadefinidapor ¢(s,0) = (1-s, (1+cos 211s)/2) se propagando
com velocidade constante F=1. Em cada instante t, a solucéo pode ser obtida avancando-
se cada ponto da curvaaumadistanciat, nadiregdo da suanormal, ou sga

_ ys(st=0) _
M= (X2(st=0)+yZ(st=0)" trx(st=0)
y(s,t) = ~X,(st=0) t+y(st=0).

(x2(s,t=0)+y;(s,t=0)"*

Como mostrado na figura 15a, ao evoluir, a frente apresenta pontos ndo diferencidvels
(“bicos’), onde a normal ndo esta definida e, portanto ndo esta claro como a evolucéo
deve prosseguir. Nestes pontos a frente desenvolve uma “cauda’ em tempo finito.
Dependendo da aplicacéo de evolugdo de curvas, o resultado da figura 15a pode ser
considerado correto, porém, como o objetivo é usar propagacao de interfaces para cdculo
de disténcias, em um determinado instante t, a frente deve ser formada apenas pelo
conjunto de pontos localizados a uma distancia t da curva inicia e, portanto a solugédo
correta seria considerar a evolucdo da figura 15b. Portanto, de um modo geral, a solucéo
correta depende da natureza da interface em discussdo. Como o0 objetivo deste trabalho é
usar evolucdo como propagacdo de distancia, situacbes ambiguas como da figura 15a
devem ser evitadas.
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Como encontrar entdo uma solugdo sem ambiguidade, como a da figura 15b, umavez que
as férmulas de evolucdo, descritas acima, levam naturamente a solucdo ambigua (da
figura 15a)? Sethian [14] definiu e estabeleceu uma condigdo de entropia para resolver
tal problema. “Entropia’ se refere a organizacdo das informacfes da interface, a medida
gue ela evolui. Em termos gerais, uma condi¢do de entropia é utilizada para que nenhuma
novainformagdo (como a cauda da figura 15a) possa ser criada, durante a evolucéo.

Direcionando o problema de evolucéo de curvas para o célculo de distancias, a questdo
agora € saber sob gque condicdes (condicbes de entropia) uma curva, se propagando com
velocidade constante, fornece a solugdo correta para a propagacdo de distancia (ja que os
clculos acima levam a solugdo errada da figura 158). A proxima se¢do e o apéndice
descrevem tais condicoes.

Para aplicar a condicéo de entropia, Sethian recorreu as leis da conservagéo hiperbdlica
[7][8], como mostra o apéndice.

a) Evolucdo com criacdo de novas informagdes b) Evolucdo com condicdo de entropia

Figura 15: Propagacdo da curva com velocidade unitaria.

3.3.1 - Efeitosda Curvatura na evolucéo

Como dito antes, serdo considerados apenas os casos de evolucdo onde F é constante.
Porém, paratentar resolver o problema dos “bicos’, surgidos no Exemplo 1, € importante
analisar um caso mais geral, onde a velocidade depende da curvatura e € dada por
F(k)=1- €k (¢ € uma constante real e €20).

Se =0, a velocidade é constante (como no Exemplo 1, onde F(k)=1) e a curva ndo se
mantém suave durante a evolugdo, ou sga em adgum momento perde a
diferenciabilidade, desenvolvendo “bicos’. Como nestes bicos o vetor normal ndo esta
definido, ndo estq claro como a evolucdo deve prosseguir e podem aparecer novas
informagdes (como a cauda), e seria necessaria a condicdo de entropia para que a curva
evolua corretamente.

Seja agora €>0, ou sgja, F(k) = 1- ek e ndo é constante. A inclusdo do termo €k altera
profundamente a forma como a curva evolui e € este termo que dira como esquemas
numeéricos eficientes serdo construidos, para auxiliar na correta condicéo de entropia.
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Para uma melhor compreensdo dos efeitos da curvatura, analisemos a egquagdo
diferencial (evolucdo da curvatura) k. = ekog + €k — K* [14], que descreve como a
curvatura se comporta durante a evolugdo da curva. A segunda derivada de k € tomada
em relacdo a0 comprimento de arco 6. Segundo Sethian [14], o termo (ek® — k?) é
responsavel pelas singularidades (bicos) geradas na curva, porém é balanceado pelo
termo (ekap), que € responsavel por suavizar a curva.

Exemplo 2. Sgja a evolucdo da funcdo cosseno, definida no Exemplo 1. Suponha agora
gue a funcdo velocidade segja F(k) = 1- k. Considerando €=0, a curva va evoluir de
maneira andloga a figura 15a, ou sgja, vai desenvolver “bicos’, pois F(k)=1. Isto ocorre
por que, como €=0, a equacdo de evolucao da curvatura contém apenas o0 termo que cria
singularidades (a equaco de evolucdo sera k; = — k).

Considerando agora €>0, a equacdo de evolucdo da curvatura conterdq também o termo
(ekoo) que suaviza a curva durante a evolugdo. A figura 16a mostra a evolucéo da curva
cosseno com a velocidade F(K) = 1 - 0.025k e a figura 16b mostra a mesma curva com
velocidade F(k) = 1 - 0.25k.

L\ 2 A 2 4
a) F(k) =1 -0.025k b) a) F(k) =1-0.25k

Figura 16: Propagacdo onde a curva se mantém suave.

Assim, pode-se concluir que quanto menor o valor de € menor sera a contribuicdo do
termo (ekgp) €, portanto, a evolucgéo tende a ser menos suave (figura 16a). Quanto maior o
valor de g, maior seré a contribuicdo do termo (gkeg) € mais suave sera a evolugéo (figura
16b). Em [14] Sethian mostra que quando €>0, a curva se mantém infinitamente
diferenciavel, ou sgja, C”.

Nenhuma das duas condi¢des (=0 e €>0) pode ser utilizada para calcular distancias a
partir de evolucédo de curvas, pois se €=0, a curva desenvolve “bicos’ (figura 15a) e se
>0, a velocidade ndo é constante (figura 16). A correta solugdo pode, entdo, ser
postul ada pela condi¢do abaixo:

Solucéo de Entropia: o limite de uma propagacdo com curvatura (onde F(k) = 1- €k),
guando € 0, € igual a uma propagacdo com velocidade constante (F(k) = 1). Assim,
para se obter a evolucdo da figura 15b, através da condicdo de entropia, deve-se usar a
funcéo velocidade F(k) = 1 - €k, fazendo € tender a 0.
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4-M étodos Numéricos. Fast Marching

Este capitulo discute métodos numéricos para propagar interfaces. Dentre estes métodos,
destaca-se 0 Fast Marching que, além de ser bastante eficiente, pode ser aplicado em
propagacdo de distancias, quando a propagacao é feita com vel ocidade constante. Por fim
€ mostrado um exemplo [3], que utiliza o Méodo Fast Marching com este fim.

4.1-Alguns Métodos Numéricos

Os métodos numéricos para evolugdo surgem a partir de suas formulagdes no universo
continuo. Assim, as formulagBes mostradas nas segoes 3.2.1, 3.2.2 e 3.3 sdo Uutilizadas
para definir alguns destes métodos. E importante destacar que a presente se¢do procura
discutir aimportancia destes métodos para o célculo de propagacdo de distancias.

4.1.1 — Formulacéo L agrangeana

Na formulacdo Lagrangeana (secdo 3.3), considerando a propagacdo com velocidade
constante (F=1), aevolucdo é calculada através das equactes

X = Ys __ Xs
Oy ST
Como a velocidade é constante, esta evolugdo produz um campo distancia. Para definir
um método numérico de evolugdo basta discretizar estas equagfes. O intervalo de
parametrizacdo da curva [0, é dividido em M intervalos de tamanho As, produzindo
M+1 amostras 5 = i.As (i=0, ..., M). Também é feita uma discretizacdo do tempo em
intervalos de tamanho At. O valor da curva em movimento, em cada ponto i.As e no
instante n.At, é dado por ¢;"=(x"yi"). O objetivo & numericamente calcular os novos
valores (distancias) de ¢;"* = (x"**, yi"*%), produzidos pela evolucéo.
As derivadas parciais em relacdo a s podem ser numericamente resolvidas como (central
difference):

Xs = (Xi+1 —Xi-1 )24, Ys = (Yis1 — Vi1 )/2As,

As derivadas parciais em relagdo ao tempo podem ser aproximadas por (forward
difference):  x = (x""t—x"/At e yi = (vt — /AL

Substituindo estas derivadas nas formulas de evolugdo (x.,y:) acima, e rearrumando 0s
termos, obtém-se a expressdo numeérica para o caculo da evolucéo:

(Vi = Yitas Xy + X(4y)
((x% — Xin—1)2 + (Yl Yin—l)z)llz

(X.n+l’ y'n+l) = (Xin’ yin) + At
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A expressdo numérica que calcula a evolucdo pode agora ser aplicada para calcular a
nova distancia (x™yi™") a partir de pontos (x", yi"). O problema maior na aplicacdo
deste método esta na instabilidade dos resultados. Se a distancia As € muito peguena as
amostras da curva ficam muito préximas e o quociente do segundo membro da equagdo
da evolugdo pode ficar muito proximo a zero. Isto causa uma grande instabilidade
numérica na propagacdo da distancia. A proxima etapa da propagacdo, entdo, ja seria
calculada sobre estes erros, causando uma drética propagacdo do erro. E importante
lembrar também que, como ndo esta sendo aplicada nenhuma condic¢éo de entropia, este
método ainda pode gerar resultados semelhantes ao da figura 15a, o que tornaria errada a

solucdo da propagacédo de distancia.
4.1.2 - Método Level Set

O método Level Set é aplicado aos casos onde podem ocorrer mudancas na sinal da
velocidade. Por esta razdo ele ndo é aplicado ao célculo de propagacdo de distancias.
Apesar disto, alguns trabalhos, como [3], utilizam o Level Set como uma etapa de pré-
processamento para o cdculo de disténcia. Por isto serdo feitos alguns comentarios sobre
este método.

O método numérico Level Set foi desenvolvido a partir da formulacdo do valor inicial,
apresentada na secdo 3.2.2, onde a interface em evolugdo € sempre o conjunto de nivel
zero de uma funcéo @, que também evolui em funcdo do tempo e a equacéo de evolucéo
€ dada por @; + F|@® |=0.

Esta equagdo € um caso particular da equagéo de Hamilton-Jacobi aU; +H(Uy,Uy,U;) = 0,
onde a=1 e H([® )=F|® |. Conforme mostrado no apéndice, a equacdo de Hamilton-
Jacobi pode ser resolvida numericamente a partir de métodos de leis de conservagédo
hiperbdlica [16]. A partir da solucdo da equacdo de Hamilton-Jacobi, que ja inclui as
condi¢des de entropia, 0 Método Level Set € definido através da equagéo:

Dy =y - At.[max(Fijk,0)0" + min(Fij,0)07], onde
0" =[max(Dj;c*,0)? +min(Djj*,0)? +max(Dy¥,0) +min(Djc*¥,0)? +max(Dy %,0)* +min(Dy %, 0)° 12,
0" =[max(Dyj™,0)* +min(Djj*,0)* +max(Dy;¥,0)? +min(Dy;¥,0)? +max(Dij %,0)? +min(Dy ., 0)* 1
e Djj* = (®ijk —Pi-1j )/AX € Dij ™ = (Djs 1 jk —Diji)/AX.
Dii”, Dij”, Dij”e Dij"* s30 definidos de maneira andloga.

Neste método € definida uma grade, onde o valor associado a cada elemento da grade
representa o valor da funcdo ®, em um determinado instante da evolugdo. Em um
instante posterior, para aplicar a evolugdo, todos os valores da grade sdo atualizados. A
interface, alvo da propagacdo propriamente dita, é sempre representada pelos pontos da
grade, onde ®=0. A figura 17 mostra a evolugéo de uma curva ¢;;" no plano. Os valores
associados aos pontos (i,j) da grade representam curvas de nivel da fungo ;" (dai o
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nome deste método ser Level Set), de modo que a curva ¢;;" € sempre representada pela
curvade nivel ®;;"=0.

‘superficie ff**

S
‘:\-‘“ =\
RN Nmee
A\ N 2\

3 :.“““‘m':“\‘““
QRN AR

Instante(n+1) At

[m
_ superficie (pi']?

o (¢]=0)

Ingtante nAt

Figura17: Método Level Set: acurva ¢;" evoluida é tomada sempre como ®;;"=0.

Como mostra a figura 17, a cada instante, os valores de todos os pontos da grade s&o
atualizados, representando as curvas de nivel dafuncéo @, naguele instante. Desta forma,
todas as curvas de nivel sdo atualizadas, ndo apenas a curva de nivel zero (na figura 17,
s80 destacados os pontos da grade correspondentes a curva de nivel zero). Em muitas
situagdes, esta atualizacdo de todas as curvas de nivel da grade é necessaria. Porém ha
outras situacBes em que apenas uma curva é de interesse (curva de nivel zero), sendo
desnecessaria a atualizacdo de todos os pontos da grade. Nestes casos apenas 0s ponto da
grade vizinhos a curva de interesse devem ser atualizados. Esta forma de atualizacéo
originaum método level set chamado de narrow band.

No método narrow band, apenas os pontos vizinhos a curva de nivel zero sdo atualizados
em cada instante. Uma vez que uma aplicacéo tenha interesse apenas na evolucdo da
curva de nivel zero, é desnecessario atualizar todas as curvas de nivel. A narrow band €
um conjunto de pontos da grade situados ao redor dos pontos correpondentes a curva de
nivel zero (figura 18). A largura da narrow band é definida pelo usuario.
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Figura 18: Os pontos da grade situados na regi&o cinza fazem parte da narrow band.

4.3-Método Fast Marching

O Méodo Fast Marching propaga a interface baseando-se na formulagdo do vaor de
borda, (secdo 3.2.1), onde uma funcéo tempo T associa cada ponto do espago ao instante
em gue a interface atinge este ponto (X,y). Esta formulagdo € utilizada apenas no caso
onde a velocidade é sempre positiva (ou sempre negativa). Quando a interface se propaga
com velocidade constante esta formulagdo pode ser utilizada para calcular campos
disténcia.

@ Pontos onde o valor de T é conhecido

O Pontos onde o valor de T néo é conhecido

ﬂ,
II, III,

| |
a) Curvainicia (T=0) b) Atualizacdo de T na propagacéo c) Atualizacdo de T

Figura 19: Construcdo dafungdo T no Método Fast Marching.

Ao contrario do método Level Set, o método Fast Marching é um problema estacionério,
no sentido de que a funcdo T é fixa, ndo se atera com a propagacdo da interface (ao
contrério dafungéo ®).
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A idéia do Méodo Fast Marching é que, partindo de uma interface inicial, discretizada
sobre uma grade, afuncdo T vai sendo construida sobre os pontos da grade, a medida que
a interface se propaga. A figura 19a mostra uma curva sobre uma grade 2D, onde nos
pontos (i,j) que correspondem a interface inicial, T;=0 (inicio da propagacéo). Nos
demais pontos, externos a interface, o valor de T néo é conhecido. O objetivo do método
€ justamente calcular estes valores de T, de maneira eficiente, a medida que a curva
evolui (figura 19). Em cada iteracdo da propagacdo é construida uma nova camada da
superficie T.

O Método Fast Marching é formulado a partir da equacdo Eikonal |OT| F = 1, que é um
caso particular da equacdo de Hamilton-Jacobi (apéndice). A solucdo numeérica desta
equacdo € baseada nas Leis da Conservacdo Hiperbdlica. Baseada na solucgéo discreta da
equacao de Hamilton-Jacobi, a equacéo Eikonal pode ser resolvida através do esquema:

onde Dijk-x = (Tijk —Ti-llj,k)/AX e Dijk+x = (Ti+1,jk —Tijk)/AX. Dijk_y, Dijk+y, Dijk-z e Dijk+z S30
definidos de maneira and oga.

tnax(D;,0)° + min(D;,0)° O
0 0
#F max(D;/,0* + min(D;?,0°0 =

1
Fic
% max(D;?,0)° + min(D;;,0)’ 5 :
A forma padréo de se resolver estas equacdes requer iteracdes. A cada iteracao iter os

pontos da grade Ti,-k“er v&0 sendo calculados, a partir dos vizinhos de Tk da iteragéo
anterior, conforme o algoritmo:

Para iter=1,n
Parai,j,k=1,dim _
Resolver a equagéo para Ty'*"", a partir de
Ti_lyj'klter, Ti+lyj'kltef, Ti'j_lvklter, Ti'j+11klter’ Ti'ij_llter, Ti'jyk.f_llter.
FimPara
FimPara

A figura 20 mostra avizinhanga do ponto Tjj. em umagrade 3D.

T Jk+1@

Figura 20: Vizinhanga de um ponto. Figura 21: Inicio do método Fast Marching.
Durante o calculo dos valores de T, a informacéo vai sempre se propagando a partir dos

pontos com menores valores de T. A figura 22 explica como o processo de propagagédo de
umainterface 2D se da a cada iterac8o. Os pontos pretos representam as posi¢cdes onde a
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funcdo T é conhecida e os pontos brancos, posi¢des onde T é desconhecida. Partindo de
umainterface inicia (figura 21), representada por um ponto preto, onde T=0 (figura 22a),
sd0 calculados os valores de seus quatro vizinhos (representados pelos pontos cinzas A,
B, C e D, nafigura 22b), através da equacdo Eikonal discreta. Dentre estes quatro pontos,
a propagacdo deve seguir a partir daquele que tiver o menor valor de T. Ou sga o
algoritmo para propagacdo requer que haja uma ordenacdo dos pontos cinzas. Supondo
gue o ponto A contém o menor T, a propagacdo deve prosseguir a partir dele (figura 22c),
0u sgja, 0 ponto A é setado para preto, indicando que a propagacdo ja € conhecidaem A, e
seus vizinhos sdo calculados (representados pelos pontos cinzas E, F e G, na figura 22d).
E importante observar que o ponto preto inicial, apesar de ser vizinho de A, ndo entrou
neste processo, pois a propagacdo tem sentido Unico, ndo é retroativa. A propagacdo deve
continuar a partir do ponto cinza (B, C, D, E, F ou G) que tiver o menor valor de T. Mais
uma vez serd necessaria a rotina de ordenagdo para selecionar o ponto cinza de menor T.
Supondo que o ponto D contém o menor valor, a propagacéo deve seguir a partir dele
(figura 22€). O valor de T é calculado nos vizinhos de D, que sdo setados para cinza. E
importante observar que um dos vizinhos de D (o ponto E) ja era cinza, pois também é
vizinho de A, mas seu valor deve ser recalculado (apenas os vizinhos pretos séo
poupados). O processo se repete até que afuncdo T sgja determinada.

a) Atualizag8o a partir da origem b) Célculo dos possiveisvalores  ¢) Escolhado valor de menor T,
dentre os pontos cinzas (ex. A)

d) Fixao valor do ponto A eatualiza €) Escolhado ponto de menor T, f) Fixa ovalor de D e atuaiza
seus vizinhos (tornam-se cinzas) dentre os pontos cinzas (ex. D) seus vizinhos.

Figura 22:Procedimento de Atualizacdo do Método Fast Marching.
Utilizando a equacéo Eikonal, o calculo de T nos vizinhos nunca fornece valores menores

do que os pontos j& conhecidos (pontos pretos), e portanto, a “marcha’ segue sempre em
um unico sentido, se afastando da origem.
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Para a propagacao nos pornots da grade, ha trés categorias de pontos. pontos com valores
conhecidos (pretos), pontos candidatos a prosseguirem com a propagacao (cinzas) e
pontos desconhecidos (brancos), que seriam os pontos “distantes’” da interface. Na busca
da solucdo, a marcha se da sempre transformando pontos brancos em pontos cinzas e
cinzas em pretos, conforme mostra a figura 23.

Pontos candidatos
(narrow band)

. e e MY
DEOBSEN S BDE
Seeaes o n el
SOSHHD =000 S
valoregporhealosg 21T 1 1 L 11 )
o b oL [ Ponosdisantes |
b e L Dl L LT
SPICODODOEHS
A DT T Ty
0 72 0 O O D W O W O

Figura 23: Progressdo do Método Fast Marching

Uma das grandes vantagens deste método, além da eficiéncia, é que ele pode ser aplicado
para cilculo de disténcias de objetos continuos. A discretizacdo do objeto pode ser feita
em qualquer resolucdo, o que permite que possa ser controlada a margem de erro, nos
Casos que requerem reconstrucao do objeto.

Em [3], Breen utiliza o método fast marching para calcular campos distancias de objetos.
Em seguida estes campos sd0 utilizados para converter objetos representados por uma
arvore CSG para representacao volumétrica.

Um grande desafio € o desenvolvimento de Métodos Fast Marching adaptativos. No
método descrito acima, os pontos onde os valores de T sdo calculados sdo amostrados
regularmente. Isto apresenta algumas desvantagens, principalmente quando se desga
concentrar informacdes sobre determinadas regides da interface em evolucdo. Uma opcéo
€ aumentar a resolucdo da grade, o que implica em desperdicio de recursos, pois nem
toda a interface precisaria desta alta resolucdo. Com grades adaptativas seria possivel
fazer propagagcdo em multi resolucéo, o que acarretaria em inUmeras vantagens para as
mais diversas aplicacies.
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5-Conclusdes

Este trabalho apresentou uma conceituacdo geral sobre transformadas de distancia,
mostrando alguns métodos numeéricos para se calcular esta transformada

O resultado de uma transformada de distancia aplicada a um objeto depende da métrica
utilizada. A métrica esta relacionada a disténcia espacia dos pontos do objetos. A métrica
natural de se aplicar a objetos do espaco euclidiano é a métrica euclidiana. Apesar de
apresentar excelentes resultados, esta métrica apresenta varios problemas de eficiéncia
computacional, além de ndo ser algoritmicamente trivial.

Varias métricas regulares sdo Uutilizadas para substituir a métrica euclidiana, numa
tentaviva de aumentar a eficiéncia do célculo computacional, sem perder os 6timos
resultados fornecidos. Dentre estas destacam-se as métrica city block e a métrica
chesshoard. Estas duas sdo casos particulares da métrica “ng-ne-n,”, utilizada para gerar
campos distécnias de objetos matriciais, como imagens e volumes. No caso de volumes,
valor ny representa a distancia as faces dos voxels, n. representa a distancia as arestas e
ny, representa a distancia aos vertices.

O célculo do campo distancia nos pontos de um objeto é feito através da propagacéo das
distancias em relacdo a um dado conjunto de pontos iniciais. Assim, o cdculo de
distancia pode ser visto como uma frente ou interface se propagando a partir de uma
frente inicial. Baseado neste paradigma, a Teoria de Propagacéo de Interfaces pode ser
utilizada para auxiliar no desenvolvimento de métodos numeéricos eficientes, como o Fast
Marching que pode ser aplicado a objetos formulados no universo continuo. Isto € uma
grande vantagem em relacdo aos métodos que utilizam a métrica “ ng-ne-n,”, por exemplo,
pois estes Ultimos sO podem ser aplicados a objetos discretos e ndo seriam muito Utels nos
casos onde € necessaria a reconstrucéo do objeto.

A formulacdo de propagacéo de interfaces é feita da seguinte forma: dada uma curva
paramétrica inicial, sua evolucéo é feita através de uma parametrizagdo temporal. Sua
propagacéo se da na direcdo normal, e a velocidade de propagacéo € em funcdo da
curvatura. Quando a velocidade de propagacdo € constante, a propagacdo de interfaces
pode ser utilizada para o cadlculo de campos distancia.

Baseado na Teoria das Leis de Conservacdo Hiperbdlica Sethian [16] desenvolveu
métodos numeéricos eficientes, Método Fast Marching e Método Level Set, para propagar
uma curva a partir de uma posi¢éo inicial. O primeiro método, por ser aplicado nos casos
onde a velocidade de propagacéo € positiva, pode ser utilizado para calcular campos
disténcia de forma bastante eficiente, a partir da equacdo Eikonal discreta. Além disso
apresenta a vantagem de poder ser aplicado a objetos formulados em espacos continuos.

25



Apéndice - Leisde Conservacéo Hiperbdlica

Este apéndice introduz as Leis de Conservacdo Hiperbdlica [7][8], mostrando qual sua
relacdo com propagacdo de interfaces. Em [16] Sethian utilizou métodos numéricos de
leis de conservacdo hiperbdlica, para desenvolver os métodos Fast Marching e Level Set,
gue resolvem numericamente problemas de propagacéo de curvas.

Dada u(xt), onde t representa o parametro temporal de u(x)=u(x,0), uma equacdo
diferencial daforma
U+ [G(u)]x=0

€ conhecida como uma“lei de conservagdo hiperbdlica’. G(u) € conhecida como a funcdo
fluxo. Um exemplo simples é a equacéo de Burger, onde G(u) = u?/2, e portanto

Ut + uuy = 0.

Esta equacdo de onda, que descreve o movimento de um fluido compressivel em uma
dimensdo, mostra a relagdo entre a variagdo espacial (uy) e a variagdo temporal (u;) do
fluido representado pela funcdo u. A solugdo para esta equacdo apresenta
descontinuidades, ao longo do tempo, ou sgja, u(x,t) pode ser descontinua, mesmo que o
dado inicial u(x,0) sga suave. Para tornar as solucdes suaves, acrescenta-se 0 termo €Uy
(onde £20) a direita da equacdo acima, ou sgja,

Ut + qu = SUXX

O termo Uy, chamado de viscosidade do fluido, age como um termo suavizador,
impedindo a formagdo de descontinuidades de u, ao longo do tempo. Pode-se demonstrar
gue se £>0 a solucdo se mantém suave ao longo do tempo (se =0, entdo u; + uuk =0, ea
solucdo ndo se manterd suave). Uma vez visto (ainda que rapidamente) o que € uma lei
de conservacao hiperbdlica, o que estateoriatem aver com evolucdo de curvas?

Relacéo entre Evolucéo de Curvas e L eis de Conservacao Hiperbdlica.

Sejaumacurvainicia ¢(x,0), evoluindo com velocidade F(k)=1-ek, cuja evolucao ¢ (x,t)
se mantém um gréfico ao longo do tempo. Em [16] e [17] Sethian demonstra que tal
evolugdo pode ser vista como uma lei de conservacdo hiperbdlica (com viscosidade),
dada por

ou, 0O
U +[-(1+u?)Y?1 =¢ X ’
@) = egen
onde u=dd/dx. Nesta equacdo, a funczo fluxo é G(u) = -(1+u?)Y2.
E interessante analisar esta relacdo sob os dois pontos de vista: de evolugdo de curvas e

delei de conservacdo hiperbdlica. Se =0, entéo F é constante (F(k)=1) e, conforme visto
nas se¢des 3.3, a evolucdo de ¢ ndo é suave; ja a equacdo hiperbdlica ndo tem termo de
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viscosidade e a variagdo de u, ao longo do tempo, também ndo é suave. Se >0, entdo F
depende da curvatura (F(k)=1-ek) e a evolucdo de a é suave;, no caso da equagdo
hiperbdlica ndo ha termo de viscosidade e a variagéo de u, ao longo do tempo, é suave.
Conclusdo: O papel da curvatura em evolugdo de curvas € andlogo ao papel da
viscosidade em leis de conservacao hiperbdlica.

Em [16], capitulo 5, Sethian descreve alguns métodos numéricos para resolver algumas
equacoes de leis de conservacdo hiperbdlica

Equagdes de Hamilton-Jacobi

Na secdo 3.1 foram vistas duas formulacdes para o problema de propagacédo de curvas:
formulagdo do valor de borda, definida a través da equacéo |OT| F = 1, e aformulagdo do
valor inicial, definida através da equacdo ®; + F|[@ | = 0. Estas duas equagdes sdo casos
particulares da equacdo genérica, chamada equacdo de Hamilton-Jacobi, definida como

aUt + H(Ux,Uy,Uz) = O,

(considerando o problema em 3 dimensdes). A funcdo H é chamada de Hamiltoniana. Na
formulacéo do valor inicial, a=1, U=® e aHamiltonianavae

HU, U, U,)=F U2 +U2+UZ2.

Naformulag&o do valor de borda a=0, U=T e aHamiltonianavae

HU,U,U,)=FUZ+UZ2+U? -1

Sgja a equacdo de Hamilton-Jacobi unidimensional aU+H(U,)=0. Fazendo U,=u e
diferenciando ambos os lados, é obtida a equacdo de lei de conservacdo hiperbdlica
w+HH(U)]x=0 equivalente. Utilizando métodos numéricos de lei de conservacdo
hiperbdlica, Sethian [16] deduziu a seguinte expressdo para calcular numericamente esta
equacao 1D de Hamilton-Jacobi:

aHJi”"l_Ui”E: H‘Jin _Uin—l Uirll_uin E(l)

0 At OF & A

onde U;" é o valor da i-ésima amostra da funcdo U no instante n, At é o intervalo de
tempo e Ax € o intervalo entre as amostra ao longo do eixo X, conforme mostra a figura
16. A figura mostra uma grade cujos pontos representam uma discretizagdo do tempo e
espaco, onde a evolucdo da funcdo U estd sendo calculada. Assim a cada ponto (i,n) da
grade ha um valor U;" associado. Em cada instante n+1 as amostras U;™* s3o cal culadas,
representando assim a nova curva gerada pela evolucgdo a partir da amostras U;".

Para melhor compreender a expressdo numérica (1), € importante anaisala

cuidadosamente. Na verdade, trata-se da versdo discreta da equacdo de Hamilton-Jacobi
unidimensional aU+H(U,)=0, reescrita como aU; = -H(Uy). A versdo discreta da
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derivada U; é dada por (U;™* - U;")/At (forward difference) e a Hamiltoniana esta sendo
calculada como g[(U;"-U;.1")/Ax , (Ui+1"-U"/AX]. A funcdo g(uy,uy), chamada de fungéo
fluxo, é calculada a partir dos métodos numeéricos de leis de conservacao hiperbdlica (em
[16] Sethian mostra como calculéla) e depende da funcdo velocidade F usada para
evoluir ainterface. Na expressdo (1) a funcdo fluxo recebe como parametros as derivadas
(backward difference e forward difference, respectivamente) discretas em relacéo a x.

A equagdo (1) pode ser reescrita como

O,Uin+l :ann _AthJ' _Ui—l ’Ui+l _Ui E

AX AX

Esta Ultima eguacdo mostra como a curva evolui no instante n+1, a partir das
informacBes da curva no instante n. O cdlculo de equacBes de Hamilton-Jacobi em
dimensBes maiores, onde a Hamiltoniana é simétrica, pode ser feito através da equacao

Ui?k+l =Uj —Atg,

onde g € calculada com os seguintes parametros:

g ir;k _Uin-l,j,k Uin+1,j,k _Ui?k Ui?k _Uirjj—l,k Uir?j+1,k _Ui?k Ui?k _Uirjj,k—l Uirjj,k+1_Ui'j1k
Ax ’ DX ’ Y ’ Y ’ Az ’ Az

[ ] (] L L o ®
[ ] (] L L o ®
{ o o [ [ o
. R i,n+l
Discretizacdo
do tempo ° ° ° ° °
i-1,n in i+1,n
o o o o o
At
e o o o Ax
. . — >
Discretizag8o do espago

Figura 24: Caculo numérico da evolugéo.
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