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Intx_'oduction. |

Le but de cette atude est la discrétisation et .la résolution numerique par la

méthode de sur-relaxation de 1'@quation des ondes:

W

@

W2 . .
a2 Au(x,y,z,t) = —éia u(x,y,z,t) ou la fonction u(x,y,z,t) est
. atT : ' .
- . o r . ’ )
définie sur le pavé P: [0,a] =x [0,b] x |O,c] x |0,t] , et soumise

: aux‘conditions initiales:
u(x,y,2,0) = £,(x,y,2) , amplitude initiale de 1'onde,

2 u(x,y,z,0) = fz(k,y,z), vitesse initiale de 1'ondé; et aux conditims aux limi
3t ' : ' o
,tes: . ‘

u(x,y,2,t) = g(x,y,z,t)

pour (x,y,z) appértenant aux faces du parallélipipede I :

]O;a[ X ,IO,bl- x |0,c].
Dans une premiére partie, on propose les equations générales aux différences finies
a trois niveaux de tempswdui dépendent de deux paramétres seuls 6, et 02.' Une
etude generale a permis de donner les diverses formules - dont certaines sont con -
nues [1] =~ et les lois d'erreur pour les valeurs int&ressantes de 0, et” 0,, en
particuligr pour 61 = 0,= 0, ceci pour les cas de 'une, deux ou trois yariables
d'espace.



Dans- chaque cas, on donne egalement les formules correspondant au p01nt partl

culier du calcul du premler niveau de temps.

Dans une deuxieme part1e, et pour 91 = 02 = 0, on fait une analyse de la /
stabzlzte de la solutlon numérique en ut111sant le crltere de stabilite de-
Von Neumann Bﬂ '

Ensuite, lorsqu'on est en présence de formules aux différences,implicités, on
propose la methode itérativg de sur-relaxation, pour le cas de deux et trois

variables d'espace.

Enfzn, dans. une quatrleme partze, de fagon a comparer 1es dlfferentes apprcx1
matlons et méthodes proposées, on donne un exemple numer1que pour lequel la
solution analytique est connue.



2. PQUATTIONS AUX DIFFERENCES FINIES

a. Cas d'une variable

'On se propose d'obtenzr une approximation au second orde de l'equat1on(1)

par la methode des dlfferences finies [1].

Pour cela, on discrétisera les intervalles de variation de x et t, en n et p
parties &galés de longueurs respectives: }
‘ | =8 ; #pecti | . T
Ax = 2 At = P

On_cherché donc a approcher d'une fa§on\gén€rale, la solution du probléme,en
" un point d'abscisse X = i Ax (1 ¢ £ ¢ n) & un instant t, = j At(l j € n)

t o+ i At t +i At St v i At

'Uz, Ub, U1 sont les valeurs de la fonction aux p01nts X - Ax, X, X + Ax aux

‘1nstants t, + i AE, i --1 o+l (figure 1)

On développe la fonction U(x,t), solution de . (1) en série de Taylor, jusqu'a
“1'ordre 6, autour du p01nt X, t;). '

Toutes les derlvees seront conslderees comme prlses au point central o, a 1l'ing

tant t . Pour me pas alourdlr davantage les express1ons Lntermedlaxres, on n'a

as ecrit dans celles-ci, les termes d'ordre superieur a 2,
p .



Les expressions ( 3 ), ( 4 )et ( 5°) donnent respectivement les approxima -
L, . _

tions de -9—[21 (X,t) aux instants £, - A, to, b+ At, et ( 6 ) celle dé
ox .
2 .
27U
— (&,t)
ot
tomAt | to-At_ . - to-At N L
Ul ot UZ 2 Uo _ : ,»'sz aZAtz
) - - - =U, - MU, |+ Uy +
sz : X X"t 12 . ,
+ 0(At Ax? + At%&
‘»U:°+U§°-’-2U§°:" ‘ sz', '4
(4) - —— = U, + == U, + 0(x)
: sz L x 12 x e
to+At to"'At = t.+At B
U + U2‘ : 2'uoo sz .2 At:2 '
(5) — - - =U,+ AU, + =—+a" — |V, +
. x2 X x°t 12 2 x

+ 0(At + s + atd)



t +At t -At t

Uoo M Uoo o7 ZUoo Ut2 : Atz' azAt:2 ' 4
(6) B —— U4 =U2+=—— U +0(at )
. 2 2 _ 2 | 1222 | 12 o

a At

On identifie (6) 3 une combinaison lj,ne'aire de (9, (4), et (5) dépendant de deux para

metres ei et 0,3 on obtient adinsi:

7 ol uto~8t , ytomlt _ 5 yto At 02 ptotlt . ytotdt _ o gto*at |
2 1 "2 o . 2 1 2 o
Ax : - AX ‘
(1-0,-0 -
1 ,2) gto+ yto - 2gte | - 1 [ytotht, yto-At _ , yto
2 "1 2 (<] 2,.2 | o o
Ax a“At

ou el'(At, Ax) dst un poljnofne‘en At, Ax donné par:

=€ 1(At,’ Ax)
’ B

| o | 2 2
(8) E (at, ax) = (0, - 0.) ot U, + (24?8 (ose) -af )y, +
1 279 2 a5 (6,%9y) 4
: , Xt 12 ) 12 x

2 32 b 2,22
AtAx At”a U4+Ax,+AxAta (61"'@2)"'
12 6 xt 360 24 '

T+ (©,-0,) [

, 4 &)
+02) - alht U 6
: 360 | x

4 4
a At (0
24

+

1



en passant aux valeurs approchées, on peut @crire la formule aux différences
(9)  deduite de (7). '

(9) vt°+‘“:(1'+ 210,) = A el.(v§°"“‘ V5o A“) +1 0, (V; totlt, 20*“) +) (1-0 -92)

t oy to-At aprem o N[yt
(v0+v2) (1+2Ael)v° +2 |1 “1.91@2)‘_; v.o

Pour calculer 1le premier niveau de temps : t, =0, la formule (9) ne peut &tre

appliquée, on ecrit donc ‘une formule Permettanf de le calculer, pour cela il faut
remplacer (6) par leé développement de la derivée premidre par rapport au temps ,

‘qui est connue a 1'instant initial. On rempiace done (3) par:

At oty _ onto| = Al L2 ’ 5
(10) —5 U2 + Ull: 2092 P Ax" At U g + 0(Ax”)
Ax b 12
et (6) par: ,
tolt _ ,oto _ to .
20s° 20° - 200 At % at3 ot
(1L - =S U,+=,70 3+ =l , 5 Ug+=—s
a2 At_‘2 a® t 32° t 122" t 602 t" 360a
U+ o(at>)
. :

On effectue alors une comblnalson lineaire de ) , (5, (10), (11) avec des
coefficients Ql et 62



L g , e :
(12) 1 Ut°+At & protdt _ pytotat|. (1m0l ) | yto ., ybo - gyto Ao | b 4
2 "2 1 o 2 2 1. o 2
Ax . Ax o AxT . 2

(At ,Ax)

to _ outo | _ 1 totAt_ ooto _ to | 2. \ ,
Uy 2u ,] {;ZU 2u ZAt.Uot el(At,Ax) avec ¢

1
a?Atz : .=

donné par

(13) gl (At,Ax) =U 't At(c +0, = —Q + [A + a2 At (6 0y = li] x be [iO a’
‘ 12 '

2,.3

3 2 . b 22,2 b b '4-4]
At 61 - a AtT + SA X At‘°1+°2i] + Uxﬁ[;x + 15a"Ax"At oy * lsa A; o ~a At

ce qui conduit 3 la formule aux différences. finies pour calculer le premier niveau:

ytotdt . ytotht

1 2

-

t t ol t t
Vo ‘ o o ‘ -
S0+ Ad, At 1t + V2 o 28 (1 }o ) Ve

s 20+ Ao IVEO™EE =, ( )+ - o who + v50) + 2[3 (om0 + 1]

b. Cas de Deux et trois variables d'espace

Pour obtenir les polynomes d'approx1mat10n sous une forme simple, on a pu regrouper donc

le cas d'une variable, les derlves vées d'ordre superleun car-.on a:

2u. Azu =-2—2'... ce qui’ permettra l'obtention d'approximations d'or -
4 4 S
9xX at

e, N
dre superieur a 2.



Dans le cas de 2 et. 3 variables, si on appfoche le L aplacien au second ordre, les'

polynomes € (At,Ax ) ne pourront s’gcrire simplement, car on aura:

'

v

4. 4 ' 4 o .
L R # AZU =20 4v3 peu de possibilités d'approxima -
4 4 b |
. 9X 3y 3t

tions d'ordre supérieur: c'est pourquoi on a eté conduit a approcher a chaque ni

‘veau de temps, le Laplacien au quatriéme ordre |3].
.On"a pour cela‘défini“daQS'le'domaine’de propagation P un réseau a mailles cubi-
qﬁes - canées dans le plan - de pas A%, et on a divisé lfintervalie |0,T] en p

parties &gales. A chaque niveau de temps, on aura besoin de 8 ou 18 points selon

que 1'on est i 2 ou 3 variables (Figure 2).

Fig, 2

On va développer~leS“calculs; dansle cas de 3 variables.



L'approximation au quatriéme ordre du Laplacien 2 3 variables s'écrit:

18 _ ' t

6 ,
. ._ . '2— - o sz _ 2__
15 2 ]u o+ I U, -240 =6 sxfav) —+= [a7Q]
S - o 12
=1 1=7

ceci est 1'approximation 2 chaque niveau de temps: a t, f1xe pour les nlveawx
€, At, £t - At, t on a 3 equations du type ( 15), on développe donc main-
tenants. les dérivees d'espace aux instants t, + At et t, - At par rapport a t,
autour de t:

t +At e ot 2 t

o - (1 o o k_ : o". 3
(ng)o (U’.{Z)° + k(uxzt)o + 5 (sztz)° +0 (at”)

totAt

et de meme pour (U )t e et (U 2)
o ' o
té-At b £ 2
2, =) °-k2) ® = (u, o +o0le 3
S o 2 x°t“'o .
. té—At .t
et de meme pour (U_ 1) et (U 2)
S L AP Y.

On obtient alors les developpements approchant le Laplaclen aux 3 niveaux de temps

autour du poxnt (x,y,2,t )

ot kAt 18 oAt £ RAE] Lt _
(16) Z U + ] u® - 24 =lau] ° +at U, 40, +T
| 6Ax2 i=1 b ie? Xt oyt

2 £ 2 .ot
+ At Ty 2ot Ug ot U,y o, Mx [@2§]-°+ 0ot 3xax™)
2 | =t oyt 2t w2 ;



1 t t t : t 2

¢ v
o o ol _.in 0 Ax” 2.0 4
(17) = (2 1 U;© + I ou’-2uu U 40 40, 0+ 2= (a%D) %+ 0(ax)
64x . . v x° y 2%|o 12 0
i=1 i=7 _ . - :
1 6 t°¥A£ 18 et e oat] _t - ' ~t
(18) ” 2 ) O A - 240 = Lpﬁﬂo - At [ﬁx2t+ U2, U2, .
64x i=1 # i=7 - |
s [ t sx? c 24t 3,,.64 |
+ — (U, +U, +U o + — [A“U]"0 + O (At +ax").
2,2 2.2 2.2 = :
2 Xt yt z°tT 12 o .

On ajoute 1'expression de la dérivée seconde de U par rapport a t:

(19) ! v ° +U° -—ou° l= Ly 4+ Bt g + O(At4)
(o] [0} o 5 2 5 4
Atzaz . a t 12a & |

On effectue une combinaiSon linéaire de (16), (17), (18) avec les coefficients
@1(1—01-02)@2 et on"identifie“i'(19),‘U»§tantg§§1utiqn de 1l'equation (1):

o 6  t. +At 18 t +At t +At| = ,1-04- O 6 t- 18 t
(20) L 1 ) U, ) 'Ui° - 24U°° 1 + -g——-l-z-—-‘?-) l2 7 Ui°+ ) Ui° -
6ax> j=1 i=1 | - 6% i=1 i=7
6 18 .
ot 0 t -At t -At t ~At t +At
- 24U°‘i—l s=2 |2 Ly 4+ 3 u,® - 260 ° e e LA
~ 2 | i=1 i 157 | 2 2



(22)
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toht ot o - s Tt
+ U°%-20°% | = ¢ (at,Ax) aveec e (At,Ax) = At(0.-0,) | ==(AU)
o o | 3 : 3 » 1.727] 3t Ao

+

' 2 \ t t Aol . t '
+—1-At(® ) 2 au | %+ ax? |a%u o _ At ry4|© 4
2 2 2 ) _ a2 1t
. 0 o . - . (o]

2.4

13, 3t 4 |
3 At (01-02) --3-(Au) % ax At(G) -02) — IV :I Ax (U 6+ 5U Lo + 50U
, v ot 360 x xy” X

o 2 t
; : 2,200 .0 42
+ U 6 5U 2 4t Sgé 4 * U 6 f 50U 42 % 5U 2 %+ 15 Ax At (e1 éﬂ[: (A ui} +
z X'z yz y Xz vz 0.

. . » £

(¢}
. 4 t 6
+ 15 At4(® +0,) _3__ ‘Au ° ._1_ At4 .3...‘.“.
1727 (.4 .2 .
: at a 6
o - at
P o

En passant aux valeur approchees, on obtient la formule aux differences finies

suivantes:
t +it 6 £ At 18 t At 6 t-it
6 + 24 20 v ° =20y (2 [ v o+ T, *+20, 2 ] vi
0 i=] i=7 | i=1
18 t -At | t -t g [ 6 £, ~ o
Lo N PR B (6+24 xoz)v + A (1-0p-0,) |2 ] V4 !V
i=7 . SR i=1 * i=7

+|:12-24>\(1O )] vto

y

<+
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Comme on a procedé dans le cas ‘d'une variable, pour calculer le premier niveau

de temps, il faut remplecer (18) et (19) par (23) et (24).

ot +At t t t o t 2 .t
@) 2w° -2wC°-ameu®= LU A5 00 LB T o)
0 o o a t7jo 3a” [ t7]o 128" |t Jo '

On combine doﬁc (16), (17), (23), (24), il vient:

o 6t +At 18 t_ +At ' _ 6 t 18
(25) =L 2 J u® + Ju® -owftt L8z |y 7 ogo% ]
i=l i i=7 i ] 6A x i=l i - i=7




- 13 -

avec

' B . e L, ot '
t 2 Jo '
26) e'e,am) = [0, + U, + 0, | O[atlo, + o, - 1/3)] + L2 )" [ mPe12aat%0;
, 2 2 2 1 2 ‘. 1
_ 3 Xt oyt ozt o 24 5 ‘

-2 8% at%] + oeae® + ax™y.
D'oll 1'&quation aux différences finies pour calculer le premier niveau de temps
t +At 18  t #At

6 : 6 ¢t
. [+ o . - o
= Aoyf2 ) V; + Z_ v, ¥ AMl-oy) |2 :‘.Zl vi +

to+At
(12 + 24 ) cl)

@27 v
: o o -7 i=l

18 e 1 ¢ 6 . 18 ¢,
Y #1012 = 26 (10 ) | VO + At 2oy | 2 ] v+ TV +
i=7 i : ) : 2k i=1 it i=7 it

1ot
At [12-24X 0, | V

ot

(o]

Dans le cas de deux variables d'espace, tout ceci est encore valable, 1'approxima

tion du Laplacien utilis@e s'écrit alors, & un instant t :

4 8 : 4 :

' ' t t .t - t 4 T2 7t 6

28 4 J U°+ ) U°-200°=628xu U,|°+ 5 16" v] "o +0fax’)
i=1 1 1=5 1 . o | XZ }72 o 2 o o

On aboutit alors 3 1'équation aux différences finies générale:

R 4t +at 8 t°+At\ 4t -bt § t -t
(29) (6 + 201 6))V =20, (4] VO o+ Z v, + 20,4 }_: v, + Z v,
i=]1 i=5 i=l i=

£ -At (6 e 8 t) S
=(6 + 20 20,) V.7 + A(1-0,70y) 212-1 A izs v,°| + [12 - 20 A(1-0,-0,)] Vo



- 14 -

et pour le premier niveau:

t°+At : 4 to+At 8 to+At g 4 to 8 t,
(30) 'V, (12 + 20A0;) = Aoq|4 ] Vg + 1w +M1=0) 4 ] VO TV
| = =5 i=1 ¥ i=5
' _ ot t, 8 t eyt
+4[12f20A(1_°11J v ° + At Ao, 1£1V izﬁ v,0 |+ ot (12—20%02] v,

e

¢

Les expressions de €, et ei'polynomes d'approximation correspondants sont exactement

- -~ 0
les memeg que €4 et €3

3. ORDRE DE L'APPROXIMATION

a. Formules geénerales. _
. Suivant les différentes valeurs de 9, et ©,, on va Etudier les variations de
E(At,Ax) et de la forme des equations aux differences f1n1es.
- Considerons le cas le plus général ou O # 02, les resultats sont con31gnes
- dans le tableau I, en précisant quelle forme prend 1'équation aux differen -

.ces (Figure 3) dans le cas du probléme a une dimension.

0, 0 - Ordre de l'approximation Type de l'equation aux differences
>0 -0 | 0 |at + ﬂx2| Explicite a 7 points
1 | o 0 |at + ax?| Explicite 3 5 points
0 >0 0 |at + szl Implicite a 7 points
0 1 | o |at + Ax2| | : ‘Implicite 3 5 points
0,+9, e ?-% ( 1—-% 0 |at + Ax4] Implicite a 9 points

TABLEAU I
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Remarquons que a) et c) sont des approximations du type e) pour '@1 =0,=0

Pour les cas d'une variable d'espace, les schémas mémotechniques correspondant

a. ces diverses approximations sont les suivants:

DN

—— it \ et ——g——a .
IA'.‘ £ bt | ~
X , T e : L . : PSS W——
¢ — ' | B
@pe (D) O} | @ @)
Figure 3

¢ -, . - “« -~ . ) . - : .
les coefficients des derivees etant les memes dans 51, 62, 83 jusqu'a 1'ordre 4, tout
ceci est vrai @ 2 et 3 dimensions, les schémas de calcul etant alors répresentés par

des plans ou des cubes au lieu de lignés;’comme sur la Figuré‘B.

Les expressions obtenues pour les polynomes, e(At,Ax) sont beaucohp plus simples pbuf

0, =0, = 0, on ecrit alors

19
. T 2 227 2. 4
(L) et ax) =| 4 pe?al o - Ata ] a2u + | (A5 ae%a? ¢ 2% 2B o -
L2 12 S P 12
4ac® | 3. % . ax*m3 . 4 b 4
-—a — | (07u) "+ --—-EA_uI-ZBZZIAu]+2822[‘Au]+28_22LAu:|]
360 o 360 X'y X'z vz

On dresse alors un tableau des approximations obtenues pour les valeurs in-

teressantes de O(g n'etant valable que pour une variable)
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Ordre de 1'approxiﬁation Type de 1'equation aux différences
0 O(At2 + szl Explicite a 5 points (Forsythe)
2 2 ) o 2 b ] N 1] .
1/2- O[At + AX J Implicite a 9 points (0'brien)
4 9 e e = .
1/12 O(At + Ax ) Implicite a 9 points
: 2 4 e e .
-1/12x O[At + Ax ] Implicite a 9 points
2 2 s o
1/4 O(At + Ax J Implicite a 9 points (Ritchmyer)
T%(l—'%) O[At4 + Ax4) "Implicite a 9'point§
- »O[At6 + Ax6) 1 var.
e = o e - .
opt 6 4 \ Explicite a 5 points
A =1 o(at® + ax") 2 et 3 var. |
TABLEAU II

Les schémas mnémotechniques correspondants, pour le cas d'une variable d'espace

sont donnés par la Figure 4.

é—-‘

NP

(v)
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Pour @1 = @2 =0, les formules aux differences finies (9), (22), (29) vont s'ecrire

St t :
o ) o
+ Vv + V2 }\+ 2 (1-20) [Vl + V2 .

t At | t ~At t ~At t _+At t_+At
o - [} e
v 9 1 -

(32) V° (1+2:0) =2e|v,° +V

. t
t -At . o
- (L+.220) Voo o +2 1 - r(1-20)] v

. . £+t 6 -t At t it 18t #At £ At !
(33) (6 + 24)0) V, =2 [2] " +v," )+ ») (viQ +V, 5} - [6+2420)]

i=1. i=7
t-At 6 e 18 ) | Lt
VO +x (1-20) [}.2 v.o+ ] VOl e [12 - 24200-2)] V)
: i=1 : i=7 —Jd - -
. , e e 4t +At | t -At 8 t +it to—At‘\ ‘ t,
(34) (6+ 2000) V = (4 J V.0 +V, + ) v, +V, -[g + ZAAé]V
; .0 1 1 1 1 L o
- | i=m =5
- T b4 £ 8 ’to . £
+A(-20) (4 ] v.O o+ ] v, +[12-20 A(l—ZOi} A
. : i=1 i=5" o . :

b~ Premier Niveau de Temps

On ‘peut faire une &tude analogue avec e'(At,Ax) pour les formules permettant de calculer
le premier niveau de temps, on obtient le Tableau III donnant les principales approxima -

tions pour le calcul du premier niveau en fonction de o, et O,.



(a)_,

(v)]

(c)

(4)|

(e)

18 -

Typerd'equation'aux differences

© 81 A= 1,1'apprbximation(e) devient alors en 0(At

oy 9y ' Orérg de 1'approximation
>0 >0 Q(A; +:Ax2) Impiicite ; 6 points.
>0 >0 _
et o + g, = 1/3 lCl).(At2+ ax?)
| % “a gt Tsli 0@t ax™y
‘ 0‘ 0 O(At +“Ax2) Explicite 5»4 points
0 1/3 o(at® %)
TABLEAU III

3 + Ax6)' etvla];

Figure 5 donne les schémas mnémotechniques dans le cas de une variable. o

( a,b,c)




4, ECRITURE DU SYSTEME LINEAIRE

Les équations aux différences (32), (33), (34) conduisent 2 des systemes lineaires

que l'on peut résoudre pas a pas suivant le temps, par;exemple dans le cas

probleme a une variable d'espace:

Considerons Vi’ vecteur formé par l'ensemble des approximations Vj’ j=2,n pour

t=1idA4t,i=2,p. Considérant Vv, et V, connus d'éprés 1'expression (13)

- 19 ._.

aboutit 3 une systeme lineaire de la forme

(35) D

D-C D

ou € et D sont des sous—matrices

1+ 230

36) -A0

G

carrées d'ordre

)

1+220 -10

1+ 2)0

(n&l)wx (n-1) de la forme

=)0
1+2)0.
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37 ) - 2]:1— A(l-—2€j 2 (1-20)

C = Coa(1-20) - 2|1-A(1-20) |  A(1:20)

A(1-20) 2]1-A(1-20) | A(1-20)
- A(1-20)  2[1-a(1-20)]

avec’K2 = - D‘Vo +CV1‘ + b2
K3 = - DV1 + b3
.Ki = bi i= Z,p

b €tant un vecteur donné par les conditions aux limites. On voit 2 partir de

(14) que le systéme lincaire auquel on est arrivé est réductible, c@st-a- dire
qu'on peut calculer le groupe de points appartenant au deuxi&me niveau de temps
3 partif des 2 premiers supposés connus, et recommencer 1'opération jusqu'd la

derniére ligne p. Pour chaque groupe de points on est ramené 3 un systéme 1i ‘

neaire de la forme:

(38) DV, =CV;_; - DV, , +b, i=7p



- 921 -

Dans le cas de problemes a deux et tr01s varlables d'espace, le vecteur V. est
constitud par tous les pOlnts d'un rectangle ou d'un paralleleplpede d'un ins-
tant J At.

les matrices D et C s'@crivent
D = 6I +20 A i I matrice unitél

C =121 - A(1-20) A A matrice d'iteration obtenue

dans 1'approximation du Laplacien au quatriéme ordre.
‘5. STABILITE DE LA SOLUTION NUMERIQUE

Dans la resolution numérique des Equations aux dérivées partielles de type para-
bolique ou hyperbolique deux problémes se posent quand la maille par rapport au
temps varie:. .

: la convergence de la solution numérique -

a
b la stabilité du processus numérique

c'est 3 dire la propagation des erreurs (usuellement d'arrondi) commises pendant

le déroulement du calcul.

‘En réalité, ces deux problémes sont &troitement lids puisqu'on peut montrer |2|
“qu'une condition suffisante pour que la solution soit convergente est qu'elle soit
stable. Donc, la stabilité du processus numérique &tant &tablie, la convergence

est automatiquement acquise. Pour cela, on considére le systéme lindaire (2.36)

D Vn+]‘.@=.C Vﬁ =D Vﬁai * bn+1 » (n>1)

ou les matrices D et C sont données‘par'(36)*et'(37)"respectiﬁement. D'apres les
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expressions de'D et C, on'voit aisément que les matrices D et C ont une base ‘com

mune de vecteurs propres, ce quijpermet‘1'app1icatioﬁ'dn critére de stabilité de

Von Neumann enoncé ci-dessous:

.§i"leés " racines p de 1'équation:

verifient la condition:

el < 1

F

les équations aux différences-finies- (32), (34), (33), conduisent 3 une solu -
tion numerique stable et par consequent convergente. Dans l'expression (39),

AD(l) et Xél) sont les valeurs propres des matrices D et C, qui corres -

pondent & un meme vecteur propre commun aux deux matrices.
A partir de 1'2quation (39) et des valeurs propres des matrices D et C, on obti
ent alors les conditions de stabilité pour une, deux et trois variables, soit /-
respectivement: - ‘
A(1-40) K <1

A(l-40) K < 24

A(1-40) K < 24

avec dans chaque cas:

[
1]

2 ill
2(N+1)

K = gin
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K=20-38 ( cos p% + cos g— ) - 4 cos p—~ c€OS Q= % ?2 p=1lm , q=1,n
k =24 -4 ( éos R% + cos g + cos ro + cos pg  cos q%-* cos p% cos r% + cos q%
sz’ ) g 32 - - op=T1
q=Tm
r=Tn

Pour les trois cas traites, si
03 L

4

1la solution sera toujours stable quelque soit A choisi. Pour © <-%, la solution

numérique sera stable si A satisfait les conditions respectives:

A

(44) o
- 1-40

3
4(1-40)

A

(45) ' A

—_2
4(1-40 ) .

A

(46) - A

On peut donc dresser un tableau des valeurs intéressantes du paramétre © avec

les cond:tlons de stablllte.
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 Conditions de stabilité
o Loi d'erreur: 1 variable . 2 variables 3 variables’ . Observations
0 O(sz + Atzj A <1 ' . A< 3/4 x < 3/4 Methode ex
‘ o plicite
14 | oeex? + at%) e ¥ A W Methode impli
C ‘ cite !
1/2 | oGax? + at?y . WM. wa ¥ ‘Methode impli
. , cite .
- 1/127] o@ax™ + at?) x < 2/3 »s5/12 | s 5/12 ' Methode impli
' - . cite
1712 | 0@z + at® A< 32 A < 9/8 X< 9/8 Methode impli
‘ : S cite
Lok ocaxt + aty e 1 A < 5/8 A< 5/8 Methode impli
12 A ’ : cite

TABLEAU IV

RESOLUTION NUMERIQUE. -

Soit le systéme linaire auquel on arrive en discretisant 1'équation (1) qu'on peut

‘mettre sous la forme

D Vn+1v= Fn’+1 nz0 o (47)
ou
= - b
Fn+1 c Vn D vn-l + n+l

_1es matrices D et C sont données dans la partie 3.
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a. Probléme a 1 variable d'espace

Dans ce ca;,»ia matrice D de (47) est tridiagonale et.E diagonale dominante,
on peut donc résoudre le systeéme linéaire (47) par la methode de reduction
de Gauss. Cet algorithme équivant 54triangﬁ1ariser la matrice D. Comme la
matrice D est une matrice de Stieltjes, l'algorithme de calcul est stable

par rapport aux erreurs d'arrondi [4].

b. Probléme 3 2 et 3 variables d'espace.

Dans ce problime on utilisera la méthode itérative de relaxation, et pour des
valeurs appropriées de la maille on pourra employer la surrelaxation.
Dans le cas de 2 variables d'espace, 1'equation (33) aux differences f1n1es

peut etre ecrlte sous la forme:

_ . 8
Cv =4 2 v, + ] v +C
° i= i=5
ou ' ‘ . |
c = Sr202e R S Eﬁ—t]

et Cé est une combinaison lineaire des valeurs obtenues aux deux niveaux de

temps antecedents.

L'equation aux valeurs propres pour la méthode de surrelaxation est donnée par

c v, e 4(V +v4) + Vot } +{4(V +v2) + V5+V6} : (48)

n o

el R " (49)
N |

avec ¢
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On developpe la fonction V en série de Taylor Jusqu 'en h2 autour du p01nt 0 et en

porte dans 1'expression (48):

3} | .C |
—_— (e+ 1) Av=h(s-1) {2V +V } + {= -5 ¢-5} v (50)
2 , . o Yo 2 : °

On cherche des solutions de (50) du type:
' ox+Ty’ |
V(x,y) = X(x,y) exp ( AL A : (51) .
2h : .

\ X(x;y)_= sin (ﬁ EED . sin GSEX)' p=1, 2m—15 et ¢ =1, (n-1)
o ‘b ’ )

a
En portant (51) dams (50) il vient: .

2,2 3

’ (e+ 1) {ox + Exxw--'rx + °*§ X} = h(g-1) (2x+3x+ (242 OHxy
2 h h 7 th* ‘ Y "h 2 n-

+ Ele-5%-5)x
2 . i

On choisit o et T de maniére a annuler les termes en X, et Xy » ce qui donne:

o <4 &l ‘T = 2 &1 ~ done T e 3 o . (52) .
3 g+l R %1 2 |
d'ou - g = A430 | |
- , 4=30
il reste alors’
12h2 1302 3902 C . 60+W (4-30) 40
= X +== X} = =—— X+ {= = - — X (53)
2(4=30) 2 43 4=30 _

" 4=30 16h
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d'ou _ 9 5 v
ix = 2L+ Lo +wia)) 40 -2 3x T (54
2 2w s -

th2

on ade plus AX = - €X; € : vaieurS“propres"du Laplacien, et il vient

o 2 , - a2
- 120 = 32T . € (e v w-30)) - 40 - 2

(55)
2 2w L 4 ’
3962 _ 3c _ 36, . sio2 B
= + (= - =)o + (12h"e + 2C - 40) = 0 , equation qui a pour solu

4 W 2.

tions en o

4 T  glpp2 | »
o= (-3¢ &Y + M{;c ( ELEQJ - 312(6h% + C-20), °
w W ' )

56y
39

A e s

on choisit W de maniére a annuler le radical:

= 6C

/312 VéhZe + C-204+3C

Pour calculer les valeurs propres de la matrice de Gauss-Seidel on procéde de fa-

¢on identique avec £ = £ = n dans (48). On obtient ainsi:

L, =10 g2 G

—£ N \ (57)
c-10 (10-C) , S ~

On pourra ainsi obtenir une formule donnant W en fonction de'1M, rayon spectral
de la matrice de Gauss-Seidel:

(58)

- T04 T2 —
1+/;E-§ [c? - 200 - 2¢10-0) n;@]
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Dans le cas de .3 variables, un calcul semblable a celui-ci nous conduirait aux

résultats suivants:

ne 2 g cz. Coi  ce&2 0
c-12 ,_ (12-C) N

W=

I
1+ / 112 [c - 288 - 2(12-C)2 ]

7. APPLICATION NUMERIQUE

On a choisi comme exemple d'application des méthodes déja exposées, le probléme
[5] de la propagation au cours du temps des vibrations d'une membrane carrée

dont les caractéristiques physiques sont donnees ci-apres (en M.K.S.):

L - longueur du cote = 0,2 m.
o - den51te de la membrane dont 1'epaisseur est negllgeable par rapport aux
autres dimensions = lOkg/m .
t - temsion & laquelle est soumise la membrane sur les cotés = 1000 Newton/m
de longueur ' ’
On en déduit la vitesse caractéristique de 1'onde dans le milieu considére:

a = %% = lOm/s

. - -, - ) ) - . m o o
Ceci etant préecise, on traitera donc le problemeé a deux dimensions de 1l'espace
* f : '
suivant:
a. . Conditions aux limites: la membrane est fixe sur les bords, autre

ment dit U(x,y,t) = 0 pour (x,y) appartenant aux bords.

jo!

Conditions initiales: l'aspect initial de la membrane sera

U(x,y,0) = 10xy (0.2-x) (0.2-y)
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ce qui donne une déformation centrale d'amplitude,10-3m, la vitesse initiale

2 U(x,y,0) étant nulle.

ot
- . - . - . . . . 2/7 -2
On etudiera 1'evolution du phenomene vibratoire dams le temps t = —— 1 3X10
: a

geconde ce; qui correspond a la periode du modefstapiQue fondamental de vibra -

tibn., . . .
Dans ces conditions, la solution analytique U(x,y,t) de 1'équation (1) se pré

sente comme la décomposition infinie sur les modes statiques:

. (QQmel)Ix’ (2n+1) Iy
o sin - sin — X
59) ey, = 28080 =2 £

R, ) o1y’

cos lat 1/(2m+1)2 + (2n+1)2.
2 .

La symétrie du domaine, des conditions aux limites et des conditions initiales
par rapport au point

a permis de limiter la résolution numeri-

' que au 1/8 du domaine carre cqnsidé'ré'c Les calculs ont até effectues en double
précisiqn avec un test d'arret relatif de 10 ~14 sur 1'IBM 7044,

Pour © =~%v, la formule aux différénces,finies donne un processus numérique tou

v

jours stable. Dans ce cas, on a employe la méthode de sur-relaxation, et ayant
. fixe la maille, on a fait varler 16 paramétre d accéleration W pour pouvoir vé-.

rifier que le parametre W opt calculé par (58) est bien optimal,

\

Les- résultats- sont présentés dans la figure 6.
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On trouvera ensuite (tableaux V,VI,VII,VIII) les resultats obtenus pour diffé
,rentes valeurs de 6, avec des commentaires relatifs ala stablllte et la con-
vergence ‘des ‘methodes con51derees. La valeur observee  est dans tous les cas

celle du point x = 0.04m, y = 0.02 m  (coordonnées prises a partir du centre.

de la membrane) .

o =L A =2.25 T= 0.9 x 10 s
2
N 5 10 20 -

P 10 20 40 -
Valeur : ) :
(x 1073 - 0.0251 166 - 0.312 884 | - 0.339 246 ~ 0.346 487

IErreurﬁ !
(x 1073 - 0.095 331 0.033 613 0.007 251

TABLEAU V
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o = 0. A =0.5625 1 =1.5x10"%
N 5 10 20 -
P 20 40 80 -
Valeur , . : ' o
(x 1073 - 0.813 856 - 0.815 501 | - 0.816 162 |~ 0.815 882
|Erreur| » - B
(x 107 - 0.002 026 0,000 381 | 0.000 280
-  TABLEAU VI
e = 0 o Ao=1 : T =0.6x IO-ZSeg
N 5 10 20 >
P 15 30 60 -
Valeur : :
(x 1072 0,201 599 0.201 599 0.201 600 | 0.201 602
| |Erreur| ~
(x 1073 0.000 003 0.000 003 0,000 002

TABLEAU VII
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A | =2
o =75 11-5] A =2,25 - T =0.6x10
| N 5 10 20 .
P 10 20 40 ®

Valeur , : , ~

(x‘10f3)v - 0.199 908 1 0,201 944 . ‘ 0.201»998 0.201,602

|Erreur‘k _ ' : S o

(x 10~ 3 ~ | '0.001694 -~ | 0.000 342 0.000 396

"TABLEAU VIII
On constate bien ici le grand avantage des méthodes ut11:§ant = —7 [}- {]

(Tableau VII et VIII) du point de vue de la precxs1on, mals elles sont ma -
lheureusement limitees par leur 1nstab111te. Par contre la methode 1mp11— '

- cite pour © =-% qul est touJours stable est celle qui donne une preclslon /

mbindre. Il en est de'meme pour 1a méthode explicite avec A =0. 5625 < 0.75.
Les résultats ‘sont: donnes avec six chiffres s1gn1f1cat1fs seulement, vu la
longueur (voir conclus1on) du calcul analytique. ‘

On peut en conclusxon formuler la remarque sulvante. le net avantage de la
methode analytique, ‘dont ‘la convergence est trés lente. Par exemple, pour
calculer la valeur de la fonction U en un pomnt quelconque avec une frécision
de 9 chiffres, on a besoin de 20 minutes de calcul, en travaillant en double

précision.
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