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A crescente utilizagdo de técnicas fundamentadas em
Analise Funcional para modelar problemas surgidds das mais dife-
rentes areas tecnico-cientificas, incluindo notadamente equagSes
diferenciais e o controle otimo de sistemas, vem despertando par
ticular interxesse de especialistas por esse ramo da Matematica
que se convenciona considerar como tedrico.

Nesse quadro, ©s métodos variacionais tem aumentado a-
preciavelmente de importancia na Gltima decada, com a introdugao
de podercsas técnicas de resolugdo numérica dos chamados proble-
mas variacionais. ' ' '

Este texto pretende servir, em especial, éos interesses
do usuirio gue, conhecendo apenas conceitos basicos da Analise
Funcicnal como © de espagos vetoriais normados., cOnvergéhcia, o-
peraderes e duais, intencionam adquirir'nogaes essenciais para
o manuseio apropriado‘doé métodos variacionais.

, Tratando-se de um tekto introdutdrio, procuramos simpli-
ficar ao maximo os aspectos matematicos do assunto. Para tanto,
nos restringimos ao estudo de métodos variaéionais num contexto
gue nos parece ser o mais simples possivel: o das equagoes dife-
renciais ordindrias com condigOes de contorno ou, simplesmente,
o dos problemas de contorno_unidimensionais. Assim, a ferramenta
basica de Analise Funcional para o tratamento adequado desses
métodos se resume aos espagos de fungOes de valores reais vdefi—:
nidas sobre intervalos da reta. &0 estudo desses espagos, dedi-
camos pois a maior parte do texto.

A organizagdo dos assuntos obedece a certo encadeamento
18gico de interxdependéncia levando enfim a formulagao variacio-.
nal de problemas de contorno. Assim, iniciamos apresentando as-
pectos fundamentais da Integracao de Lebesgue na.reta. Passamos
em seguida ao estudo das relagdes integragio-derivagdo com o qual
procuramos conduzir naturalmente 3 nogao de fungao generalizada
ou de distribuigao; num terceiro capitulo. No quarto capitulo
apresentamos‘oé espagos de Sobolev, usualmente os espagos de fun
goes admissiveis em modelos matematicos associados a problemas
de.contorno. -Estes dltimos sao enfim tratados no Gltimo capitu-

lo.



Apesar de nos limitarmos ao caso unidimensional, cremos
fornecer ao leitor material suficiente para a compreensao sem gran
des dificuldades adicionais do que occorre em problemas de contor-
no multidimensionais, isto €, quando o problema envolve deriva -
das parciais. A nosso ver, nesse nivel tudo pode ser encarado
como uma generalizagdo do caso de equagdes diferenciais ordind-
rias, embora reconhegamos ser esta nem sempre trivial. Por ou-
tro lado, esperamos ter contribuide para eliminar obsticulos que
poderiam ser encontrados peles iniciantes no assunto - especial-
mente os de formacdo matemdtica limitada-para a compreensao  de
material bibliogrifico versando sobre métodos variacionais, em
virtude de termos procurado utilizar uma linguagem que se tornou
comum entre os que se dedicam ao seu desenvolvimento e aplicagéao.

0O auvtor



CONTEUDO

Capitulo I - INTEGRAGEO DE LEBESGUE E ESPAGOS 17 R |

I.1 = Conjuntos NULOS «.eaeeseccveccensceccnnnccacacecs 1

I.z‘.Funqses degrau I.l.QDqQ.l...ll.....'.'........-0. 5
1.3 - Construgdo da Integral de Lebesgue .......cecee... 7
1.4 - Relagdes com a Integra. de Riemann P

I.5 - Teoremas de CONVErgénciad .ceesseseccesscnccncancs 16

I.G"‘EspaQDS Lp '.l.l-bl.l'......CIbl"..............'22

capitulo II - RELAGOES INTEGRACAO-DERIVAGAD ....ecvveceenencsa.3l

I1.1
I1.2
II.3

Capitulo IIIX

-

i

Fungles definidas por integral .................31
Integracao de Stieltjes em [a,b] ......... SRR ¥
mal de'cota'b] .......l...‘..."...'..‘..‘.‘...46

FUNGOES GENERALIZADAS - NOGOES SOBRE DISTRIBUL-

caES o--.-.p-.---co--~$tuo-ono.-o--lb-.'--op-o-.o49

III.1 - Derivadas generalizadas P &
ITT.2 ~ Férmulas de integragdo por partes generalizada.54
IIT.3 ~ Nogdes sobre distribuigdes ......eeeeeiecees...59
I1I1.4 ~ Espagos de ALStribuigBes sevverereeneeancansassb9

capftulo IV - ESPAGOS H™(ESPACOS DE SOBOLEV) E H

m

.u-a‘........72

IV.1 - DefinicSes e propriedades ...eeveeisonancann....72
1V.2 - 0 espag¢o normado HP(2,B) seesssvvonnaceccsaseasa?8

IV.3 - Espagos Hp(a,b) .eevsereeeesannsnareenennnnnn... 82
IV.4 ~ Dual de H m(a,b). Espagos S SN -

Capltulo V - PROBLEMAS DE CONTORNO E SUA FORMA VARIACIONAL.....94

v.l =
V2 =
V.3 -
V.4 ~

V.5 =

INEXOAUGED «oveororssnnnonnssssscocncasannansasen.94
0 Teorema de Lax~Milgram ..ceecececescessoscecnns 95
Equagdas diferenciais com condigoes de contorno

homogéneas AP AP PUURPRPRPRPRP K¢} |
Equagdes diferenciais com condigdes de contorno

NEO hOMOGENEAS +svervessnasscssensossenasanases 110
Correspondéncia com Problemas de Minimizagdo....1l14

BIBLIOGRAFIA .‘.“‘.‘l‘...0'.".’..Q.'Ct.“'h'..ﬂl‘.Oﬁthbhtp-.lzs



-]

CAPITULO I ~ INTEGRACEO DE LEBESGUE E ESPAGOS LP.

Grande parte dos espacgos de fungoes irteressartes para
o tratamento analitico e numérico de equacdes aiferenciais s3o
definidos a partir de propriecades de-integragao. Por esse mo-
tivo iniciamos nosso estudo apresentando'os fundaméntos‘da Teo~

ria da Integragdo em uma dimensao.

1.1 ~ Conjuntos Nulos

, 0 concelto de conjunto nulo, fundamenf . para a cons-
trugao da 1ntegral de Lebesgue, tem multo a ver Lan o conceito
‘de enum@rabllldade de conjuntos que apesar de supormos conheci
‘do, Julgamos convenlente formalizar segundo a;

pefihigéo ;;bpiz~sé-quevum conjunto $ & enumerével‘se & possi -
‘vel dispor seus elementos sob a forma de uma sequéncia {sn} inde
xada pelo conjunto N dos inteiros positivos.

Nesse caso dizemos que 51'52’53""'8 P - uma nume-
ragao de 8§ e que enumeramos o conjunto S. '

Proposlcao l A unlao (finita ou na») de una sequéncia de con-

Juntos .enumeraveis & enumeravel
‘Demonstragao. Sejam S, , 1S, s4.., conjuntos enumeré?eis
SEONS Sr e 3 1752753 \

Isso quer dizer que:

Sl:gonsiste'dds‘eleméntOS 511'512;513’514"‘f'sln""

Szucansistevdos”elementos sii;szﬁ;SZi;szj;q..,szn,...
83 cons;ste<dos elementos 531,532,533,334,.,.,53 so oo

84’qons1s#e dqg elementos s4l,§42,s43,s44,...,s4n,...

e .

- Podemos pois enumerar os-elementos de-nzlsn seguindo a
diagonal do arranjo acima, com a repeticdo eventual de elementos

‘comuns a dois ou mais conjuntos:

$11751275217513752275317514523/53275417 >
1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

¢



. oo e Ce ;
ou seja, ngl'sn'e enumeravel. c:q.d-

_ Como conseqﬁéncia temos que © cohjunto Q dos racionais
é enumerével - IR
Para nos convencermoa disso, basta definirmos uma se-
qiiéncia {S } de conjuntos onde s é o conjunto dos racionais po
sitivos de aenomlnador n (1nclu1ndo 0) . Pela Proposigao 1, ﬁlsn
é, enumeravel. pefinindo-se analogamente S' ﬂonjunto dos racic-
nals negativos de denominador n vem que nml ' é enumeravel Le~-
go como o conjunto Q dos’ racionais & Au S )uAuls ), Qé enumera

Vell

Teorema 1: Os nimexros reais nao sao enumeraveis
Demonstraqao. Provenos que 0s reais de (0 l) nio sio enumera -

VElS. Suponhamos que’ consegulmos ‘enumexar 0s reals de (0 l) nu:
,ma sequenc1a {s }  Sabemos 'que cada real . sn tem uma unlca re

‘presentaqao decxmal ‘ilimitada (%)

s = 0, aul a.s anjzf‘*;anﬁ*"‘f" $ Osanisg‘,
vamos construir um reai "vf
s f 0,by by b3 cee b e 0sb, <9

que nao estd na numeragdo. ‘escolhendo as b, ‘segundo a lei:
sé e . .=
all# 1 bl 1,

se a,.= 1 b.=2'
. ii. - i

O“real s aSSlm construldo difere de qualquer sn, Logo

a numeragao é 1mp0551ve1.

Definlgao 1: Medida de um intervalo limitado-I de R definido

por duas extremldades a e b, bza, é a diferenca b a. Represen -
tamo-la por: m(I). ' _ - o
Como consequencxa, se »I=(a,b) I'=(a,b],I"=[a¢b)'e " =[a,bl

tesz m(I) = m(I‘)“m(I")—m(I")“ b-a.

Agora, dada uma seqiéncia {1} de intervalos limitados
disjuntos ou nao, podemos calcular sua medida total dada por:

I)=%

m(g n) TpEl m(;n) supondo-se que tal serle converge.

(*) Se o real é "exato" como 1/25 usamos.a.representagﬁo

0,03999... em vez de 0,04, evitando a ambig&idade.
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n“ﬁin;'ao 2,- Un Gonjunte § de pontes de R & dito cobexto por
8 aequ@nala de 1nnerva;os ‘mm;nados {In} se cada pqnto de $u_
.@#can ﬁituﬁd¢ ﬁm pela menqs um intervalo In, au seqa.. scu1

. ; Um conjunto d@ nQntOs de R g dito um4 pnnjhnto\
;nulo(**) Sﬁ poda $er coberto por aequ@ncias de intﬁrvalﬁﬁ cuja -
vmedid@ tQtﬁl pade sem ﬁeita a;bxtrapyamenta peqqgna, ' B

.1¥6 65§"5&"f Qualapaw qonuuntq @numeravel d@ ﬂ é nulw, f;".
-De 9ns'raca9, $ela S anumaravel, geus alﬁmentas pbdem ser _'?Kf 
‘Rﬁﬁﬁﬁgﬁ ¢am9 naxmﬁs ﬁe pgrua ﬁﬂqhﬁnwia{a } |   f S T
B Agwxa, pana s>0 axbitqgrim, assgciamos a ¢ada tétﬁ@;
gdassa sﬁqden¢;a o intervalo I, W(Sn »ﬁxI,gn+wmxm), 5851m | temogj
Sﬁﬁx A B w i S .

. A madma t@tﬂl, dasses intarvalcxh 3-

e‘f 3 1 *...)m a a eata pravadp, | °’q*d~gw‘j fg;f,T  i

Brmpmai¢aw 3 A un;aq dﬁ um@ saqu@ncxa Nl,Na,Naf*., de COnjuntos
‘nules - de k & outro aonjunnw nula, . _ o ‘
Demonatragaa.,Poda ser. fe;ta coma exexgmc;m, uaqndq*se qrtlflﬂlﬂ
ﬁamglhante ap da demonstragaa da qupos. 1, cobrinda Ni por sem
'qhgncias de 1ntervalos de medida total c@nven;antem@nte ascolhx ,

ud?

Naste pmnto é conven;ente aaclarecer que. se pqr um 1a

;dq t@d@ ganjunta enumeraVel a nulo, nem todq QanuntQ nulQ e enu
fme:aval' foq. : R T L DO _ ,
- C@mg gxemple glaasiqo desae fatc tamoa 9 celebre conJun
WPQ @% mantgr daﬁ;n*da GQmQ 0 limite da’ ﬁaquencia de conjuntos de
jp@ntas {sp}) de L0,11 assim def;nida. N | S

?sl f‘mbt&da de Co 17 ﬁubtra;dﬁ de s%u termq central (1/3, 2/3)

153 & obtida de EN subtraldo das dois. t@rqﬁs ﬁeﬁtrﬁls de suas ‘.
¢uﬁ§ paxtea desqwnaauadas« . : Lot o

& qbtid@ da

’"%ﬁs ﬁ%ﬁm&m@ﬁhgd%ﬁ

gubtraida dos targcs centxais de suas znpar

5‘*q, N@g ganfund%r $9m espago nu;o.‘um cpnqqnto nulo & freguenvi
t@m@nte dito- também um-gonjunto de madida nula,




Ilustragéo:
Sy F J--===== — —3
0 1/3 2/3 1
S e e Ebatidn iy -—3---3
0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Obviamente“sncanl  n—2,3,...

IPor outro lado, Sh é a- tvniao de lntervalos llmltados cuja nedi-
da total & (w) Portanto o] conjunto de Cantor esta incluldo _
em S ¥n e podemos fazer ‘sua medida total arbltrarlamente peque
;na.. . ' ‘ ‘

0 interessante e que se pode provar, usandq reprmsenta
‘¢io terndria dos reais de [0,11 que o corijunto. de Cantor ndo &
enumexaval‘

Vegamcs-

Na representagao ternarla dos reals .os algaxism@s utl“
l;zades sa@ 0,1 e 2, O leitor familxarlzado com representagogs
dos raais diferei“es da decimal ndoc: texrd: dificuldades em. cons -
tatar q lementos. do coh e’ de ‘Cantor:880: 08 nimeros
de rtpzeS@ntagac texnaﬁia ‘da’ ‘formaly,

'@nda:a:'ﬁ 0 @u‘zﬁ i'a'l,z;B,,..‘

[

(Convengionanos. 2= 0,0222. 00 2=0,2; 1= 0,222...; §=0,00222...
ete.) ' R : L

‘ P@ra pr@var a nao ehumerabilidada‘desse conjunto usa-
meg artificio idéntice ao do Teorema l: ' o o

. _ Suycndﬂwge que tenha sido poss;vel enumerar a conjuntc

" 'de Cantor numa seqiéncia. {s }, construimos um elemento s desse

mMeSmo cgnjunt@, s=0 blh2b3b4.., com:

‘bﬁéz ‘se a_. =

nn'
by, 0 se ann 2
sendo ann e n~egime algar;smo de S

Vemes ‘que &#a -¥n,Q que prova que. qualauex enumeragao»a
da’ c@nguntg de Cantor e imposs;vel.



I.2 - Fungdes Degrau

fDefinigéo 4: Seja S um conjunto qualqguer de pqntos de Rl Fun-
ggao caracterlstica de S, denotada Xg ‘& a fungao que assdme vg&
'valor l em todos os pontos de S e 0 nos demals pontos de R.

o l--se xeS
x (x)# {,
8. L0 se xts

7NGssa prlme;ra def;nlgao de Lntngral de Lebesgue sera dada para
,fungoes caracterlstlcas de intervalos limitados I.
| A lntegral de XI sera 51mplesmente

fo=m(I) ou seja a drea do”reténgulo como ilustrado a-

~baixos:-

X1

I=(a,bl - A S I[
- 4
3

a o b

Uma propriedade que desejamos para a integral de Lebes
gue é que ela seja linear. Nesse caso & preciso aplicd-la a u-
ma classe de fungOes que constitua um espago vetorial, o que

nao ocorre com o conjunto de fungdes caracteristicas.

DefinigAo 5: Uma fungdo degrau é uma funcgdo ¢ da forma

¢=c 1X1 +c2xI +...+ckxI (k <)
. l D2 v _
onde Il,Bz,...,Ik sao intervalos limitados (1nclu1ndo 0os reduzl
dos a um ponto); nao necessarlamente dlsguntos, e cl’CZ""'ck

sao numeros reals .

Exércicia l: Verificar que o conjunto de. fungoes degrau & um
espaqo vetorlal com adicao e a multlpllcaqao escalar deflnldas

da- forma usual para fungoes.

Na figura abaixo temos a ilustracgao de uma fungao degrau deflnl

da sobre um lntervalo (a,b] :

Exemglo 1l: Convengao.-na extremldade -do "degrau” significa  que
a fungao assume o valor correspondente

nesse;ponto.



3 e —————————
2
1 |
0 I I, I3 14 Ig
a re I d b
-1 .
-2

Pode-se ver que a representagao de uma fungao degrau como combi
nacao linear de fungoes caracteristicas de intervalos limitados

nao é Gnica. Na funcao da figura, por exemplo, podemos ter:

¢ = 2xp +3Xp - X+ — 2X
I1 12 | I3 15

Porem temos tambem.
¢ = 2x + Yror 72X yT o
| IluI2 12u13 f13U15

_entre uma 1nf1n1dade de outras possiVéis'representaQSes;

2v- 1'f/ Pode-se provar gue para gualguer funggo degréu

¢1 =1 %1 XJ&

- onde v é certo inteiro 9051t1vo, a sao numeros reals ‘e os :f
sao lntervalos limitados dlsjuntos.' A chave da prova € o fato
de que Os 1ntervalos IJ tém sempre certo nimero v de extremxda—
Qes ‘distintas que dividem © menor 1ntervalo limitado que contém

J l 5. em 2v-l 1n;ervalos 11m1tados, sendo v desses, reduzldos a

‘essas mesmas extremidades e 0S restantes v-1- 1ntervalos llmlta~

dos abertos, Na ilustragao dada acima, teriamos:
¢=2Xil + 2X[c c]+ 3X12 - XI3 + oxI - 2X[d 6]—‘2X$5¥ 2XEb,b]

com v=5 e I representando o maior 1ntervalo aberto contido . em I.
‘Agora podemos deflnxr a 1ntegral de Lebesgue de .. uma
funcao degrau:

-

Jo = » Z c; m(I;)

. valor esse que se verifica ser o'meSmo,'para qualguer outra re-
p:esentaqao‘de ¢ como comblnagao linear de fungoes caracterlstl-
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cas de intervalos limitados, usando uma variante do artificio

das extremidades distintas dos intervalos.

Exercicio 2: Provar que a integral assim definida & linear,isto

é:

Iqi¢l + 0,0, = ulf¢l + a,fd, Va,,0,€R

Frequentemente, vamo-nos interessar por fungdes defini
das sobre um intexvalo limitado I de extremldades aebh (bza) .
O conjunto de fungoes degrau definidas sobre I & também um espa

go vetorial que denotaremos D(I).

Proposicio 4: Se ¢z} entdo [¢2/Y

onde fxg significa que £(x)2g(x) ¥xeR

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que ¢20 e seja
' $ = a FO X rpte .t O
b7 Xt 29-149%5,

a representagdo Unica de ¢ como combinacdo linear de fungoes ca

v

racteristicas de intervalos abertos e de intervalos reduzidos a
pontos ,disjuntos.
De acordo co? nossa suposigao, oy 20 i=1,2,...,2v-1
Logo f¢_~'=l o n(gf) 0

Agora para qualquer ¢ temos ¢$—-y20 por hipotese donde: ,
0 ¢>0, o que, pela linearidade da o resultado deseja-

do., Ck g- .d.

I.3 - Constrﬁgéd da integral de Lebesgue

_ Embora tratar o caso geral nao implica em maiores difi
culdades, vamo-nos limitar ao caso de integrais ao longo de um

intervalo limitado I. Come veremos, 3 classe de fungaes para
0s quais vamos definir a integral de Lebesgue, nao sera imposta
nenhuma condlgao de ser llmltada coma se faz para a integral de
Rlemann. ‘ v

_ Evldentemente as funcoes de D(I) pertencem a tal das-
se, esta sera, aliads, obtida, por extensao de D(I), via' lnclu -

‘sao de limites de sequenc1as de fungoes degrau num certo sentl-‘

' do que’ precisaremos a seguir.

O que importa € que para {¢ } seqiiéncia de D{I) que



tenae para tal limite vamos supor ap2nas que{f¢ ¥ conv'”ge;

. Aqui I podera ser eventualmunte subst:tuld@x‘ 4todo R.

Adotaremos pois a convengao que, se ¢, & definida apenas..sobre
I denotamos a 1ntegral s ¢ |

o Enflm, para funcdes £ ‘que pOdem ser expressas COmO_ess@
limite de tais sequenc;as deflniremos ‘a lntegralgé;ﬁplesmente

por: .

[ 728 = Lim Sp0

B ot

Deflniqao 6: “Uma pr0pr1eaade 03 que vale para todos os pontos

de R (ou de um intervalo I) exceto eventualmente para pontos de

um conjunto nulo & dita valer guase em toda parte.. Abrev1a—se.
‘éDvale q t.p. S

Exemglo 2: Igualdade q t.p.: Duas fungoes f e g”sﬁo iguais a.t.p
se © conjunto dos pontos X tais que ‘ : ‘

fhdf_gud , o f—g

constituem'conjuntb,nulo‘ L S

Exemglo 3: Continuidade g.t:p.: A fungéb tgx & continua g.t.p
em [0,7].. : ' S
Idem para a fungéo de Heaviside H_ assim definida:

o - |1 se xzc N
.HC,I,(X‘) {0 se X<C CeR

x

'Exemglcv4:‘Aafungéo Xr1/2,1] e diﬁerenciével continuamengé‘q;t;p
em [0,1]. : -
‘Exeﬁglo 5: A»fungaovde Dirichlet 'definida por.

D: [0 11 > : v‘; 1 se t e rac1onal
D(t)=
t o D(t) se t & 1rrac1onal

‘é,nula,q.t.é, ¢ente desenhar seﬁ_gréficO!

Exercicio 3: A fung3o de Dirichlet néo,éfcqntinuéﬁq;t.égpéﬁ1que?




Exemplo 6: Convergéncia q.t.p: A seqiiéncia de fungdes degrau de

finida por: 0 se OSxSu%L
n se 1 #(i-1)n. x sl ¥7ih,i=T,24 00,20,
=#ih oy n n n
n g

converge para 1 q.t.p. em [0,1].

T 28 S A A A
B

h h_ h

~n 'n'n

vamos verificar que ¥n, se x>%.¢n(x) eonverge para 7%~ o que
provard -a convergéncia g.t.p. pois assim, como O conjunto de
'pontés de [0,1] onde a convergéncia nao é provada tem medida

total arbitrariamente pequena.

De fato temos:

wmpens o <X>"‘”‘m P e R ———

” . \/ -J:-l-h N '\/41"'““-”1

: 1V ,n

'vCOmo z 1 % se u<l temos ¥X, x>%f:

PR 1+u : :

I¢ (x) Vi'l < Vséill)._Agora- v¥e>0 basta escolher

X 20T SRR - B
N(e) tal‘que .—£:1§~lL <g e temOS Vn>N(é) l¢ (x)_,l_|5€1

2N+l %

desde que X nao pertenga a um intervalo de medida total arbitra

riamente pequeﬁa,

Teorema 2: Se {¢ } é uma sequenc1a crescente de fungoes ‘deD(I)
para o qual {s %n } converge, entao {¢ }. converge q.t.p (ourain-
. da (o, (x)} converge para quase todo x)
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Demonstragao- Vamos supor sem perda de generalldade que ¢ 20

pois senao podemos con51derar a sequéncia {¢ } com ¢ = ¢ ¢>0.
{fx¢n} converge poxs fI¢ = Jib,m T1 e{f ¢ }converge.

~ Com issso entdo, a convergencia de {s %5 } implica na €
xisténcia de uma constanteK tal que
fi6, 3K ¥n K >0.

Seja agora €>0 arbitrariamente escolhido. 'Seja£§i o

conjunto de todos os pontos x para os quais ¢, (x)zE

Como ¢ & fungao degrau, pode ser certamente expressa '
como a uniao flnlta de 1ntervalos disjuntos. Além dlsso,
€ XsnS¢n por construgao. :LogO'pela pronsigéQ, 4
K m(S€)$I¢ donde m(SS)SE'-jE'que f¢nsK
€ : '
€

Agora como ¢n<¢n+1 entao s csn+l .

Seja s®= Hsnf: Esquematlcamente temos:

pois s® tem que conter todos os pontos X para oS quais {¢ (x) i
nao converge. Para unm tal x, de fato, I N(e)tal que ¢N(x)>K don
de XeSN, se X€S

Para completar a prova, basta mostrar que st & a uni-
ao de lntervalos cuja medida total neo & maior do que €. Isso é,

poxem, consequenc1a de: -

. € € € € . ] : .
S™= an onde Rl'= S - Sn—l’ n=2,3,.,i, sendo a uni
ao dlsjunta. -Devemos portanto ter
Si = Ul R donde m(u RS )< € ¥n o que da o resultado desejado
¢ 1=

pPodemos agora definir a integral de fungoes f ‘imite q

num intervalo I‘(ou,em‘todowm)‘de sequéncias crescentes de fun-

‘gBes degrau {o ) tais que {/yo,} converge:

. f f=-lim S ¢

N

Vamos denoeer o conjunto de tais fungaes aac(l).

c.q.d

5

.t.p;
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, o Deve ficar claro entao gue toda fungde g lqual a £ ex~
ce,.to eventualmente nos pontos X para Os quaa.s {«b (x)} nao con—~
verge,, era a mesma integral. “ :

Deduz-se igualmente desse fato que se £=0 - q. t P entdo
Iy £=0, Outro resultado importante que pode ser deduwido a par-
t1r de nossas definigles € que se £20 g.t.p e Jlf“O entao £=0

q-t-p.

Exer¢icio 4: Provar gue se felS (1), £20 q.t.p. e‘flﬁmlo en-
tio f=0 q.t.p. ’ ' ' |

Uma fungao dea@ (1) pode ser dada por urd limjtn g.t.p.
de outrals) segléncia(s) crescentg(s) {p,} tal(is) que {r wn}
couverge(m) . No entanto, pode=~ge Provar o

Lema_ l: Se {¢ } e {w } convergem g.t.p. ormsuentementa para fun
¢oes £ e g respectlvamente, conm frg g.t.p, entaa, desde que exig
tan o8 limiﬁ@s tenos :

lim 5. q» % %ig‘\ fId)n

nbee

Para a demonstracio, ver por exemplo, L 181,59, 36.

Assim, tomando-se g=f (. L p temos o resultado i

lim flw = lim /.0, pols a desigualdade do Lema 1 val@ res dols
ri=e® e I'n
aentid@a. ’

Para verif:car gque a integral de funga@s du (I) tem
pt@priadaﬁaa de linearidade, seria preciso tomaxr escalarua wy @
Gy positivos, sendo ndv terfamos certeza de que
o, £ kot e (1) se £ Epel (D)

De fat@, se al,a2>0, entao alflrazfz & limite qg.tvp.
da seqiidncia crescente {a ¢n+u2¢ 23 unde{¢ } e {¢ } sdo seqlién -
cias crescentes que convergem ¢.t.p. b u :l <! f2 respeutiva -
mente. Mas se oy Ou a2 $ 0 nio podenos afirmar a nesma colsa.

0 problema é que LC(I) ndo é um espago vetorial. Agw
'sim, por exemplo se desejamos aalvulax a integral de V-Inx pa

ra I=[0,1) que é igual & conhecida intcgral. fo‘ dt - mfim
: 2
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da distribuicao de'prdb'abili'dad'es,-podemos fazé-lo por intermé
dio de sequenCLas crescentes de fungdes degrau. Seria o mesmo
poss_;yel para - /-Lnx? Verifica-se:facilmente que nao.

{
vl
/

!

Precisamos pois definir um espago vetorial que conte~-
nha q@c(I), e procuraremos o menor deles. Esse espago que sera
_denotadc>¢@ (I) é obtido com a simples introdugao de diferengas
de func;oes,@ (I): Se g,hell(T)

£2g-h e £L(1)
A integral de f & definida da maneira: ‘mais ‘Sbvia- possivel, isto
é:

f.f ==‘fIg - fIh

Aqui também existe um problema de consiotencia cumo no-
caso de definiqao de ' fungdes degrau,pois a reprosentagao de £

como diferenga de fungdes deo2°(I) ndo & Gnica. No entanto po-
de:i ser provado o seguinte como

Eke:aicié S:“Se qrhfgzyhée.éc(I) tais que glhhlﬁgzuhz eéntao

fygy=hy = [g970,e

Chegamos enfim & definigéo da integral de Lebquue.
Para ‘toda ;ungao_fe¢3 (I)  definimos
lim i) ¢ [i¥, onde {¢ } e {¢'} convergem crescentemente g.t.p.
em I para geh respectivamente e f~g~h.

G\espa¢0uﬁl(I) que parece de definig&o tdo complicada
pode ser simplesmente apresentado como o espago das fun-
GOes Lebesgue~integrdveis em I, isto &, para as quais f f exis-
te. Como nesse caso f f & finita Vi (I) é ainda mais _comumen
te apgesentado como o espago de fungles: ‘tais. que f fee



om'@ ‘simbolo de integral fica‘spbehtendida a definigao

' toda da inteégral de Lebesgue.. : ‘ .
Gome veremos as fungoes de 421(1) na verdadé se ;évélam

3‘ser velhas conhec1das numa grande gama de casos piéticos e a-

"pl;caqces, '
bnflm,‘para fungoes de dg (1) a integral é llnear o que

‘se pode verlflcar fazendo-se as dlversas hiplteses quanto aos

,51nais dos escalares al e a2 ' _

. . Vejamos. ainda alguns resultados 1mportantes que podem

‘se;QQrpvados,comq exercicios usardo o Lema 1.

' §r¢§osi¢§Q 5: Se fqul(I) e £20 entao fIfao.

1:9r0p051cao 6 Se feagl(l) entao Ifledﬁl(l)(Supondé f=g~h g,hg{f(l),
 na demonstragao provar e usar a relagdo: |fl=max {g, hi~min {g,h}) -
;Obs. Como consequencma f[o 1T]tgx naoc € zero pois tal integral

nao j?'

I.4.- Relagoes com a 1ntegral de Riemann

Um prlmelro ponto que convém esclarecer para que situe -
mos melhor nosso espago qﬁ (I) é que as funcoes Riemann- integra
veis s3o todas Lebesgue- 1ntegrave1s.( Para que possamos melhor
entender esse aspecto relembramos a definicgao da 1ntegral - de

RLemann de uma fungdo £ sobre um intervalo I.
Para partlgoes arbitrarias do. lntervalo llmltado I de ex

' n
‘tremldades aeb em intervalos disjuntos {I } lconstrulmos a
soma inferlor e a soma superlor das areas dos retangulos de mes

'ma baSe igual -a m(I ) e alturas respectivamente iguais a
kf; 1nf f(x) e E; = sup f (x) supondo se .que tais valores
§ XgI , o xell
n
sejam finltos para todo n.oto —
Soma 'i"ﬁ'fex&'iof:’-w%—‘—#;f;;; T i e s ) D SR
 Sdha supérior= ‘| ] o [ O I O O O O -
' a . L ‘ a [ : v L1 b
T oo
',Iv‘; 'In ceseseceenees In,.

Entac ‘s a 1ntegral de Riemann inferior:

f f(x)dx—llm zl fi m(fh
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?eva n qral ‘de Riemann Superlor.

YTb f(x)dx = 1im ? E m(I ) , existirem e foren 1guals,‘f é dl—'
. oope i=1 .

vta lntegravel na sentido de Rlemann

’ E

'‘Observa-se da definigao acima que se f & Riémann- 1ntegra

‘vel f deve ser limitada.

Vegamos agora alguns tipos especiais de funcoes que 530"
‘de «@l(x) antes de concluirmos nossa assertlva ¢o inicio deste
paragrafo : '
Em prlmelro 1ugar, se feC[a bl entao fe lo ta,b] (6ﬁdﬁ (1),1
‘de extremidades a e b) , o '
De fato, partindo-se suce551vamente o Lntervalo fa,bl em
2p sublntervalos de 1gual medidas, por exemplo, de tlpo [ ) - e
{,] o dltimo ,podemos construir uma sequencma crescente {¢ } de
fungoes degrau onde ¢ (x) sobre cada intervalo da partlgao assu,

vme O menor valor de f(x) (inf) sobre © mesmo.

-

{f[a b]¢ }converge 9015 f[a b]¢ < (b~ aggaébf(x) e{f[a b]¢‘} e

sequencxa crescente. Alem disso pode se’ provar que{¢()}conver~f

ge para f(x) para todo X, sem grandes dlflculdades.

.Senao vejamos. Se f(x) e contlnua em pe[a bl, Vs>0.]6>0 _“tal

kque lf(x) f(pH< € desde que Ix pl< S.

¥e>0 e certo p,*escolhamosli ‘de modo que kb-a s
| 2“
Como' p esta contido a fortiori em um dds 2 'iﬁtérValOS.'
de ¢N’ para qualquer x desse 1ntervalo temos, lx— I< 8 donde."“

f(p)-e<f(x) <f(p)+e e pela deanlgao de ¢, com 1nf1mos:
£ (p) €56, (p) <£ (p)

_ Por outro lado, como {o, } é crescente temos ¢n(p)z¢N(p)z
£(p)-e W¥n>N e por construgdo ¢ (p)<E(p) ¥n>N, ou seja :
£(p)-es (p)sf(p) " ¥n>N, que lmpllca que {¢ (p)}converge

para f(p) crescentemente.

0 que & 1mportante observar aqui € que na Verdade{¢ (p)}
' onvergirla para f(p) desde p fosse um ponto de Contlnu1dade de
uma fungdo f nao necessariamente c[a bl. Portanto, .com a mesma

construgdo, {¢ } convergiria g.t.p para uma funcao f desde  —que



ela seja cont:l.nuu q.tipe .
Voltando a nossa analise, se fei La,b] temos pois:

i s
) f = iiﬁ | f(a b) 11)_1 e fe Ed,l.i] por defini

Podemos estender o processo e o rugultudo a fungoes f so

b

‘mente limitadas, isto &, para as quais  K»0 tal que
CKsE(x)<K . Yxela,b]

pois nesse ¢aso podemos substituir os valores m{nmmc de f(x)
nos subintervalos das partigdes por inf f(x) que sBo finitos.-
Nesse ‘caso, entretanto sd podemos garantir que, a sequencia(@ }
converglrd necessariamente para £ ¢.t.p. se 0S puntcs da dag =
canfinuidade de £ formarem um conjunto nulo, de acordc com” a
cbse;vaqao acima (perse no processo com a fungiode Dicich]et)
Entaa de forma idéntica @ do caso anterior

{fr b]¢ }ccnverga pols fta b]¢ sK(b-a) ¥n e {fﬁa,b]¢n}é crég

cente. ‘ e
Leogo fﬁe@ la,h] e %iﬁ fta b]¢ = fﬂa,bjf se 0% pontos de des-
continuidade de £ Eformam conjunto nulo.

Enfim, como em gualguer dos doils cases = £ & towbém limi
tada, pcdan@& eonstrulr una A@qu@ncia vreavanhe {~ m } de fun=-
¢bas d@g:au baseada no MeEmo principio da bissegio sugmgaiva ‘de
subintervales de [a,bl e tomando me@xwg Infimos de =f nesses
subint@:valas. MNovamente temos:

‘(fﬁa,bj = wﬂ} gonverge e {mwn} converge para ~f ¢q.t.p.

ge 08 pontos de desecontinuidade de f Lormarem conjunto nule.

Come {wn} § seqifineia degresgente que converge g.t.p m
I para £ tamg@ﬁ,a regultado a gque conskrulnos as somas superior
e infarior gque tendem para o pesne limite gque @ fra pyEs  Com
isso podemos eonclulr © teoremas

Teaorena 4: 8e £ @ 5 limitada num intervalo Fm,h] & o8 pcntas de
daseantinuldadm da £ ﬁﬂrnnm um econjunte nuleo, ontio feqﬁ {a,hj.

0 gua postula esse teorama okl p@xﬁgitnmantm da ucmxﬂo
com. & cﬁndigu@ que se vorlfica necosslivia e yuficiente para qgue
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uma fungao £ seja Riemann—integrével pum intervalo [a,b] fvexr
por exemplo (181, pag. 53) ‘ ]' e
- vf & fungdo limitada e descontinua no mdxino num conjunto
nule de pontos”. | B |
. A conclusdo de tudo isso & gue para tais fungdes tudo que
& conhecido valer para a integral de Riemann vale também r~~pa£a
a integral de Lebesgue uma vez que elas coincidem. Em particu -
lar no que diz respeito ao Teorema fundamehtal do_Cdlculo Inte -
gnﬁk e a gﬁ}mitivas. o |

+

1.5 = Teoremal de Canergenuia

Vejamos algumas rcpriedades de sequancias canvergennes
q. t p. de fungbes de L (I) o que, entre outras coisas, nos per~ 
mitird estudar mals tarde espagos normidos de fungdes definidas
a partir de suas prcpriedadag de integragao.

A prim@i:a dasgas propri@dad@s & o

‘Tac:am (Tegrema da Convergéncla n@nat@na)

5@3a {f } uma sequ@ncia mondtona (crescente ou decrescan=
t@) de funcbes da L (1) tal que,

7 K 0 tal qu@ I!Ir | e K vn

Enﬁﬁ@ {i 1 eenverge g.t.p: para uma fungée £,
geBH(D) e [pf=linSyfy

A*e
: Preovemos 6 teorema jpleialmente para segliéneias gd exescen
tes dea 4§§(I)vquev§@nvargixa@ g.t.p. para uma funcéo de 4§g(1).

T Ceme inégﬁ (I), ¥a, devemos ter sequdncias crescentes {@ }
ae funcbes d@urau gue c@nverg@m g.t.p. para £, n=l,2, 3,00 ;@:

tais gque

iim /S f-£ ara cada n.
1he I¢n I n ?‘ |

Seja agora ¢' = max {¢j
B jsi,3em

Varifiaa=se~sém difieuldades que ¢m‘é b(z) e que
¢ éﬁ 1 ?m.
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Além disso, devemos ter -também ¢ sf ~ g.t.p por coristrugdo, pois
para cada m, ‘ ‘
(%) > £y (x) 2 ¢l.(:<)'

para quase todo x, i qualquer e jsm.

Por conseguxnte fI¢ <K, ¥m, e como {I 0 } e crescente deve conver

gir, por um axioma de convergenC1a em R.‘;
Logo pelo Teorema 2, {¢ } converge g.t.p. para uma fungao de d@ (I)

m

e’
Lim Ty = ot
Sé fica faltando provar quevf f +‘f f e que fn + £ q;t.p.
Para tanto lembramos em prlmeiro lugar que ¢ g ¢ ‘para nsm e

passando ac limite em m, mantendo-se n flkO.
fn<f q.t.p. para cada n.
.C0m01¢nsfn_ Vn, ¢n¢ f g.t.p. e II¢n*fIf, temos o.resultado desg
jado. ' _ ' ‘ '
jPara provarmos,o teorema no caso geral precisamos do

Lema 2 - C EEERET
Sesa fe A(I). Dado €30, 7g,he £5(1) tais que f=g-h, h20
e f h< é. : :

Deﬂonstracao.

, Cqmo fe¢5 (1) thJ _e,@c(I) tals que f= gl—hl Portanto
ha uma sequencla {¢ } de fungoes degrau que converge crescentemen
te para hy g.t.p. Alem disso ¥e>0 :YN(E) tal que, -

f hy = Jq¥y<

. 1
Definindo-se h, = hy - Wy Femos:

2

_Por outro lado g, = gl - -645(1) e f—g2 h, ,

' h (x) se ”hzlx)éo
0 se: hz(x)SO

h.,20 g- t. b.,lh e;gc(If e ’Osfih2< €

O lema fica provado: tomando—se h(x)= { e g=£f+h

'\Onde g=g, e h=h, g.t.p.
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Demdﬁstragéo do”Teorema’da ConvergénciawMOnBtona

Podemos, sem perda da generalldade, supor &ue {f } e cres—
cente’ Seja agora dl—fl, d =f vfn 1 ow seja, $ ~a1+d2+,,,+d ( om
d >0 para n>l., R e

" pplicando © Lema 2 & fungao d, cdm'a=—%~'pafé“cadaan<lwde—
vemos encontrar duas fungoes 9y h € AQC(I) '2
hnZO '

tais: que,d “g‘;t

¢ <fih < 1/2"

e por conseguinte, g 20 para n>l
- Agora seja an‘iél'gi e Hn= P l h
,donde f ~G ~H - e como se constata,an, ,H € 43(1) Além disso, .
{G } e {H } sao crescentes a partlr de. n~2 e
1.1, lf;aﬂ;g. o
fI Hn,< 5 +;‘2- +""..'+;r; ‘<<j‘l,>:ibv?€¥"‘&;;
donde’ se ‘conclui quék” B

f G SK+1 Vn

Aplicamos- agora a primeira parte ‘do teorema a {G } e {H }
crescentes que devem: ¢éonvergir q.t.p. para duas fungoes g e h
déga@F(I)‘respectivamenté,‘ e ’

com lim ;G Ig e 11m IIH = fIh,

: - N> >0

Portanto {f } converge g-. t.p. para g-h, donde fe L (I) e llm{f =f€

-

' X ' c.qg=d.
Con esse fesultado, podemos constatar que integrais imprdprias de

Riemann correspondem a.1ntegrals comuns de Lebesgue

Exemplo 7 A fungio 1l/Vx e Llo,1]
De fato,a seqiiéncia {f } ‘assim definida:
£ (x) 11//‘ se xz1/n
0 se 0sx<l/n
& crescente em [0,1] e & de fungdes Riemann integréveisvpara todo

n. Logo;
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'__l.‘ - .'1':: _ ‘ .
f[O,lan B fl/n fo(x) dx =2 /le/h 2(1-/1/n) , ou seja,

IEO,lJ fnSZ, ¥n

0»£eorema da converg@ncia mondtona se aplica com K=2 g
IEO 1f = lin IEO 11t fn para £, fungdp limite q.t.p. de {f nle In
cidentalmente 1/ ¥%¥ & tal limite pois {£, ()} 86 nac uonvarge pa
ra 1//x para x=0. Logo.

Tto,123/7% |

punro resultddo classico importante da Tedria da Integragao
€ o Lema de Fatou que veremoa mais adiante. Antes porém devemos
‘inLroduzir dois conceitos de ]imite freqientemente utilizados em
Anédlise Funcional: _

Seja {sn} una sequéncia devR convergante ou ndo.

Vamos definir duas seqiiéncias (€.} e {u,} associadas a {s !
coms '

'3 minf {s 'Jm+1'%m+2""} " inﬁ (EX }

sup £5m’sm+1’$m42""} = ﬁgﬁ {qn}

Dessa dafinigdo deduzimos que (£} & ndo decrascente e fu,}

é nao czesgente, isto &
£ ztm 1@ Mgsu . vm,

» Cmm@_ﬁa‘traﬁa de segii@neias mondtones de R, podemos sempre calcular
%i@ £m @ %i@ um que podem eventualmente ser + « @ = '®, regpagti-
vamente,

\ Daanimaa antao egses doig limites como liwite 1n£ﬂricr e
limite sup@ri@r da{ 8,} respectivamente, denotados:

lim inf s = 1lim &
N e W

linm sup 8, lim v
me

Obsarva-se que se {a } € limitada es limites superior e inferior
880 finites.

n

Exemple8: Seja a seqlfneia (s} mei);l,l,ml,l,él,...}

tenos: {tm ing {s }omo=l oy
nzm

gup 8, ® 1 ¥m

u .
nam O

il
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Poxtanto lim sup s "= 1 e 1lim inf = -1

Observa-se que nesse caso {s_} nio converge.

‘Claramcnte temos U éﬁa‘“Vﬁ}”@*Hﬁﬁ

o 4

llm aup S, zlxm inf cn

Agora, o que ndo é dificil constatar é que, se {s } onvergas, en-
tdo os limites inferior e suoerior de {s } sao iguais Inversamen
ne, se essa igualdade ocorre {s } converge e tgmos entdo

lim inf sn = lim sup s = lim s

TR e no-

Lema 3 (Lema de Fatou)

Seja {f } uma seqiidncia de fungdes positivas de 4@ (I) que
‘converge q.t.p. para.uma fungdo f, e tal gue J Kx0 tal que
[£,5K Wn. Entio fe4M(D) e

_IIfs lim inf fIfn

Demonstragdo: Definimos uma sequencia {g } por

m
gm = inf {ﬂl’fm+x‘fmﬁ°""}
de forma que gmﬁfI ¥msn. Suponhamos pox enquanto que gmega (I) ¥m.
Temos pois: '
'flgm £ flfn gemnre qu@’mSn o que da

5

_IIgm g &m ¥m onde meigﬁ {IIfn}
Por outre lade, devide & convergéncia q.t.p. de {fn} 4gara
£, {gm} converge também psca £ ¢.t.p. De fato:

1lim gm(x) = lim ing f () = lim £ {x) para guage todn x em I.

Hi=ee | peed
Enfim, come {g } & crescente, podemos aplicar o tacrema da
convergénecia mendtena a {/;g.} com o ~

n

IIgmsK ¥m, dends o resultado.
Para g@mpletar a d@msnatxaqao, ragta provar que gmeaﬂ (1)
Em primeire lugar temos que se hl,hzeupl(x)

min(hl,h )e.@l(l) pols.

minthl,hz) = 5 (h1,uﬁ) 5 Ih 1"ha I



o que se podera ver;flcar como exercicio.
‘Agora para hy,h,,hy c 4 (I)
mln(hl,hz,h )—mln(hl,mln(hz,h y) =>
\ “mim (b hz,n3)s,{il(1)

_;por lndugao finita conclux se que se hl'hz"" h, e«@ (I)en»

min{hl' 2'-o’lh}\)""mln(hl,rbln(h2 ,mln‘h3luo-'mln(h]\ l’h )--o)
_*ﬁpé (I)

Conslderando~se entao a secuencxa {2 k}k 1,2 : monotona
Fe oo
vcrescente deflnlda por. ' ‘

L e ".lmkhmm{fm’fmﬂ""_"f'm+k}
‘temos: . L o o R SR
e _ kaexgl(l) ¥m,k., Além disso, por construgio,
temos: - : | B | '
, fIlmksf f vk, m fixo.
~Logq A ‘ fizmk ¥k e certo m.
Dai, pelo Teorena da convergénci a monotond deduz se » que

 g ex@ (I) c.g.d.

L 2] Leﬂa de Fatou lndlca que, em se tratando de sequenCJas

.deffungoes;poglt;vas convergentes‘é.t.p.,‘a integral da fungao 1i
mite q.t.p ndo & necessariamente igual ao limite da séqﬁéncia de
integréié;caso,eésa-cohvirj&.‘ Vejamos um exemplo. . |

R T 1 . - E
Exemplo 9;,5eja,{fn}c<3 [0,11, definida por
£ (x) =,{n sg 0<xsl/n
' 0 se l/n<x<l
Temos f 20 " ¥n e f +f g.t.p em [0,1] onde f 0, ja que 53 paxa x—O
nio’ converge (£, (X)]

Por outro lado f[o 1]f =1 ¥n donde

o= f[o 11t Lin Ito, 1]f =4
n-)-oo
QObservamos que o Lema de Fatou apareCe 2qui -numa versao sim .
plificada pois o original nem. supoe que. {f E } seja l;mltada. Na :
aplicaqao dada a seguir, enLretanto, e,sa condlgao sera sathtelta.



Teoréma 6 (Teorema da Convergéncia {>m1nada)

Seja {f } uma secue cia de fungdes dedg (I) que convergem
g.t.p. para uma funcdo f e que € dominada por uma funcao ge 4 (I)
1
no sentido .que lfnl < g, ¥a. Entdo f 4 (I) e fif- lim IIErl

N>

.Demonstracao

Como :fnsg, ¥n, devemos ter tfifns;ig, ¥no,

Como g+fn20 podemos aplicar o Lema de Fatou 3 Seqﬁéncia {g+fn}
que converge q.t.p. para f+g com fig + £ s 2 Jg, ¥n:

f f+g £ lim inf fIg+fn => [;f « lim inf TR 5

" Por outro-lado g £ 20  Podemos de novo aplicar o Lema de Fatou
a sequehcxa {g—f } que converge g.t.p. para f-g c¢om IIg~fn§2fIg, ¥n:

: fIg—f'S lim inf fIq-fn =>~fIfSJim inf ~fIfn

~Como lim inf ~_s = =1lim Sup Sh (verificar), temos :
f f> Llim sup /1 f | L .
fo : ST c.g.d.

o que da oS = ldm S f

0 Eébféma‘da cohvergéncia dominada indica, entre'outras'conclusaes,
gue a: cenvergenc1a g.t:p. de uma: seque.C1a ‘de fungoes ‘Lebes¢ue -
flntegrévels para uma fun¢éo £, nao 1vnllca necessarlamente - gue
£ seja Lebesgue 1ntegrave1 £ preeciso wma-condigao a mais; no caso que a

: ,sequenc;a seja em mbdulo dominada q.t.p por uma fungao integravel.

Assim, por exemplo, a seguéncia {f_} de fungoes de 4ﬁ‘[0 1]
o 1/x se 1/n< xsl _
\&eflnldas por: fn(X) ={9 se 0<xsl/n

converge g.t.p. para 1l/x. o entanto como {£_} ndo & denominada

por nenhuma g, ndo podemos garantir que 1/x & de 4@1[0,11, como
de fato ndo é. ' '

I.6. Espacos LF.

Ja definimos o espago de funcdes 4@1(1) a partir de suas
propriedades de integracao. Neste pardgrafo trataremos de uma
:Qfamilia de tais espagos munida de norma adequada, que teém exnxes—
sivas: ap}lcacoes, em espec1al nos ‘dominios da otimizacgao e ‘das equa .
‘fgoes dlferenc1als.
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o Como g@ (I) & definido como o espago de runges para as
,quais f £ existe e f f < =, serla natuaral roxma lo pox:

gl = spiEn |

 ﬁm§.§e2_qu¢: fedz (I) => “ 5K3 (I)

Como. se. pode observar duas das exigéncias da deflnlgao de

uma nbrma sao satlsfeltas, ie,
20 TIENy = SIDE) = SUAIED = K1 LIENT
3 dlEeglly =y 14913 e dps ngnl

ComQ |f+g|s |f|+ Igl, temos f |f+gl< £+ gl
ou seja : B
||f+g||l llﬁ-{l f Ilglll

‘No entanto se I | £1=0 temos Ifl—O q. t. p.
ou seja, f~0 q t. p., O que nao convém & deflnicao, p01s o vetor 0
de um espago vetorlal deve ser Qinico e nesse caso temos todo um
subespago N(I) de dﬁ (I) para o qual Ilflll~0 => £eN(I) que & o con
Junto de fungoes nulas g.t.p. em I. Por isso, para podermos traba- .
lhar com tal norma, serd necessaria a deflnlcao do’ espago quocien-
te 431(1)/V(I) e que denotaremos por Lt (). ' )

Agora, supondo-se [f] ¢ Lt (1), onde £ & um representante.
qualquer de [f],‘e definindo-se Il[f]lll &Ifl, vemos que, nao sd
as 2- ex;éencxas da deflnigao de norma permenecem satisfeltas, como
tambem _ .
| -,llEle}i=o => [£1 = 0
ou‘seja, fe N(I) que €& o vetor hulo de Ll(If

‘Na pratica, como a 1ntegral de Lebesgue 1gnora tudo o que
‘ocorre num congunto nulo, vamos escrever frequentemente £ para rev
presentar um elemento de aﬂ (I) em vez de [f], ficando subentendi
5do gue neste caso f & apenas um representante de classe.

Podemos definir também os espacos“gp(l) de Eungoes f, ouja
:pwesima poténcia de |f], lsp< »,é Lebesgueﬂlntegravel i.e. de
xﬂ (). v . . . 1/p

Yerifica~se‘quedﬁp(1) € um espaco yeuu:iql.mas_ﬂfrjﬁlegé
nao & propriamente uma norma.
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Porem, deflnlndo—se L P(1) =Q°(1)/M(1), teremos, de forma
r;1£1P1 /P

analoga ao caso de L’ L, que & expressao ||f|| & [
corresponde uma norma, pelo menos quanto. as duas prlmelras condi-~
cBes. . |
Quanto 5 terceira, provém da desigualdade de Minkowski: Se
.gedgp(l) vale: _ ‘
Sy evgIP17P < [/, |f1P11/° ¥ 0y lglpll/P ,ilel

: f+q. < f + -
gl s TIEN+ Tgll

A demonstragao dessa deslgualdade & consegiiéncia da desmgual-

‘dade de HOlder: Se feg@p(I) e ggég(I) com N% + 2= 1, vale:

q

/tg S-[fxlflp]l/Pi[filglq]%/q

De fato, admltlndo—a conhecida temos:
|f+g| s 1 Ifllf+glp 1+ . gl 1£+g (P2
‘ Aollcamo~la agora a cada um dos termos da soma aCLma e ob—

temoé .
: f lf+g|p<([f 1f|PJl/P + 00 lglpll/p)tf |£4+g| (P~Day1/a

_ “Como (D—l)q p e 1- é = % temos a de51gualdade de Mlnkowskl.
Quanto 3* desigualdade de Holder é conseqgiiéncia da desigualdade fun-
damental: ‘
- | [ P 59| 1.1 L
, Se a,b20, p>1, abs 5 + < | 'p + g = 1 .com igualdade
se e someﬁte se ap=bq (Ver por exemplo L7 ] pag.79)
*
Temos( )
: ' : I gl
‘ q
_ P a =
Mas llfli ?: Il s 'fl s lgl - donde se obtem
g plleliy  allslig e
fg s |If E s d o= s como desejado.
I1f9 lllllp{lgllq st =l 1 ol oty se]

'ComO‘conséqﬁénCia fica que, se feugP(I) e geggq(x) entaobﬁgeéf(l).

(*) Conslderamos possxvel definir-se a 1ntegra1 de fg se, fex?p(l)
e geggq(l) Essa pOSSlbllldaae, a rlqor, deverla ser justlfl—f

cada (ver,lpor_exethu 71 pagina 80).
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.Exem;lo lOv Seja p=3/2 . e q~3
Pode*se verlflcar gue X l/JeaC3/2 {0,1] mas x. 1/3¢<§3[0 1],‘

'De fato,,como sabemos.

(x’-l/B) 3/2= X—l/zﬁﬂcltofl]° Porém, f[o 1] -—}—j- = lim =- Lng = 4+,
‘ ‘ ' % £ .

Analcgamente temos.'

xf} € A@ [0 17 e x 1/6 x~1/32 xﬁ;/2e<3l[0;l].

Podemos ainda definir um espago L7(1), que serd o esPago‘
das fungoes limitadas sobre I, exceto eventualmente, sobre S um
subcqnjunto nulo de I. 1Isso quer dizer que se feldl (I), existe
umavqonstante positiva K, tal que, [f(x)|s K para quase todo x em

I..
Exemplo 11: A fungdo definida em [—l,i] por Z,J-'

1+x se -1sx<0
f(x)={l-x se 0<xs<l
2 se x=0

‘Lé'iimiﬁada por 2. No entanto ela é limitada g.t.p. por 1.

- A norma que deflnlremos, nao para L (I), mas para L” (1) .
: ad (D / M(T) |

T f Wl,.= inf. {K“7‘K 2 |£(x)] g.t.p. em I}

Tal valor & chamado o supremo ‘essencial” de £, que dlfere
-Jdo supremo em geral uma vez que este deve majorar |f(x)|para to-
do x,

Penctaremos:

W £1l, = sup.ess. [£(x) |
- xel :

No exemplo anterior |l £ i, =1

UNIVERSIDADE  CATLIGA
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Exercicio 6: Verificar que ao suprémo‘essenéia&;deﬁﬂni§g$§cima

. o . L e ey - . -
corresponde uma norma para L (1), verificando também,que ele e
um espago vetorial. ’ '
. . i s (w‘v;.r'i
0 resultado importante gue temos agora e © seguinte:

Teorema 7:

 Os espagos P (1), 1sps = sao espacos de Banach €dm a nor
ma. _ ' R B '
. - - - 1g1Pq 1/P
- I £ Hp L/ 1E17]

para provarmos este teorema necessitamos* do" seguinte Lema:

‘Lema 4: Num espago vetorial normado X, se uma subsegiéncia £

. R .
{fnk}k=1,2,... de uma sequéncia de Cauchy {£,} coriverge para.

feX, entao {fni‘converge para feX.

Demonstracao:

Yy g/f2 > 0,17 K(g), tal que,
£ - £ll.< e/2, ¥V koK(e
B (e)
Por outro 1ado£7N(e) tal que Ilfn;fnll <e/2, ¥n,m > N(e) .
Como I fn-£ HPS i fnffnk Hp + ||fnk'£‘{p’
basta gscolher‘m(e) = max[N(e), nK(a)]’ =Ny com k,-tai quevnk>M(e),

para se ter um M(g) / I E £ Hp< e, ¥n> M(g). c.q.d

‘pemonstragéo do Teorema 7

seja {[f,]} uma sequéncia de cauchy de LP(I). Pelo Lema 4,
para provarmos que {[in]}copverge para um elemento [£fl € P (1) bas
- ta provar que uma subseguéncia {[fn]} convenientemente escolhida
de {[fn]} converge para [£f]. F sempre possivel escolher uma subse

gliéncia {[fnk]}k=l,2,  de tal maneira que I [fnk] - [fnk_ll 1B

-ﬁ%r+

a partir da condigéo de Cauchy com uma supressac adeguada de ter-
mos. Trabalharemos com um representante fp da clasée'Lfnk].

Vamos construir uma seqgiiéncia crescente-de LP(1)

0

m = lfnl!+k§2“fnk"fnk_l' 
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que tem certamente a propriedade Ifn I< g Pode-se verificar co
mo exerC1cio que a desigualdade de MlnPOWSkl pode ser apllcada
relteraaamente a somas de mais de duas parcelas o que nb - caso
da- ' “ ' '

pl/p oy Up .3 _ p l/p

Portanto por gonstrucao
,Ilgnll sll.flllp kl,llfk\— klllpf “fnl“pf' 1, ¥nm
.Como {1}4 } é SQqhéncia crescente de R, limiﬁada superiormeh*v,
te,. deve converglr. Assim {gp} e séqﬁénbia positiva crescente
;de nt (1) tal que {fIgp} converge . . ‘ ' _
Podenos pois aplicar o teorena da converqenc1a mondtona e
‘conclulr que existe uma fungao g limite g.t.p de {gp} tal que
gP € L (I). ‘Por conseguinte {qn} converge q.t.p. para g e a se~.'
‘rie segulnte para quase todo x: :

© -

£00 ¢ I (£ () - £ (%) =lin £ (x)

‘1 k=2 "k k-1 k»e Dy
converge para um limite f(x),pois a série de termos positivos tam
b&m converge (convergéncia absoluta) . ' '

P

Conclulmos ainda dal que {fnk}converge para q-t.p.

Podemos_ agora aplicar o teorema da convergenc1a dominada

- a sequenc1a {fnk} que é tal que .lfnkupSg g.t.p. ¥k (veriflcarf‘

- para concluir gue o llmlte a.t.p £P pertence a Ll(I) e gue alem
disso |f] s g q. t. p. ‘ '

| Resta entdo provar que {ﬁn } converge em norma para f. Pa

ra tanto deflnlmos fungoes ¢keL (I) por. ¢ = |£- fh lp
Temos que ‘

[£-f  Is lf]+|f {s 2g. q.t.p.
,A sequencla {¢k} € pois domlnada g.t.p. por (2g)p que pertence a

L (I). Como {¢k} converge para zero q.t. P devemos ter pelo
teorema da ﬂonvergenCLa domlnada. ‘ ’
lim f | E-£, Ip implicando finalménte i [f]-[fn ] ”P; 0

L k > : o v k
que € o resultado desejado c.q.a.

».Teorema 8._

o) espaco L (I) e em espago de Banach com a norma llf N

:‘Supyess.lf(x)l
o %el



‘Demonstragao.

_ Seja {[f 1} uma sequéncia de Cauchv de L (I) Em cada clas
se [fn] de L” (I) ha pelo menos. uma. fungao f 11m1tada para todo
xel, Portanto {f } & uma sequéncia de Cauchv no ‘espago normado das
funcoes llmltadas sobre I que denotaramos’ uor B(I) com a norxma

Ilf Il = sup If(x)l.
ver e

Se provarmo~ que B(I) é completo esta orovado o teorena DOlS nesse'
caso {f } converge. para f em B(I) o que prova que [f 1 - conver-
ge para, [£] . en L (I) (verlflcar) '

' Agora, CuwO {f } & de Cauchy en B(I), Vx e Ve, 4 N{e, x)
tal que. If (x) = f (x)|< e, ¥m,n> N(e, h4: A

Por conseguinte {f (x)} & uma sequencla de . Cauchy de R, e
como tal converge para um real que -denotaremos por £(x) .
Provemos que £ & uma fungao de B(I) .

: PaSsando ao limite em m mantendo n fixo, n = N(e,x) + 1
temos: ' - o '
T gy e = ' YN »
llmIfN+l(x) fm(x)l< £ >,'fN+l‘X) F(x)ls €

m--c . . . - s )

If(x)ls £ (x) + ¢

N+1 ‘
If(x)ls sup IfN+l(xil+ €. < KN+1 + &

.

ou-seja, £ e B(I) sendo K ‘uma llmltgrao de £

N+1 N+l
 Resta provar gque {f } converge para f, o gue faremos por
absurdo. *De fato se {f } nao converge para f, J e>0 tal que ¥n>N(eg)
sup. If(X) - £ (x)l > €. ,
Logo existe pelo menos um ponto ¢ de I tal que
-lf(o) - fn(o)l> €, ¥n> N(e) o que. é 1ncompat1vel com a convergen~

cia pontual de'{fn(x)} para f(x), VACI; Enfim [fn] -> [f] c.q.d.

Lentre 08 espagos Lp(I), merece espe01al atencao L (1) que e um
espago de Hilbert com o produto escalar deflnldo por o

(frg) = [ fg.

e cuja norma correspondente é a ja deanldd, tomando~se o valor
part;cular p=2.. Sendo assim L (I) possui as mesmas proprledades
COmuns aocs espagos de Hilbert, e éem ESUelel no que dlz respelto'
aos duals.
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- Portantog pelo teorema de Fiesz, podemos dizer que a todo
elemento do dual de Lz(I) corresponde um e somente ‘um elemento de.
L (x) e vxce-versa (o] que convencxonamos expressar por ‘

[L (I)] =12 (I)

‘Para os demais LP(I) o resultado é o seguiite:

[LP(I)] = Lqu) com £ + é =1 e lsp<w

v 1  Apesar da prova ‘de que LP(I) » LI(I) ser 51mples, a da
xnClusao inversa é sen51velmente mais dificil, razao pela qual se
ra omltlda‘aqul, Ofr¢§ultadq estd provado por exemplo em {171
pg 187. 2 ERETIIUE TR TR

Exercic1o 7: prove que[Lp(Iﬂ > Lq(I), lspse

Como se pode ver, o exercicio nao exclui p=w. POrém neste
caso observamos que a inclusao inversa ndo vale, o qué'implicé em
[L @ #uhm . '

. ‘Qutra 6hservacao importante pdra 0S espagos. Lpta,b] 15psw
é que eles sa3o0 os fechos do espago c°Ca,bl com relagao 3s normas
resPectlvas. _ -

De fato sabemos cue, como €° [a b3 < 1Pra,bl (provar) , deve
mos ter gue segliéncias de Cauchy de c®fa,b] convergem para fungoes
de LP[a,b)} (e ndo necessariamente para fungles de c®fa,bl, uma
vez que c® [a,b] nag € complcto para essas normas) .

Inversamente, para 1= p< =, todo elemento de LPra,bl pode
ser obtido comc 11m1te de segliéncias de fungoes de c®°fa,bl na noxr
ma 94, resultado que ndo provaremos agui. Em outras - pala-
‘vras, isso significa que c®la,b1é denso em L~[a b1, lsp<'w |

Como cansequencia desse fato fica que Lp[a b] e separavel paé
ra -1sp< », pois o conjunto de pollnomlos de coef1c1entes racio— |
nais deflnldas sbbre I & denso em 1tPra, bl: ¥fe L*(I) e ¥Ye >0
existe um tal polindmio r para o aial

| (s 1e-x1P1 P< ¢

De fato, admltxndo—se conheC1do que C [d,b] e denso em. Lp[a,bl.
v fe Lp[a,b] e ¥ % 0, Jge C {a b1 tal que

[f[a byl - -giP1 1/ps e/2



Por outro lado, como sabemos 1 SOENER. L;>Qexié£é'ﬁﬁ”€$f‘poLinﬁmio
| 2wy Yo R

fr_ tal que: _
max |g(x) r(X)Is ~+4+54T75' donde

asxsh. 2 (b-a)
| | ts o ﬂdp]l/p< £/2 i

‘ a “‘[a,b3d ST EsE 0 que prla&deSLgua uade de
Minkowski da: o _

[a’bjli—rlp]l/Psa

;Neste ponto & importante sallentar cie L(T) a6 & separavel [ 71.

EXercicio 8.

Provar que fe L2 (I) => fe nt (1) e que a reciproca nao &
. verdadeira por meio de um contra- examplo.

Exercicio 9:
Use a 6651gualdade de Hdlder para provar que fe 1P(1) =>
fe LMD, W 1gps e

Observamos enflm qve se pode rrovar que se fe L7 (I) “entdo
fe LPL1T Vp, l\p< ® e que ‘além diss
llm H £ H = £ 1,
pre =

Allas compbase nessea rgsultado é p0551vel conclulr que s
podemos ter fe L (I) e £ L (I) para. Py # Py se £ }é‘ fun- .
¢do.  nao limltada q.t.p. Em outras palavras so poderos dlst1n~
Juir os espagos Lp(I) uns dos outros con31derando funcoes nao 1i
mitadas. ' '

‘Por exemplo, l//"'e L [0 l] mas ,leKEﬂ# inb;lj.

Note-se que essa funcdo ndo & limitadi.em [0,17.
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CAPITULO II

RELACOES . INTEGRACAO - DERIVACAO

Neste capitulo pretende-se apreséntar‘élguns dos resul-
tados mais importantes da teoria de Lebesgue no gue diz respeito
ds relagdes entre fungoes étravés da integracgdo. Muitos desses
resultados s3o bem conhecidos do Calculo elementar ou mera gene-
rallzagao dos mesmos.

"II.1 - Funcles definidas por integrais:

' Fagamos inicialmente uma mudanca de notagao que sexa de
grande utilidade: Quando se tratar de integral ao longo de um
intervalo limitado I de extremidades a e b ~denotaremos a inte -
vgral de uma fungao f por

b

/P E
Sa

Seja agora fe ('[a,bl. Vau.s definir uma fungao F primi-
tiva de f sobre [a,b] por:

(1) F(x) = fz £ Yxela,bl

. Com essa definicao fica claro que temos sempre,
' ~ F(a)=0 ‘
Porem podemos deflnlr outras prlmltlvas para uma mesma

fungao‘f a menos de constantes com:

(1) | F(x) = fz £+C

Por exemplo x* & uma primitiva de qxa~le.él[o,1]  para
P<esl, assim como x%+C onde C é uma constante arbitréria. Esta
poderé ser determinadé, se desejarmos fixar um valor ndo nulo pa
ra F(a)=C. o
Para a primitiva vale o seguinte resultado:
Teorema l: Se f € continua num ponto x e[a,b]entao E'(xo)=f(xo)
(se xo-a ou x —b "a derivada & tomada como limite & direita ou
a esquerda da razao lncremental respectivamente)

pémpnst:aqéo: Por hipétese, Ye>0 J”So>0' tal que {x*gbLéﬁﬁ im=
‘plica em I£(x)-£(x ) |<e. |
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Como é sempre p0351ve1 encontrar §s§0‘ ;?1 que
[x ,x +8) < [a,b) temos :

f(x )—e<f(x)sf(x Jbe  Wxe(x_,X_+8)

Agora, parar0<h55 temos

%X _+h b4 X %h

Fxgth) -F(x)) = /,°  £- /.5 %= o

sendo a ultha 1gualdade a verificar usando,opcr exemplo, funcoes
@aracterlstlcas.
Concluimos entac que:
fx°+h (£(x )—e)SF(x +h)=F(x )s‘fx°+h(f(x;)¥c)f donde:
o "o o 0" Tx, o e

h[f(x ) e] < F(x +h) - F(x )sh[f(x )+el, o que implica gue.

. ; . F(x +h) - F(x )
¥t$0_3 h>0 tal que " - £ (x))

Com isso concluimos que a derivada & direita de F no pon

to %o é f(x”) - Supondo-se agora X e(a b] e tomando—se h negatl—
vo, chega— e analogamente a: ¥%e>0 tal ques

F(x )=F(x -h)

- f (X ) "SE

~h
O que mostra que a derivada & esqueraa de F no’ ponto O'é f(xo),
Concluimos entao que efetlvamante F () f(x ). " e.qg.d.
Vlmos que as fungoes Lebesgue integravelu abragem uma

grande gama de fungoes, posto que nao preC1sam nam sen continuas
nem llmltadas. No entanto prlmltlvas de funcoes de -6 [a bl sao
sempre bem caracterizadas como veremo;\nos»teoremas a segulr.

) B . 1 v '~
Teorema 2-M‘Se F(x)= f: f vxela,pb]l com fe £&'[a,bl, entao
.FEC ®ra,bl. | |

'Deménstragao:» Se fe‘zl[a)b] devemos ter f=flff2‘ébm fi,fze 2lra,b)

S 0 fev= X el L
.Prqvemps que F «C la,bl onde kFi(x) Iy £y i=1,2.
vAssim‘ﬁicaré provado que Feco[a,b]_poié‘F=Fl¥E£;”
seja entdo {¢ } uma segiiéncia’ de fungdes de D[a,bl gue
‘converge q.t.p. para f,, por exemplo. -
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Mas WN JK<® tal que I¢N(x)!<h Yxela,bl ‘
Agora, VX XE[a bl temos: Fy (%) = F (x = fﬁ'fl'(se x0>x )
o :

definimos f £= - S Yo ¢ y)+ pal vém que. - ' . _
Fl(x)wfl(xQ)= fxoflu¢N*”on¢N donde lbl(x)~Fl(§O)[s 5 + Klg~xol
‘Portanto, se escolhermos & = 5%» terenos:

¥e>0 36>0 tal que lFi(x)*Fitxo)Is £ se ’lxwxolﬁ 8§, o que
- prova a continuidade de»Fi e portanto a de F. c.q.d. “

Com © Teoremas 1l e 2, podemds conaiuif que, embora fun-
coes ‘continuas nao sejém nécessarlamentp continuaménte dlferen01
avexs, uma fungao contifiud ¥ que seja primitiva de uma fuh¢ao
fe é [a,b] no sentido (1), & diferenciaVel g.t.p; e sua deriva
da ¢g.t.p. & igual a £ g.t.p. Como ilustragdo, temos o caso da
Cprimitiva de ¢, fuhg3o degrdu definida sobre [a,bl que & linear
" por pedagos. F' néo é diferenciavel apenas nos "saltos" de ¢. |

gxemgld l:

A3

Agora,se por um lado toda primitiva & una fungao conti -
nua, nem toda fungao continua pode sexr»uma primitiva de uma fun-
~gao de .5 [a, bl. Exemplos {lustrandCesse fato nio sao éﬂtretah

to nada triviais como o do

 Bxereicio 1: Seja f a funcdo continua linear por pedagos em [0,1l]



an1_3\ 2n+l_ 2n+l

o 201 2 ' ~ 1. .
,defln;dos pox L T TRYT 1, [ ) 3 *&%l'l] para n=1,2,3,....
com £( n+l )=K,' n=1,2,...
P
n ‘
f(’zz‘;l)—;o, n=1,2,...
'
1
f
12|/
1/3_../\
174/ ‘
?i R

Verificar que a derivada q,t.p. dessa fungao néo’pefténce‘a 4?1[0,11.

‘Com- 1580 surge 1med1atamente a QuéstaO‘ que fungoes con*_
tlnuas podem ser primitivas de. fungoes de ,G La,bl? A resposta
é encontrada com a introdugao de uma classe de funcoes — contl-

nuas; a das funcbes absolutamente continuag:

LK .
Definicdo 1: Uma fungao Fec®la,b] é dita absolutamente continua
em [a,b] se V_s>0 46>0 tal gue:

n ,
z (bk—ap)sﬁ implicar en
- Kk
k=1

n ' o

Z lr(b ) - F(a )1s & para qualquer conjunto de  subinter- -
k=1 , 4 S S L
valos [ak k]‘ de [a,b]l tais que (ay,ﬁk), sejam disjuntos dois,
k=l.,2" ...1n(flnit0) » ' .

Da Lefinlgao 1: pode~se deduzir ch'umé fungﬁo absqlutamengevcog

,anua ‘e contlnua, 0 que deixamos como.

Exerciclo 2 F absolutamente contlnua en [a, b] =>. IeC {a,bl:




Noentanto a recfproca nao é verdadelra como prova d funcao f do
exircicio 1 gue nao é absolutamente continua. e fato suponha-
mos que-para tal fungdo, dado €>0 346>0, tal que:

: \ .n
2 (bk k)sd => If(b ) £(a, )Ise.
k=1 k*l ‘

Ora, sempre & possivel encontrar N tal que 6>2 . Mas para con-

juntos de intervalos contidos. em [1-2" ,l] cujas extremldades cor

»respondem a pontos de 1nflexao de £, somatdrias da formakz lf(bk)

'f(a )I sao illmltadas por ‘se tratar de termos ‘da serie harmdnica.

1L,
RS T N T

Lng f nao pode ser absolutamente contlnua

: Em segulda provaremos que uma prlmltlva de uma - fungao
deve ser absolutamente contlnua

-

Teorema 3. :f. fe.@ [a b] entao F deflnlda por (1) ou (l)’ e
absolutamente contlnuéiem [a b]

Demonstracéo Deflnlmos uma sequenc1a crescente {f } de fungoes
de £t [a bl que tende q.t.p para |f| por: ' :

T4

fn=miﬂ{|f[,n}

Pelo Teorema dafConvergﬁncia Mondtona devemos ter; -

SR lim f £ = f | £
. ¥ i ‘ n-c
Agora ¥ e/2.> 0 IN tal que fg €] - £45
Definindo-se 8 =~5ﬁ , seja o conjunto de subintervalos
»[ak bk] tal que E (bk— k)< 5.
N SN by N by
Temos : Z IF(b ) - F(a Y=z |J fls . 7. % £}
, T T k=1 k=13 k=1 "a.
_ =L S Ul - £+ 2 S " f.. Como £y <N WN
‘ 'N' k=1 %k N k=1 % R
. temos lF(bk) F(a ) I < E + 68N =g ou seja:

k=1

N
¥ye>0 FE6>0 to



Teorema 4: (Tébrema‘iunﬂﬁmgntal“;gé”%L;ﬁ#acao @ Lebesgue)'v~8e
Teorema 2t R

Fe absolutamente continua em La, b] qtuo £, derxvada q.t.p. de
F-é Lebesgue 1ntegravel en [a, b] e Vile

(2) F"(X) = f?; £+ (a)

Essé‘teorema é um caso particular do Teorema de Radon~N1kodym en
contrado en. qualquer livro especializado em Teoria da Integragao
como, por exemplo [3]. Omitimos a dcmonstracao porque envolve

conceitos que temos evitado mencionax nebte texto, como 0s de

mensurabilldade e o de meulda de Borzl

Vale observar que a 1ntrodugao do termo constante F(a)em
(2) e agora necessaria mas nao 1nterfere nos resultados dos teo-~
remas precedentes, posto que, se £ & a derivada q.t. p- de F(x{
(o} sera tambem de F(x)+C onde C & uma constante arbitraria.
_ Como consequencla do Teorema 4 fica que o conjunto o ‘de
fungoes absolutamente continuasé um espago vetorlal ’ .

Os teoremas 3 e 4 nodem ser i:sumidos com O segulnte..

"a condic3o necessaria e caficiente para que uma fungao .3 seja
dada sob a forma (2) onde i & certa ranqao de (}[a bl & = ‘quec
F seja absolutamente cont! ma. Nessc caso - F' existe para qua—
se todo' xela,bl] e F'(x)=£(x) q.t.p™ ' §

‘para terminar faze.os a relayiq entre uma.fuhgéo e sua
derivada gq.t.p. Como vimis mesmo qua uma fungdo F ndo seja’ con
tinuamente diferenciavel, =ua derivad:« g.t.p. f pdde ter = um

sentido. No entanto a fun-ac F s0 s¢ A uma primitiva da mesma,
isto &, sO poderd ser reconstituida a partir de f por: '

X

a f+F(a),‘

F(x) = J

se F for absolutamente continua.

Exemplo 2: A funcao x[o l/ﬁ]eD‘[y,i] nao évabsolutamenteAcdntihua
L ‘ . ’ “ N L . S ; :
(nem qontinua).58ua derivada q.t.p. & 0. Temos:



x ’ : - ‘ 7,
IO Q + Xcorl/ZJSO) = 1 %Xefo,l]f
' pPortanto a primitiva da derivad@ q.t.p. &  diferente

Xr0,1/21°

Podera alnda ser provado como

Exercicio 3: Se feC [a b] entao f e abbolutamenta continua,

I1.2 - Integragao de Stieltjes em [a,bJ.

N .~ Antes de iniciar a apresentaan deste assunto esclarece
mos que ele & tratado quase sempre em textos sobre 1ntegragao a
penas como uma espécie de generallzagdo da 1ntegragao de Lebesgue
- com a introducao de conceitos fortes como o de medida real regular,
borellanos de_R, entre outros, que nao julgamos conveniente tra-
tar aqui. Por isso tendo em vista s o objetivo deste curso, pre
ferimos o tratameﬁto classico dado, por exemplo por Smirnov [161].

As funcgdes absolutamente continuas que vimos no paragrafo
anterior pertencem a uma classe importante de funcSes que repre-
sentam o ponto de partida da 1ntegra¢ao de Stieltjes: as fun-~
goes de variagao llmltada

.

‘Deflnlgao 2: Uma fungao f é dita de varlagao llmltada num inter-

valo [a,b] se para ‘qualquer partxgao finita de [a bl:

%

St < <X,... <X"'b
axo’_‘l' 207 ¥y

existe uma éonstante K>0, tal gue
n
-z lf(x ) - f(x l)IS K -
i=1

Fica'implicito, com essa definicdo, que uma funcao de va
rxagao limitada deve ser definida em todos os pontos e além dis
'so llmltada em [a,bl. ” .

‘O conjunto de fungoes de variagao limitada constitui = um
espago vetorial que: .denotaremos  V la,b]. Por conveniéncia se~

‘ra normado por:
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@ Nl gy T @I Y oo b].-_ 2z lf(x) - E(x, )]

X, >X,
i RS N

X =a,xX =
o '“n b

i.e.,o sup é calculado sobre todas as partlcoes finitas pOSSlVEls
‘de [a,bl, Tal valor é allas igual a:
1nf {K/h 2 Z lf(x )= f(x l)l}
. i=1
Q supremo da expressao da norma (3) se denomlna a varia-
”Q§§7£otal_dg f. ‘denotada VI(f}. Podera ser verificado como

Exer01qio 4: A variagdo total € uma semi-norma e (3) uma norma

para V [a, bl .

IEEEEEEQ_E“'Uma fungao fé dlta mon&tona em [a,b] se uma das duas
,s1tuagoes Ocorrerem .para x,yela,bl.:

xsy => £(x) s £(y)

xsy => £1(x) 2 £(y)
No 19 caso f sera ndo decrescente (crescente?se‘vale;>f(x)<f(y)
quando xX<y) e no 2¢ caso £ serd ndo crescerite (decrescente se

valer f(x)>f(y) quando X<Y)

se f & fungao monotona entao f= Via, bl. Nesse caso  a

variag3o total de £ & [£f(b)- ~£(a) |

I :;;aé?”““~7“*4“‘ |
v S VT (E)Y

cal b

o - 5 S

Exémgio-4; 'Uma-fungao‘degrau ¢ & sempre de Vla,bl. Nesse caso

se,¢ ?:Eb' ai Xi - .onde Xl sao lntervalos disjuntos abertos ou '
i= A

pontos de [a bl tais que ,= Xi [a,b]l, temos:

L n
VI() = I lay oyl
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No caso da figura:

A '
-9
3L

‘2, .

0] a=x_ X4

Y

_zb

VI(¢) =5+ 2+ 2+ 1 = 10

Tal valor & obtido; por exemplo, com a partigéo_indicadovparu n=4,

Exemplo 5: A fungado definida por

. l - l
(-1) % /n se = < x < ~
£(x) = ‘ ~ on 2n 1
0 se x=1
1 se X#O

Nao &€ de V [o,13.

Verificar isso tomanco particoes definidas por xi=2,"‘L v

i=1,2,...,n, n crescente.

5 Como'recomenda Luenberger ([1l] pg. 113), e dado que tal
procedimento ndo representa restricio real a construgao da inte-
gral de StieltjeS e nem a outras aplicacdes deste texto, a titu
lo de simplificacdo convencionaremos dagui para diante que  as
fungoes de variagao limitada . sio contfnuas & direita, em todo
ponto em que for descontinuo ou seja:

Se lim £(t) # 1lim £(t), supondo-se que os limites exis
| trtd trtg - ' :
tam, entdo: _ :
B . + . . . .
£(t ) = lim £(t). £ty significa que trt, com trt,.
o

t»to“ significa que t+t0'com t<;or-

Assim sendo degcontinuidades, se houver, sao do tipo; -
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‘Verifica-se sem problemas que. O conjunto de tais fungdes de vari-

agao 1Lm1tado é ainda um espago vetorlal

v A simplificagao adotada & restritiva a ponto de intrinse-
camente eliminar cextos tipos de - fungOes como as que nao sao con-
tinuas em nenhum ponto de um conjunto gue nao seja nulo. No en -
‘tanto o resultado dado a segquir mostra que ela € coerente pois
'tals fungoes nao podem ser de variagao limitada.

N

Proposlgao l.j Se fe V'[a,bl entao £ & descontlnuo no maximpo num

con;unto enumeravel de pontos (e}, 1,2 de [a,b].‘

. . F 2K

, - Vamos provar o teorema s6 para fungoes monotonas que
'sao senpre de VI[a,bl. O caso geral podera ser provado como

€ xercxc1o, com base no . resultado ‘do Teorena 5 a ser dado a  se-~
'guir,‘ o
, E claro que a scma dos modulos de saltos de £ em (a,bl
 nao pode ser maior do que VI (£)=£(b)-£(a). Por consegulnte de-.
ve existir no; maximo um conjunto finito de saltos n={sg} tais

que}_nlsi|2VT(f) Vn, | ‘ou sgga, tais que

IS |2 = VT(f)_ &n ,iSn.

Demost.-o conjunto YS composto de todos os saltos de £ em [a, b]
e portanto enumeraveI ée acordo com a-Erop031gaaldocap1tulo I.

c. q d.
‘De ‘acordo com a Proposigao 1 e adotando-se a seguiﬁte con~-

vencdo para okvaldr do salto em t;: , 1im f(t)"'-‘
M t+t

ey

s, —f(t )~ lim_ f(t)
1 t+ti :




f4l~

podemos representar qualquer fungao fe Via,bl por_
(4) f=g+s onde geco[a,b] com g(a)=£(a) e

(5_) s= >§

" e "o
. six[ti,b] uma "funcao salto”.

Esta altima serd de DLa,bl sempre que f tiver um;nﬁméro finito

de descontinuidades. No exemplo da figura ilustramos essa idéia,

a 2 | t1 b

> o " " " r o

$1X
17ty /bl

s s2x[t2,b]

que, esperamncs, devera esclarecer o que ocorre no caso geral.

Pode~se verificar que VI (£)= VI (g) + & ‘Sil' ou seja, a

- . 1
serie z S5 deve ser absolutamente convergeiite.
i , ' .

Suponhamos agora vilido o resultado de que toda funééo da

forma I o;Xy e de‘gél[a,b]; sendo todos os I, da forma.li=[ti,b]
i . ;

1

e Zlagjl<c = Isso poderd ser provado como O
- | 3

3
i

Exercicio 5: Se Zlail< w. e f=L ai‘XI ’ IiCEa,b] ent3o fe(}[abb]
= = i i i | '

Sugestéo: Tomar a seqiiéncia crescente .de fungoOes degrau:
N : : ' : , ‘ '
o= L a, Xy ¥ B.. X onde B. = - & la,| e aplicar o teorema
Ngoy 1 0Ty TNaRd N el

da convergéncia monotona.

o]
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Assim deduz-se imediatamente a

Proposicio 2: Se fe V [a,b]l entio fe¢ 4la,b]

A fungdo g da decomposigdo (4) ndo pode ser qualquer fun-.
‘gao contlnua p01s deve ser de variagdo limitada também. No entan
to nem sempre g serd absolutamente continua. '

1Agora provemos o resultado seguinte que ¢aracteriza Via,b]:

 Teorema 5: Uma- fungao é de ©V[a,bl] se e somente se é& a dife .~
renga de duas fungoes ndo decrescentes em [a,b] .

k Demonstragao-‘ Em prlmelro luqar se f?g~h, onde 3. e h sao nao

dacrescentes em [a b], como g,he V [a,b] pois: VI (g)=g(b)~-g(a)
| | | vT<h)=h(b)-h(a)
e V [a,b] é um espago vetorlal devemos ter fe V [a b]

Agora seja fe V [a b] Para uma. partlgao arbltrarla ~de

Ea xJ“ - _
’ | a;xo<xl<x2<,,, <xh=xv,, x<b.,
Definimos:
‘p(x)= T max{O rf(x ) f(x l)]}
o i=1
» . n
e n(x)="t max{o, LE(x; l) £(x; )]}
: : LI =1
i

pen representam respectivamente as varlagoes negatlva e posi~

tiva de f para a dada particao de La x]. Por consegulnte.
n ' )
p+n=1=1 lf(xi) - f(xi_l)l e p-n = Z [f(x )- f(x 1)3 = f(x) f(a)
.oi=l ' : o i=l :
o Agora definindo-se- P(x)= sup ﬁ(x) e N(x) = sup. n(x)
onde os supremos sio tomados sobre as possiveis partlgoes de [a,x]

temos que ¥x [a,bl:

sup(p+n) = P(x) + N(x) . ¥xel[a,b]
sup (p~n) = P(x) - N(x} = f(x) ~ f(a)
Logo T(x), variagao total de f desde a até x & igual 4
méxima variag3o positiva P(x) mais a mixima variag@o negativa N(x)
de £, de a até x.
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Como & facil verificar P(x) e N(x) sao crescentes em
[a,b]l. Por outro lado, como £(x) = £(a) + P(x) - N(x) onde
[f(a) + P(x)] e N(x) s3o n3c decrescentes,temos o rgsultado

it

desejado. c.q.d.

' Como consequéncia fica gue toda funcao absolutamente con
tinua é de V [a,bl] pois, de acordo com o Teorema 4 uma tal
fungdo F deve poder ser expressa por

F(x) = /% £ +.Fla) onde fe.l'la,bl

o~ ~ 1+ .
Definindo-se entao as funcoes positivas £ ={l£f|+f)/2 e

-f_é (1£i1-£) /2, deduz-se que f=ft - £, Portanto,  como
£, f e 4fl[a,b] se feﬁ@l[a,b}, vern:
F' ) = j: £ - fz £~ + Fla). Porém {fz £ + Fla)} e {fz £} sdo
nio decrescentes; dai segue pela Proposicdo 2 que fe V[a,bl. c.g.d
_ Podemos agora proceder & integracao de Stieltjes de uma
funcio fec®[a,b] com relacdo a fungdes de variagao limitada. A
imposigao de continuidade para a funcao a integrar pode - ser
removida. No entanto, como veremos, nesse caso podemos estar

certos de que a integral de Stieltjes existe.

Seja inicialmente ge V[a,bl, funcao nao decrescente.

Para um dada perticao de [a,b]

a=x <X.<X.<...< X_=b, construimos a soma
o 1l 72 n

(6) 0.

f(&i)[g(xi)~g(xi;1)] onde Ei.e certo ponto

e

i=1

[
de [xi_l,xi].

Definicdo 3: Se existe o limite da soma da: - im (7) & medida em -

que tomamos particoes de [a,bltais que max{x,~x, ;1 > 0, diz-se
qué tal limite & a integral de Stieltjes de f com respeito a g

que se denota:

IZ £(x) dg(x)

Na verdade a condigao de existéncia pode .ser omitida nes

Lo ' o, . . ' “a. v -~

sa definicao se feC [a,b5]. De fato com a analise semelhante a
-feita para a integral de Riemann . usando somas superior a inferi

Or provamos que: © limite existe:

Seja o0_= & M, {g(x,)-g(x, _,)1 onde M,= max £ (x) '8- 
o = ] 3 vy 3 s \
D) mifglxy)-glx, )1 onde my=gmin_ . £(x)

1 i-1 4
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. De acordqvcom a hipotese fgita'para:g temos: gnsohsan
Mas vqnwgn'ée -y -m Ylg(x,)=g{x;_,)1=0. .

: i=1 _ : v
Cbmo & e>0 3 §>0 tal que M, -ml<s Vl se m?x Ix =X, 1|$6, pode
nos ter as somas’ superlor e inferior ar01trar1amente proximas. Isto

siqnifica gue ¥e >0 podemos encontrar uma partlgao em N intervalos

tais que_
ON~Q se [g(b)—g(a)] , O que prova gue o limite de {o le-

Xiste. N ; _
A generallzagao da 1ntegral de Stleltjes de uma fungao
feC [a,b] com respeito a uma fungcao ge Vla, b] " dada de forma

semelhante 3 usada para a de fungoes de .C fa,bl a partir das
de .(?,c[a,b] .

Pelo Teorema 5 podemos escrever:

1g 91"92 onde gl e g, s3o fungoes nao decrescentes em [a b]

-Assim deflnlmos.

m b f(x)dg(x) 12 £(x)dg) (x) - fb'f(x)ég2<x>'

Pode-se verlflcar ;sem dlflculdades, a partlr da deflnlgao

das duas 1ntegrals ‘de (7) que f f(x)gd(x) nada mais & do gque
o limite de{G } no mesmo sentldo que na Definigdo 3 com:

g =

n it

B =

£(E, )[g(x ) g(x ‘)], onde‘ %o lsg £x.
i=1 RECHI |

Poderd ser igualmente verificado como

Exercicio 6: A integral de Stieltjes € linear com réspeito a

fungbes nao decrescentes isto é:

f “£(x) d[gl(x)+g2(x)] =0 f(x)dgl(x) i f(x)dq (x)

e fb £ dlrg0] = A /2 £0dst), g, 91,9, v [a,b]

nEo'decrescentes,

Esse resultado mais a formula (7) mostra que a integral
de Stleltjes ‘é linear com respeito a fungoes qualsquer de V[a,bl,
Outro resultado 1mportante e que se gl—gz~c, ‘constante,
‘entdo LSS

; b _ _ v “ | »
5 f(x)dgl(x) = ;a f(x)dgz(x) Hzec [a.b].



=45~

que se deduz da propria deflnlgao da lntegral Por esse motivo,-
castuma~se deflnir integrais de Stleltjes com" relagao a fungoes
do suhQSQago V,La:k] de V [a,b] de funcdes g para as quals g(a)=0.
Com. isso ellminawse qualquer amblguldade pois se gl,gzev [a,b] e
glvgzec entao gl—g2 : '
Agora vamos relac1onar as 1ntegrals de Riemann e Lebes~
gue com ‘a de Stieltges em alguns casos partlculares. ‘
19)- Suponhamos que gePlta,b] - Vimos que nesse caso g é
absolutamente contlnua e, por conseguinte, ‘de varlagao limitada
em [a,bl, '

Demetando~se I = Exi*l,xi]'évsabido que ' 3 EiéIi tal que:
| (x) g ) ‘
gr(Ei) = e ( ) i=X (Teorema do Valor Medio)
T mI L ) e R

Escolhendo esse mesmo ponto para f no intervalo I de
uma: dada . partigao de [a b] vem: ' ' ’ i

o =1 £(E, )g (g, )m(r RE

LR )

9, é tal gue estd compreendida entre as correspendentes somas su-

perlor e 1nfer10r de Riemann para a fungao contlnua G=fg'.
Tais somas tém, como sabemos, o limite: '
‘f £ g (x)dx
como precxsado na Deflnlgao 3. vemos portanto que nesse caeo.
f f(x)dg(x) = f f(x)g {x)dx = f fg!

fsendo a ult;ma 1gualdade consequenc1a da 001n01denc1a das 1nte -
ﬂgrals de Rlemann e de Lebesgue, nesse caso.

o 1e1tor pedera fac1lmente identlflcar ‘este resultado ,
com O que, certamente esta habltuadc a usar em calculos de 1nte~
grais com mudanga de varlavel. Por,exemplobse desejamos calcular

a integral .1

[b 2x l-x dax |
e fazZemos a mudanga de varlavel x~sent, como (sent)‘~cost, temos.
fi;Zx‘ l—xz dx = n/zlsen2t ‘dsent =‘fw/2 sen2t cost dt

29) Menos’ ev1dente é. provar que. no caso em que g€ &3@q%§@
nas" ab$olutamente: continua vale ainda:
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® |2 fgam) =S £9'|  wEec%rabl onde g' & a
@eg;yada.;q,t’p;_de,g, sabldamente fungao integrdvel. (Ver por

III. 3 - Dual de c°[a,b]

O‘eSPaco"V-[a,b] é um'espaQO”imoortante em Andlise Fun
01onal tambem por 'ser' “'dual do"espago de. fungdes continuas no
1ntervalo [a,b], sendo ‘a norma (3) coincidente com a norma usual
dos -duais , a ‘menos: -de ‘uma constante adltlva que e:o modulo do
‘valor da funcdo em a. = ' - R

.  Se trabalharmos ‘com v, la,bl ha perfelta ¢oincidéneia
das normas. Nesse sentldo allas, costuma-se Ldentiflcar  esse
espago com 0 dual de’ c [a,b] por isomiorfismo . | '

Tebrema'GF Seja L um fun01onal llnear llmltado sobre C La, b].
Entao ex1ste uma funcao geV, [a,b] tal que tenhamos :

,(9) ; Ixf) = f f(x)dg(x)" v %TeC [a, b]

tal que: |l.L: - VT(g) Inversamente toda fungao gev [a bl defL:
ne um func1onal llnear llmltado sobre C [a,b] ‘dado pela forma (9)

Démonstracgo Deixamos como exercicio a prova de que- (9) deflne
efetlvamenta um elemento de {C [a, b})*
' Para provar a ex1stenc1a da. representagao (9) em qual—

'quer caso, vamos u@sar o Teorema de Hahn~Banach [4 ] encarando‘;

C?[a,b] Gomo um subespaco de ‘Bla, b], espagd5de:fuhgaes limitadas
‘em [&,b]. (ver segao 1. 6) com a norma:
Ilfﬂ = . sup.. If(x)l
a$x<b ‘

que c01ncide com a norma de C [a b] para fungoes continuas.

_ Seja entao L e(C [a,b])*,. Existe pois . um funcional
‘agg(B[a,bJ)* éxtenééo de L ‘a Bla, bJ‘tal que: '
n{; o= T g
B*
Vamos agora tentar representar L por uma intngral de;
_Stleltjea conm respeito ‘a uma fungao gev [a ,bl. Para tanto ‘usa -
mos 0. artlfLC1o segulnte.
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DEfinimQS:hf= X(a,t] Ibztﬁ(_aflb] e ha'_-;,O

Definimds agora g(t)‘=‘ (h ), asts<b, e vamos prOvar que ‘g V [a,bl.
-~ Seja. entao -a— X <x1<x2,...< X =b uma particao arbitraria de fa,b]
_e 01—51na1 [g(x )=glx, 401, 1=l 240yt

‘iii"?(xi)fg(xi“l)l =iil Ui Eg(xi)-q(xi_l)]‘=
PR j ‘ n : :
om Loy [F(h, ) - Fth, )] = F( I o,y )
o as R ET T T gy ATy e
- I lg(x ) - glx, Pl slE Ilz o, X I
Verifica-se porém sem dificuldades que || & o x(i .1 h, = 1.

-bai'éeguéf que‘

o n : | | )

Ig(x ) - g(xi_l)ls LIl para qualquer particao fini
1~1‘ , ‘ '

ta de [a,b] Qu'seja ge_Vb[a,b] e VI(g)s | L ||

Resta proVar gque de fato L(f) = fb £ (x)dg (%) ercofa bl

Para tanto deflnlmOS uma funcao degrau ¢ associada a f e
‘ n

a part;cao com: ¢ = L f(x l) X (
‘ Yo Xy X, 17
‘ - _ l’ =] Ry il

i=1
aSSiml s |
R K N = 1325, xy P8ex, 1£0e,_;) = £00) |
‘o que mostra que ¢ tende para £, quando fazemos a partlcao arbl—

vtrariamente flna.
Agora pela contlnuldade de & devemos ter
£(¢) » &(£) = L(f)  wfe c°[a,bl.

Pbpém,var'cOnsﬁrUQéo temos
’ ' . m : '
L(9) = iil f(xi_l)[g(%i)—g(xi_l)]_

Passando entdo ao limite temos enfim

e = 12 £oagix .
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Observa-se ainda que de (6)"' deduz-se que

[vIL(f)|$ | £ Hm. VT(g).‘ou sejd

Ll g vi(g) . Lagc como ja provamos aue a de si
gualdade vale no outro sentido , temos

MLl = Ve(g)  c.q.d.

. ~ Observamcs enfim que, como de costume para duais,(9).é§
tabelece apenas uma maneira de representar funcicnais lineares
continucs sobre um espago vetorial, entre uma infinidade de ou-
tras pcssibilidades.' No Capitulo ITT veramos outro tipo ~ de
represantagac para © dual de c [a,bl.



,CAPITULO ITI - FUNCOES GENERALIZADAS - NOGOES SOBRE
' DISTRIBUICOES

o -Patavum_tratamento adequado de equagdes diferenciais, &
'esséhaial”Q conceitb de funcao generalizada, que conduz natural -
_mente 80 de dlstrlbulgao. Essa idéia surglu da necessidade de se
Jdar um sentido preciso e vigoroso a entes matematlcbs utlllzados
na descrigao ‘de certos fendmenos fisicos, o que nao era possmvel
fazer. somente com as fungOes classicas.

' o PoOr exemplo, o delta de Dirac 8§, que ao tempo de sua
1ntrodugao era chamado de “fungao de Dlrac e que Serla tal que:

o
o

|8 (x) se  x# c

f
+
8
1]
0]
w
i
9]

§c(§)

& na realmdade uma distrlbulgao. Tem 1nterpretagoes fisicas varia
das como a de um 1mpulso ou a de uma carga concentrada num ponto

c.

III;l ~ Derivadas Generalizadas
: Nossa prlmelra apresentagao de fungoes generallzadas se
fara atraves da deflnlgao de derivada primeira de certas fungoes
de variagao limitada, usando a integragao de Stieltjes. |
‘ Como sabemos, tais fungdes nao sdo necessariamente abso
lutamente contlnuas e, por isso, suas derivadas q.t.p. nao as
"recénstituem“ por integragao, em geral. -
“Por isso vamos definir um outro tipo de derlvada que, pe
lo menos 51mule a proprledade fundammntal
. X
f(X) = J‘ £' + f(a)
.'a '
sendo a 1ntegrdl convenicentenente du’zridl dez forma gque coinciida
com -a 1ntegral comum quando f for absolutamente contlnud.

Sabemos que se g & absolutamente continua temos:
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da o . a
isto & a integral de Stieltjes se transforma em una integral = de

Lebesgue .comum,

Sy Suponhamos entretanto que g nao- se]a absolutémente’conw
tinuaéiﬁ | SRR SR
. Para facllltar nossa exposigéo; comecemos-com uma  fun-
gao bem simples de variagdo limitada nao continua como a fungio
de Heavisxde para uma semi-reta de R, [p ) % '

~'~He(x)_= {]. se X2 ¢C
S L0 se X < C.
Obviamente | Hé € V[a,ﬁ] Va,b e R. Supondo-se
c e (asb) temos por definigao: | o
b.. .
'_J.f(x)”dHc(x) = lim Z f(E. )[h (% )—H (xl -1 )]
a | ax]x = |70 FL
3 . _
Xj-1 2 g’i 2% ,
H-\l
C
a - xo . ‘:xl Xz.-.._... Xj_l c . xj ‘-ofo'.f- Xn_lxn— b

seja [x5.:%5) © intervalo em qué se encontra ¢ para

cada partigao. Temos:

Ivf(x) aH (%) = 1im '.ffij’”
a Xj‘-l—xj l__)_o B

Mas, como f & continua eHl‘Ehha, devemos ter:

t

R -
o j £(x) aH_(x) = £(x)
R ..

- 'Portanto a 1ntegral de Stleltjes de qdalquer’fuh@éd"con
‘tinua num Lntervalo [?,B] com respelto a: H ’ fornece o valor: des
sa - funyao no ponto ¢, desde que ¢C e[},b] Assxm,
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def;nlremos a. derlvada prlmelra generallzada de H como: a

funcao generallzada H' tal que a_integral de seu produto por gqual-

quer funcao contlnua_seja 1gual ao valor desta no_ponto c.

EVldentemente nao se trata de uma 1ntegral comum.  Mas

apenas s;mbollcamente escrevemos

j fH, = f(c). vE € C?[?,ﬁ].
a | '

No entanto para evitar qualquer confusdo vamos freQﬁehte-
“mente preferir usar o s1mbolo <.s.>. Isto porque H' deflne sim-
’~plesmente um funcional llnear continuo sobre C° [a,b] com- '

B o

_;(2):;  ‘ ' .v<'f.,H(':> = f(c) ¥f e C° [a,b:l

De fato temos:

pl<f.H’>| <  max If(x)| I EL = |\l
- © T agx<h . d <1

Alids, escolhendo-se £ ¢ C°[a,b] tal que

max |£(x)| = |£(c)]| conclui-se que el ]| =

a<x<b ‘

E claro que o fun01onal definido por H' é o mesmo defini-
do por H atraves da integral de Stieltjes, usando o teorema do
»Cap;tulo JI. Trata-se, portanto tao somente de representaooes dife
’rentes de um mesmo funcional.

' ‘ _A notagao mais usual para H) & §, r"delta de Dirac concen
trado no ponto c¢" que definiremos pois por wzio de (2), isto é:

<£,8,> = f(e)  ¥Ee C'[a,b].

Agora podemos verificar que, com tal. deflnlgao a funcao
H pode ser reconstltulda a partir de 8, no sentido seguinte:

Como o
L 0 se x<c
L GHo(x) =11 e x>C
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T Cox U {0 0 se x<c
€ 'If-‘H‘f(x) o Ic‘s Svems: I 8., =14 R
e L, ¢ a Ja c ‘ 1 sg.fgq

como querlamos (o uso da lntegral de 6 e, como ‘sabemos,
_51mbolico, lela—se <1,8.>). _ . :

Podemos agora estender esse procedlmento para “derivar
outras fungoes de v[a,b].

SeJa entao ge V[é ﬁ] fungao que tem um numero finito m
de descontlnuidadesem [é 5] Sabemos que:

g=Grs onde §ec'lam] e 5= 1 Sy p)

j=1 R
(de acordo com nossa notagao X[t 5] & Ht ‘ restrita a Eé 5l).
, S .
: ‘ J . .
Supondo‘que g seja absolutamente contlnua temos.A'

£(x)dg(x) - £(x)dg(x) + | £(x)ds(x) , ou sejas
R i) 4] et , ou seja:

b . d_ . m b L
£(x)dg(x) £gY o+ ) s, | E(x)dH_ (%)L

‘Porém, de acordo com (1) temos: -
1’”f(x)dnve<x)”?‘f{tv71

da%de-g-por;f

b b M b e
j.fg' fgt o+ ) sjf(tﬁ)7'”6U-¢omofno.cdso de Héé
a =1 - IR e

ll

s
J fg + 2 sjf(t i

(3) ;ef;gxgj

) : “I-};’ s a et i «

AQuiftambém‘obtembs de modo andlogo ao'de H_ que

,J.g{ ;.g;, como se podera verlflcar, flcando, bem entendi

“do, tratar—se de 1ntegral simbdlica, representando a forma llnear‘

iaplicada a . 1 ‘sl,g'} no 1ntervalo La,x].
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. Sempre supondo g absolutamente continua, teriamos resulta.
do andlogo para o caso em que 0O nimero de descontinuidade nao é fi
nito {mas enumeravel de acordo com o Teorema II. 5).

R ) .
@) keg'> = J £+ ] syE(ty)
i | _a ] 3

Observa—se que, como 6 o’ g' define também funcional li-
‘near continuo sobre C°[a,b] com (3) ou (4), Temads:

b
|<£,9'>] 5' max |£(x) | j 3| + max |f(x)| X lsj[ —>
agx<b a agxs

. b
<t,gt>] s cllell, com c= [ g+ syl <=
DA a i
Obviamente todos esses funcionais ten sua representagéo em
forma da inte_’gral de Stieltjes com

A b ’ | ,
<£,g'> - j £(x)dg(x), de acordo com o teorema 6 do Capil
a

tulo II.Portanto, trata=se apanas de maneirasdiferentes de represen

tar um mesmo funcional, (Para evitar qualquer confusdo, alilés, con-
vém lembrar que V,[a,k] nio & o aual de ¢°'[a,5] mas sim um espa=-
go de fungSes isomorfo a {c'[a,5]}". Portanto as fungSes generali
zados derivadas de fungSes de V[a,b] definidas em (4), formam con
junto isomorfo a uma parte do dual de c®[a,b] e néo propriamante
parte dd mesmo).

Bexa mais ccmede dagul por diante escraver igualdades de
f.unqoes qeneralizadas da gual podem eventualmente participar £fun=
;:qaaa ‘oomuns . ,
| Assin as igualdades que representam (2), (3) @ (4) séo.
respactivamente:

.

1
g@ : G

: n

.gl = §| & 8 §

, | jgl. 35,

g' =§' + g sjét r@lagces essas no sentido das fun-
g@es generalizadas.
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vIIl;Z, Fétﬁﬁias de integragao p6r purteslgenéraliza@ax

0 procedimento de derivagao generalizada en base na inte~
gral de Stieltjes & é limitado & . derivada primeira de algumas “fun-
¢oes de v(a,b] . Em muitos casos temos necessidade de usar deriva=-
das de ordem superior. Para tanto & necessfrio recorrer a uma in =
terprataqao diferente da derivaqao expressa por (2), (3) e (4) que
val inclusive permitir estendé~la a classes muito mails amplas de
fungdes como a das (Lebesque) integravels.

Antes de mais nada, & preciso recordar a formula classica
de inteqraqao por partes.

: Quando £ e g 830 fungdes continuamente diferenciaveis, is
to &, 2,9 ¢ c'ra,b] vale a £ormula:
R 42 -3 b (b
e J £g' = fg/, . ] g
_ La_ a a

- I ‘ : ~
onde lg/ = £(b)g(b) = gla)f(a) é o termo integradn. As integrais
de (5) pcdem ser considerados tambim int@graia de Riamann uma vesz
*qua f'g e £g' ¢ ¢°[a,b)].
’ Recorda~se que . A5) pode ser d@duzida a partir da Lntegra—
q&c membro a liemhro. da f&smula de Leibnitzi

(fg)' = fg' v f'g - f,g ¢ o za,m.

Agcra, pede-se demonstrar que se fegqg aao abs@lutamann
te aanﬁinuas am [a,@]  £g tambam 8 absolutam&nte continua.

, gxercigio t Provar qua ge £ @ g 880 abs@lutammnta conﬁinuas entio
£y também o é. | ! .

; Sugastac: Maj@rar f e g pelo miximo em qualquar e@njuntc d@ Lnter
valos ds [a,b].

fAdsim devemos ter:

. b ‘
£(b)g(b) = j (£g) ! + g(a)f(a)
: a ;
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R Usando agora a £ormula de Lelbnitz nos pohtos em que fg é
diferencia,vel vem: '

(£g)' = £'g + £g' q.t.p em [a,b].

- Pode~se provar ainda como:

Exe‘rciciﬁq'_m 0 produto de uma fungdo de &' [a,b] por uma fungio con
‘tinua também & de &' |a,b]. ’

' pal vem que £'g, fg' ¢ &' [a,b], donde:
(b b b’
. J (fg)' = J f|g + J fgl
a 5 PR ”

o que prova a validade de (5) para £ e g "apenas” absolutamente con
'ﬁin}aaﬁs o ’
Vamos agora interrelaclonar (2) e (5).
Seja g =H, e f absolutamente contfnua em [&,5].
Com iaso vemas que o 29 membro da (5) & bem definid@ no
', s@ntid@ usual, valendo precisamente:

. o
. £/ j = H,(b)£(b) = H,(2)£(a) -=j £
&) :

= £(b) = Eftb) = £(a)] = £(e).
Entdo :p@d@riam@s igualmente definir H, por (5), iste &:

b : .
J fﬁ' = £(g) ¥f absolutamente eontinua em [a,B], sen-
a

do simb&liea a integral da relagdo acima. . -
_ Imaginem@s agera qu@ d@l@j@m@s a derivada segunda de H
-N@ta=s@ gue . §§ £ eg t&m a 1= d@rivada abg@lutam@nt@ gontinua vau

ler ‘ _
7 b b
J ,fg" = fg' / - J fjlgl
‘a8 a ‘&

. 'rerm@g int@grad@a @@m@ fg' / r@pmlantam iﬁ@@venient@s
que serf Otil eliminar.Per igg@ temamos. £ & ! (28], 8ubes-
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‘pago de C'[a,b] assim definido (™) ;

clta,bl = {£/ fec'la,bl, £(b) =f(a) = £9(b) = £'(a) = 0}

, Fungdo de Cjla,bl] . Nesse caso témos:l’

Cn -
'J fg"= -J f‘g : erC%[a,bJ
‘a a ,
'se g' é absolutamente conti -
nua. , S
;»Supondo-se poram que  apenas
» g.& absolutamente continua g"
‘:nao é necessariamente fungéo (pelo menos nao de .e‘ta,b]) Nesse
caao,porém,detinimon g" por:, ‘ SRR

| SRR 1 SR . ey -
(6) J’iq",- jff'g‘ Ve« Cyla,bl]
R EDRLEE

Mais ainda, suponhamol agora CE "apenaﬂ" em VEa.bJ. Por
exemplo g = Hq Te:lamosa

’b L | b ] ]
Ja tfic o - Lf Hc o1 seja
| gHg = = £'(e) v ¢ Clla,b]
‘a ‘ ' : ’ ! ' B . . . .‘ - H
fsande todas asxintagraiiaacima'simbél;casj'preterimaa as~
-erevery |
R T T s.-"(e‘)‘“.- | ¥E ok clab]

De . modo cearenta com noeso prscedim&nto antarior, danota—-
romos H" = 6' 6' ‘derivada do delta de Dirac é canhacida como

;ggggg;g ou ggubla .

',(*) ‘Na vardade. para nosuo 1nteraﬂnq imediate bantaria f(b)-f(a)wo.
IR Entretanto pelo ququua verd na. saQac seguint& a ascelha dessa
'+ ‘subespago & mais agerente. ‘ : NN BV
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Podemos agora, de modo analogo ao ja feito para a deri
wada prlmelra, generalizar o procedimento usado para H a ou-
tras fungoes g € Vla,bl. :

’ ©. Assim sendo, com
g=g+ J s, = [ty,b],

L S4Xp Iy
s R T J

_supondo que §' & absolutamente continua,vem:

(8): .. kf,g"> = = I f'g' - z sjf'(t.) er:Cé[a,b].
T | a 7 ,

: Deve ficarx claro que a derivada: segunda generalizada de
flnlda por (8) coincide com a derivada comum (no sentido q.t.p)
quando g" ag‘[a bl, ou seja, quando g' & absolutamente continua.

Agora, observando que se f'. é absolutamente continua |,
por exemplo, se  f ¢ C2[a bl onde C2[a bl é o subespago - de
c? [a b] deflnldo por:

| cgta,bl = {e/s c2[a b1, £(a)=£(b)= =£' (a) =£" (b) f"(a)*
- ' *f"(b)*O} :
teriamos ainda;
| b . b b X

j f'g' = f'g// - j f"g , ou seja, com (6)

- S D g b EN o .
(9) CKkE,g"> = J f"g ¥f ¢ C:[a,b]

Com essa 1nterpretagao, vemos que- nao precisamos nos
frestrlnglr a funqoes g tao particulares como as de © V[a,bl N
'}ftals que g -seja. absolutamente contlnua. Basta que ge¢p'fa,b]
"para que o 29 membro de (9) tenha sentido. Observe-se ainda que
se g"e¢ fB'la, b] a 51mbolog1a <«,+> corresponde efétivamente ‘a

quma lntegral

: A ldela da deriv.;ao generalizada estd portanto. 1anga-
Eda.,se ndo, podemos derivar uma fungdo de modo que a derivada te
,nh proprledades desejavels, que derivadas ¢.t.p nem sem -
fpre tem (com respeito a prlmltlvas por exemplo), adotamos o pro-
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cedimento segulnte.- ,
Prabalhamos em dualidade com’ fungoes—teste suficiente-_’

nte diferencxavels e de proprledades convenlentes de nulldade
em a e b, e passamos a- derlvagao para estas.ﬂ'l ot S S
o Como definir ent3o derivadas de qualque

jfungoes g e£,[a,b]7 Tomamos fungoes teste du
,de CmEa,b] tal que 4

"i7_% c?[a,b1- ‘{f/fecmca,b]',e'1f‘?’(§j;f&%l(5)¢ g7i;6;i;:;;ﬁ}“

f(k) B '

com £

543 [a,b] deflnlremos g( ) derlvada generaliza

g por:

e T .l

,In;éipre-add .'id) éqmo uma aplxcaga& sobre £ vemos que" g( ) de
fine nada’ mals e nada menos do gue um funcxonal linear sobre o

'espago ve,orial normado C, [a,bﬂ, coﬁ a norma ll |k - , onde
( ' R

(11) l\fl% o = max { max. *{lf(j)(x)[}
s o R 0<j<m a<x<b \ AT

o Como sabemos, clra,bls & um}ééﬁago“dé”ﬁanach para a
norma ' | bl e e B T e e

| £l = max |f‘°’<x)|
o mesmo-§¢orreﬂcom‘ Cg[a,b] por ser subespago fechado de C %[a,b]
Agora, para a norma -
H le;w - max { max |f (x)l}
' 0<]<l asx<b
?c‘[a,b] é completo assim como seu subespago C [a,b] por razoes
“analpgas. De modo mais geral C [a,b] e ‘um. espago ‘de Banach para

‘a norma . (11)
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‘Com isso podemos concluir que derivadas generalizadas
de ordem 1, i<m de’ fungoes g € £'[a,b] definidas em (10) sao
elementos do dual de C [a,b]; de fato;

‘ . O . 1 i b .
| _I'<f,g(i >| = IJ Mgl < max ‘f(l)(X)II sl ou
. , a agxgb a

. b
C llf!%,w Vi e'CT[a,b] , com C=J lg}<e.
_ A |

(l)>|

tA

seja.' Iff g

o Vamos Cdncluir esta apresentagéo dav'fungﬁes generali
zadas, observando que o uso de C [a,b] ndo & a tGnica manei-~ |
ra de se deflnlr derivadas generallzadas de ordem menor ou i-
gual a m. A escolha desse espago & no entanto estratégica, per
mitindo, entre outras coisas, que a integral simbdlica

(b . '
' [,fg(m) = <f,g(m)>
a S

possa ser definida de maneira simples por (10) e que ela coin-
cida com a integral comum desde que g seja suf1c1entemente di-
feren01avel Por exemplo, a escolha de C [a b] seria incoveni-
'ente dev1do aos termos integrados que apareceriam.

No capitulo seguinte veremos como obter tal proprleda
de ‘com espago um pouco menos restrito do que C [a b]

Y
II.3, Nogdes sobre distribuigles

Na analise que fizemos nos'dau;parégrafds pr&¢EdenteS‘k
‘apenaé introduzimos de uma maneiré indireta aspectos da teoria
desenvolv1da partlcularmente por Laurent Schwartz, formallzan-
:do e consagrando o uso das fungoes generalizadas em Anallse
Funclonal ‘essa é a teoria das dlstrlbulgoes[14]
_ i N30 & nosso intuito estudar em detalhes ou rigorosa - .
ﬁéhfé.tal assunto, alids bem vasto e de complexidade que exige
conheclmentos matematlcos CU]O tratamento fugiria ao objetlvo v
deste texto. -
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A intengao & tao somente a . de apresentar suas nogoes ba -
‘sicas, assim como - seu emprego no estudo de equagoes d1ferenc1als.i
. Ja sabemos "derlvar" gualquer fungao 1ntegravel ate cer
ta ordem m; para tanto trabalhamos com um espago de fungoes tes-~
te G [a,b]".,, ' . O LS T, o
‘ ,' ‘Como . fariamos agora para consegﬁir defivadas de qualquéff
»ordem’ Certamente precmsarlamos de um espago de fungoes-teste in
finltamente diferenciavels no sentldo usual, com certas prOprle-
dades de nulldade em ae b. o _ Co
v \f, o espago de que necessxtamos e, .em outras palavras, um
subespaqo de C [a,b] tal que f(l)(a) = f(l)(b) 0 i=0, 1v2,.;
: e Para deflnirmos c0nven1entemente 0 espaqo das fungoes -
teste 35001hldo por Schwartz precisamos da: Bt e

Definlcao 1-‘Suporte de uma fungao f é o menor fechado de R que‘
contem o} conjunto de pontos X. tals que f(x) # 0. Denotamos

supp(f)-aj

onde a barra superlor representa o fecho do conjunto.

Exemglo 1: Seja a fungao f(x) =-senx. o
" sabemos que senx = 0 se x =KkI k=0,%1,%2,... . Portan
to supp(senx) = R " : ) o

e 1-x? se |x|<1

i

.EkemElOIZ:'Seja a fungio Y (x) ‘ :

- 0 se |x|>1
Temoé: ¥%x)v# 0 se |x]|<1 ' 4
Porém supp (V) = {x/|x[<1} g
ou seja supp (¥) [-1,11
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59§ra'definimos nosso espaco de fuhgées~te$te19(a,b); |

iz T

Dla,b) = {¥/vcC”la,bl, supp(¥)<(a,b)

Como o suporte de ¥ & sempre fechado e 1imitado por
' que esta contidp em (a,b), D(a,b) & comumente dehxnido como o
.conjunto de funqoes lnflnltamente diferenciaveis cu30 suporte

5e compacto coritido en (a,b) . .

o A pergunta natural que deve surgir & se’ tal  espago
»nao esta reduz;do a fungao identicamente nula em [a bl. A res-
posta -3 negatxva Por ‘exemplo a fungao do exemplo 28 de

v£9(a,b) se (a,b) & tal que contém [-1,1].

v

‘Exgrcic;QwB: Verificar que a fungécy definida pérz
| IR S S
o e At (BT g4 pacx<on
Py = | |
o } se x<0a e x>06b

pertence -a D(a,b) se as0 e b20.
. Além disso .se a,bz0,idem para

1
e e (x-0b)* se %<x<@b~
o Rem = e TR B
com V@g <9 <1, o
Se a,bs0 topar ,\/§ <9 <1 e
S 1
Bt Frver-ye ) - ———— - se OQa<x<ym
| e (x-0a) e (x-%) | 0.
o - L o . b
' o . : ' se x<0a e x>=

=0

o Agcra;‘t¢mando~se Y como no Exercicio 3, podemos cong
 -truir tantas outras fungdes D(a,b) quanto quisermos usando o
‘procedimento seguinte: multiplicamos ¥, por fungoes o infinita-
mente diferencxavexs em [a,b]l. De fato, nesse caso. aVO c®La,bl
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‘Além disso temos:
supp(af,) < supp(¥,)<(a,b)

Dai'. segﬁe'g‘ que oy E.D(\a,_b)‘ comd él’uériamos;'

Parece-nos ser desnecessirio provar que.

D (a,;b) C-~le"_a"bj
e que ;D(a.,b) e um espago vetorial
Porem ' :

,?b(é;b) f ?}1 c’;‘ta,bn.
._ .

Por exemplo 'PeC [-1,1] ¥m, Porem yg@( -1, l). |

Vlmos que para C [a b] podemos def:.nlr avnorma (ll)

ﬁ‘tr:.tamente cont:.do em (a b)
'_y'passagem ao 11m1te. '

lado (a , :
'.‘m:Ltes de seqt&encias de Cauchy de ,D(agb') .:n, s‘sa norma sao elemen: :
_:fftos de: C [a bl. Na verdade@(a b) & denso em C [a b] para ‘a
"_"norma (ll) . e g — oy
: Outro resultado correlato nada ev'dent:e & 'que’ﬂ.(a b)i‘
‘,e denso. em -&p[a,b] 1<p<°°‘ para a norma e d

‘A demonstragao desses resultados de

densidade que usaremos mais adlante, co
"'eXJ.ge conhec1mentos que ‘nao estao
fﬁdispom.vels agui. A idéia esta llus ’
‘trada ao lado para uma fungao nao

‘limitada de ,4'[0,1] (ver p. ex. [1])
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Voltando ao problema de "medir distéinciés" em ?(a,b),
‘e entao imperioso substa tuir a nogao de convcxgenciarem norma
'pela seguinte. '

"Défihic;éo 2: Uma seqliéncia {‘?n} de O(a,b) convergird para
| Pe -D(a,b) se: ' ' A

119) 3K, compactc; contido em (a,b) tal que supp(vﬂ ) ¢ K

29) maxl\f’ - plm (x)| ~0 ¥m
. ReR

A propriedade é altﬁernativamente expws"sa pelo fato de
que a seqiiéncia 1Y, -¥} de £ (a,b) assim como a de derivadas de
gualquer ordem, . cenvergem uniformemente para 0 em K. '

":E'x‘emg_ 1o _3: A seq&eneia {‘Pe} definida para egep<l por
e 1=(= )z ge  |x|<e
se |x|ze

) =

) nae converge para nenhuma fune;ao de H(= l 1) quand@ e + 0. De

¥n

,ﬁata supp (¥ )e [=eq,e,lcl=1, 1] ¥ egep « No entanto WO)-W ve.

Istc implica que © limite
taria gue Ber uma fungac deseonti=~
‘nua eemo indi @a a ilustragio ao
‘lade.

xemple 41 A segliéneia {xn?} gonverge paza 0 em 0( 1,1) se

Ve D=1, 1) .. De fato,se Ve @( -1,1),70<l tal que nugp‘?@t-a ol L@g@

ﬂlupp(xn‘ﬁ)écwa ol ¥a, Por outre lado!

v max lxnw(x) ' nax Ixﬂ@(x) l '.g < gn‘ “ ‘P“m* 0.
_'xg(*l,l) _ : xel=a,d - B X}

Afxal@gamént@ temoesi
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|(Xn3)(m)|= 2 F{. T ﬁ‘l?\m‘l)i oL lm)

‘ BIE SIS PN com - n_ ...
i=1 og=0 - .
|(on)(m) < C 27 jmyn-m ) max - lV(“fl)(h}i YK, Wia.
- m . ’ :
i=0 nel=a,al
Logo
| ny, (m) [%] mon-a v o slmei)
max l(x V) |< c, nu ) I Py iR 1)y | ¥i
xe["d Of.] ’ i=0 Xe ;L"\.L ,C{} '
donde lim max ’|(xnﬂx(m)l 0 ¥a
n>e  Xel-—o, ol ‘
m - ) ‘
Obs.: [§]= % se M e.par;'

-

mi_ m-1 v -,
5= 3 . B¢ m & impa:

Observe-se que'eSsa nogao de o nver geuclae genaraliza ..
certo sentido a nOgﬁo de con;;rgéncia ¢ norma. Por exemplo, e
se tratasse de Cmta,bl com & norma (11) teriamos que testar - a
convergenc1a de {? - ¢} para. assim,comb a das derivadas, i
:pre na norma do maxxmo. 85 ¢. » naesse caﬁo em vez de testar a @

todas as derlvadas o fariamov sé'até a +-rdem m. \

Podemos agora defin.: una dist ibuicao. Isso se farad da
maneira mals natural possivel, isto &,como uma espécie de func 0
‘nal linear contlnuo que engloba todos os ja dgefinidos para

',C [a,b].

Definigao 3: Distribuigdo de Schwartz € um fun01onal linear con-
tinuo" T definidotsobreaﬁ(a, ) sendo gue a continuidade se expri-

me por: _
<? > - <, T> em R sempre que {W }, Vc{iancia gz
,-D(a,b) convergir para ¥ e .D(a,b) no sencido da De: inigao 2.
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Num sentido algo mais amplo do que o habitual o conjunto

-

fde tais funcionais lineares continuos sobre @(a,b) & o dual des-

ﬁse espago, ‘que - denotaremos DY (a,b) dito o espaio das dtstrxbui -

qoas da Schwartz.

1@)
S tribuigao por:

A seguir damos ‘exemplos de elementos de D'(a,b)

Em primeiro lugar, qualquer fungmo g e [a,bl define una dis

. b
| <‘?,g> = W
et ) . b o
De fato |’<‘-Pn- ‘*P,g>| < max | i'f‘n_(x)-‘{’(x)l_ J lg]
o S xe (a,b) A
Assim ]<Wn-‘ﬁ,g>| + 0 se th“P+ 0 em a,b)

20)
' “1distribuigoes via integragao. Esse & o caso de fungbes local-

Mesmo certas fuﬁgées néo integréveis em [a, bl pcdém definir

nente 1ntegrav&is( )em (a,b) ,istc &, de fungdes qe/%K):VK,og

de K- & qualquer compacto contido em (a,b). Isso porque para

todo ¥e la,b) e toda segii@ncia {{f } que converge para ¥ em

-‘a‘£)(a,bl. jKe (a,b) tal que %%(x) = P(x) = 0 ge x / K. Logo:

39) )
' . nues definidos por (10)
 definigdoy

b _ o
<Vn nr9> = j (¢n¥%)g EJ (@-Vh)g e recaimos no caso anterior.
& K '

4Ne§_d©is‘cas@s acima, dizemos que a distribuigado & ragular.

De mode mais geral, gualguer um dos funclonais lineares conti~
é tambem uma distribuiga@. De fato por

RA g™ ¢ man v, M-y L] g
. #el(a,b) a8 o

- Isso gquer aiz@r que se ¥+ ¥ em £ (a;b) entdo

<%y =?,g + 0 en R,

Tais distribuigBes ndo sdo mais necessariamente regulares pois

(m) ndo &, em geral, uma fungdo clissica. Esse &, por exemplo,

jv@ easo do delta de Dira@, qu@ ag@r@ d@n@min@r@m@s distribuigao

" '63 Dirae.

- grlvel em EO 13,

Por exgmpl@ a fungde 1l/x ﬁgéiLO 1l. E, perém, l@aalm@ﬁte inte
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A propos:l.to de tais funciona1s ’ observamos o] segMnte.

' g<\m) onde g ¢Ll'la,b] define ndo sé funcionais lineares
L contInuqs sobre CjrLa,b] como também sobra qualquer c Ea,b]
| "vcom 2>m (verif:l.car) Portanto nossa conclueao aqui poc’le
ser considerada natural, | ‘ |
Assim como se define igualdade de fungdes ou ainda i-
gualdade de funcionais, podemos definir analogamente a i=-
gualdade de distribuigbes. Assim, dizemos que TI,ng HHa,b)

séo iguais se:

<‘P,,T1> - <'P,'r2>‘ vve Ol(a,b)

| Maie ainda, pbdemos considerar seqléncias de distrib -
: qoas e definir convergéncia, 8d ¢gue nao como se faz para
funcionals sobre espagos vetoriais normados, onde se utili-
za também a convergencia na norma dual do supremo. Precisa~-
mos agora usar nossa n¢, io de convergéncia em D(a,b).

" Aesim, diremos que uma seqlidncia {'r } de §'(a,b) con
verge para T ¢ D' (a,b) sau

IRTE R X S T TOA R

Exemplo 51 A seqlincia {7} definida por

-t §. =8

S : € _
conve:ge para a diﬂtribuigae 6' (dipolo) quando & - 0.

De fatol

'

<¥T.> = 2 grel VP@@(aab) .

L <pp> = dn - HEEZHE o pia) VPdia,)
e+0 o g0 ‘ L

Como sabemost <V,6'a> s - (d) V?eﬁ”(a,b) . i.cgo '

lim T = éé em &' (a,b).
€20 & . : )
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Exercicio 4: A seqléncia de distribuigdes regulares definidas
por - B o .
£ (x) = {1/_2& se |x|z e o
€ 0 se |x|> €

‘dénvex_:ge para_ 8o em D'(-1,1) quando €+ 0, g<1.

Sggestao. Usar o teoremd do valor medlo para 1ntegrals. se '
f,g € C°[a b] ‘e £>0  entao Bge[a bl tal que
_b_‘ (b
-j.fgs g(E)J £
a a-
.Oportunamen?e lembramos que o exercicio 4 faz exata -
mente © paralelo entre a distribuigao de Dirac e a "funcao" de
Diraé_tai comq_a‘apreséhtamOS no inicio deste cabiﬁulo De fa-
to, se existisse o limite de {£_} como fungao esta teria que
'ter aquele sentido (verlflcar).
' ~ Como ja era possivel sé antever da preparagao que fl—_
zemos até agora, poderemos definir derivadas de qualquer ordem'

(m)

de uma dlstrlbulgao T como sendo a dlstrlbulgao T tal que:

(12 [<er™os (1)Re™ 1> V¢ @(é,b);

. Em particular, se T é-umavdistribuigaovregular

T ‘ o
<W,T(m)> = (-1)m J‘ Tqﬂm)v ¥ ¥ed(a,b).
. a

 Nesse caso essa derivada de T, fungdo,& dita derivada
fraca. Esta como sabemos nem sempre pode ser SUbStltUlda pela
'derivada usnal ou der1vada ho sentido q.t.p, que, se. exlste ’
Geresponde sempre a uma distribuigao regular. ‘
, B de se notar que a derivada fraca coincide com a de-
1rivada q. t.p., no sentido que podemos substltulr a primeira pe.
la. segunda no primeiro membro de (l?), em casos tals Ccomo:

-

'*-T é. fungao de c™ [a, b]

- é funcao de c®1lra,p] e T & absolutamente
v (m)

"continua. Neste caso T A'[a,bl e o primeiro mem

. bro- de (12) pode ser expresso tomo integral,ou seja:
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b : (b
[ezt™ = cn™ [ ret®
a.. R a

, Como conseqﬂencla da deflnlgao (12) flca,nao s0 que to‘
'da dlstrlbuigao é 1nf1n1tamente derlvavel como també&m que toda
fungao localmente 1ntegravel em [a bl & 1nf1n1tamente derlva-‘
; el em [a,b] no sentido das dlstrlbuigoes (fraccmehte) ’
- : Propr;edades fundamentals das derlvadas comuns se es -
ftendem as derivadas fracas COmo, por exemplo, a segulnte [ 15 ,
PY. 52],

:(l3)'f | gﬂP‘T);T>‘=_é?xm);T}‘_'V?éaD(a,b) =>_TéT+§m_1  ‘_Qndé'

pl i é a dlstrlbulgao regular assoc1ada a um polinomlo de grau
(m) _ 7(m)

'max1mo m-1. Notar que (13) 1mpllca tambem em T em’
2’ (a b)' e o resultado é- exatamente Ko mesmo conhec1do para fun-:
¢des comuns. - ,'” ‘ R : '

Para flnallzar, julgamos oportuno estabelecer o v1ncu—_
lo. entre nossa anallse inicial sobre as fungoes generallzadas e
as dlstrlbulgoes, 01tando um resultado essencial provado por
L. Schwartz (15 1: ﬂ'

“Nao ex15te nenhuma dlstrlbulgao Te‘b (a b) ‘que nao se.
ja derlvada fraca de certa ordem m de certa fungao f continua
sobre qualquer compacto de (a b) (allas, uima fungao localmente
_1ntegravel) '

Em.reéumpf
eZ)(a b) iffe'c9(a,b) e m tais que:f
 f_ | (ﬁ)'   o n (P (mj S RIS
1> = (- 1) <™ e = en™ [ g™ veeDian).
‘Partéﬁto, ﬁendo#‘e definido as distribuigaes com o

1ntu1to 1n1c1a1 de poder d@rlvar fungdes a qualquer ordem, ‘nao

‘se introduziu nenhum ente. que. nao preencha exatamenta essa flna
‘lidade.
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_Iii.é.'ESpagos de Distribuicoes

. como D' (a,b),'outros espagos s30 constituidos por
' distribuigoes. Em particular, & este o caso do” luais de certos
@spagos. V que contem & (a,b) . Antes de precisé—-ws porém, con-

vém esclarecer o que se entende por espaco de distrlbuiqoes.

v E um espago v que se 1dent1flca a uma parte de
VZ}Wa.b) no sentido que h& uma correspondencia biunivoca .entre
seussglamentos e certo subespago de & '(a,b). |

‘_Se‘ja'- agbm V um espa@o que satisfaz

@(a’lb)c v

e tal que a aplicagBo injecdo J de Dla,b) em V seja continuas

“

b’:ﬂ(a,b) + V
¢ .y

f ista e se L{’ = L{:’ em (a,b) entio lF 4 em V. ‘
| Esge g, por exemplo, © casc de ¢"[a,bl, Cira,bl e

aép[arb]* . ,
o Agord, se L ¢ V , L define automaticamente uma distri-
‘buigde T, com: ' |

<H,o > = L) - ¥ Ped(a,b)

De fato, como L & continuo temos:

“‘/’ ‘/’ em D(a,b ->‘P*V'em‘}#?

L('?) » L(lf’ < 'rLa- - <Wm > .
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Porem, isso nao implica que v seja um espago de dlstrl‘
buigoes pois para 1sso seria preciso que a apllcagao

ok .;

v + ) '(a,b)

fosse 1n3et1va, ou sega.( L. = TL'—-ﬁ L,=L, enV.
"o T2 ’

Damos a segulr uma condlgao necessarla e suf1cien+e pa-

Lt

_ra que tal ocorra- ,
P '"Se 19(a,b) é denso em A entao v 8 umvespagoAde.dis—
: trlbulgoes ' | R

_ A justlflcatmva para essa- aflrmatlva pode ser dada comﬂ
a utlllzagao de um Corolarlo do Teorema de Hahn—Banach L 4 ]

: ,_,"Umvsubespago D de X & denso em X se e sounte. se.
¥F ¢ X~ tal que

CF(x) =0 . ¥xeD => F(x) =0 ¥xeX".

N : * . . .
_ A551m, supondo-se L,,L, ¢ V  tais que ‘TL = '1‘L . em
. ' 1 20
c@ (a b) I temos :

‘<‘/’,TL1> =L, (P) = ~<"P,TL2>2=\,1;2(‘F) ¥ Ye 2)(&,1?)?.

Logo (L,-L,)(#) =0  ¥¥eDiab) —>

“L1=’L; se e somente se P (a,b) for denso em V.

Exemglo 6- Lq[a b] l<q<w . é um espago dé diétribuigSes; “De-
fato, como sabemos, Lq[a bl & o ‘dual de Lp[a bl com_i + £,= 1,

p p q
p>l Ora, como @(a b) & denso em L [a bl, 1lgp<w procede a

afirmativa. Observa-se que agui temos um espago de distribui -
goes regulares.
b

5§P,TL> = L T W ¥ ¥el(a,b) T e thg,b»].



~71~

'Exemglo 7.4 {cra, b]} € um espago de dlstrlbulgoes. De fato,
_ZNa,b) & denso em Chla,bl ¥m, dai o resultado.

_ Ja sabemos que certas fungoes generalizadas definiam
velementcs do dual de C £a bl. Agora vemos também que,. 1nversa
; mente, qualquer elemento do dual de C, [a bl estd assoc1ado a
- uma dlstrlhulgao, ou seja, uma fungio generallzada. *

'fExémglo'B: f{Cm[a,bJ}f  nao & um'eSpago de distribuigdes. Is-
.to porque. ZNa,b) niao & denso em C'[a,b].

E claro qﬁe elementos do dual de Cm[a,bj sempre defi-
nem distribuigSes éonSiderando~se sua restricao d Dla,b). Po-
rém'a diferentes funcionais iineares continuos’sdbre c™ra, b1
podem ccrresponder uma mesma dlstrlbulgao. Um exemplo tr1v1a1
desse fato e a dos funcicunais

3 6"6; 1t 111* i a .
0s8; € {c'0,11} definidos por:

Gé(f) = £'(0) e S () = T (L) W e c'l0,1]

A ambos corresponde a distribuic@o nula de‘D’(O,l).
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CAPITULO IV - ESPACOS H (ESPAGOS U, SOBOLEV)

e H"n

Ja introdu21mos no CrOltulO I espagos de fungoes defl
nldas por suas proprledades de 1ntegragao. os eangos LP. 'Ago-
‘ra apresentaremos outra famllla de e;pagos 1gu Lmente 1mportan
tes no estudo de equagoes dlferenc1als e. que sao a11as exten -
soes dos Lp os espagos de’ Sobolev.

Iv.1. Definigaes_gbproprijdades_j

. _‘.' \~' s ‘ N m .
Inlclamos com a iefinigao r rmal dos e.pagos HY, 1 in

telro nao negatlvo.

Deflnlgao 1 H (a, b) ‘@ o «unJLhLO dv Luigoes v «annldds soire

um intervalo [a,b]‘tals cque, nao sd v seja de Huadrado inte -
grével como também todas as suas derivadas fracas até a de or-
dem m (dai vem que H® (a, b)- = L%(a,b)). : |

Coerentemente com convengao frequentemente adotada
na llteracura, vamo nos referlr daqu1 em diante, 1mpropr1a “ e
‘deflnltivamente, a. Lp(a b) ' Lp[a b1 como um espago de fun-
*goes. Tal procedlmento nao tera conseqﬁenCLas relevahtes desde -
‘que se: tenha presente que fungoes iguais g.t. P nac devem ser
distinguidas umas das outxgg. : -

' 1 Podémos assim escrever sucintamente:

B (a,b) = {v/veL?(a,b), v'eL*(a,b),. ov®ep2 (a,b) }.

Apesaffdé‘iSSO nic ter utilidade no nosso curso,analo
‘gamente se definiria os espagos de Sobolev Jm’p(a W '¥(a,’ ) de" qu”
coes ,VeLp(a b) tais que suas derivadas fracas até a m~851ma"
pertengam tambem a-LP(a,b). v

A deflnlgao dos espacos H" (a, b). com derlvadas fracavé‘
4apenas por conveniéncia para certos dUSCHVOlVlanLUu o serem,
feitos posteriormente. Prova—se, na realldade que, -se uma fun—‘
¢ao & de H%(a,b), todas as suas derivadas q.-t. p até a m-&sima’
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.existem e coincidem com as derivadas fracas. Isso nos permiti-
r&, na pratica, trabalhar com as derivadas usuais.
Teorema 1 Se veH (a,b) entao toda‘ as derivadaé qg.t. p'de’ v
até a de ordem m existem e sdo precisamente iguais g.t.p as de
‘rivadas fracas respectivas.

xDemonstragao: Suponhamos 1n1c1almente m~l'
‘Sabemos que veLz(a,b) e que V', derlvadé fraca de v, &

]tambem uma distrlbuigao regular de L?(a,b).
_ Como v eLz(a,b) temos tambem v'e L!(a,b) (ver Capitu-
‘lo I, pag.‘30 ) : "
L Seja v uma pr;mltlva de v', com '

N . X
vix) = J v
a
B sébido que v é absolutamente continua e que Sua'derQ
vada qg.t.p & v '

‘ | Tomemos agora Ye D(a,b). Podemos aplicar intégragéo
por partes no sentido usual a V¥, isto é:

Ja v = V‘F/ j

“Porém 'v?/' = 0. Logo
I vi' = —I vy ¥ ¥Ye o {a,b).
a a R :

o Por outro lado, Uvé‘distribuigao regular, assim como
v'. Temos entdo: -

N | I .

<y, P> o= J v e <v',¥> = J v . ¥ ¥ Pla,b)

a a

Lego . <y, ¥'> .= - <v', P> ¥¥eD(a,b).
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Como V' & derivada fraca de v temds também:
w',¥> = - v, §'> ¥ ¥e D@

isso mostra que v e V sao distribuigbes primitivas de
v'. Mas pelos resultados de L. Schwartz: ' '

’

v-v = constante

) Por conseguinte Vv tem uma derivada th.piiguai-é'deri-z

vada g.t.p de v, isto & v'. R |
 Para provar o teorema para derlvadas de qualquer ordem

;, basta usar o argumento seguinte: ( )i

Como v(l) é regular sua derlvada fraca v° -é»tal’qué‘-'

' 2yt B : : | . :
<v(l) ,‘F > = -<y(l)‘,'~P'> v 'V’e O(a,b) o
'Mas,v(l)vé deriGédavfraca:defv.de'dtdém i. Logo

v s = (-t '<§;?(i+l)>

Como <v,‘P(l+1) (1):L+l (1+1) ‘?> V‘Peﬂ(a,b) onde v‘”n

. ]
»e a (1+l)-e51ma derivada fraca de v vem: (1) = Y(l+l)

‘Para conclulr usa-se a indugao. finita:

(1)

: Supondo—se provado que v além de derivada fraca &

‘,derlvaaa i-ésima q. t. p de v, prova-se que. v(l +1) é' derivada
_(i+l)—e31ma q.t.p. de v da mesma - forma utlllzada para v' '

c.q. d.
‘ A primeiravconSeqﬁéncia importante db‘Teéremarl_é a
seguinte: R R e
>Una'fuﬁg§o pertence a;Hﬂ(a,b) gquando: |

19) Todas as derlvadas g.t.p dessa fungao até a de or-

dem m ex1stem ‘e s3o de quadrado 1ntegravel.

29) Todas essas derlvadas q.t. p c01nc1dem com as res -

.pectivas derivadas fracas.
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Se uma dessas condlgoes nao se verlflcar a fungao em

questao nao serd de H (a,b).

4
Y-
i
(Y
PARERA
2

1

ﬁiLz(o 1).

4

ffgeﬁ;lb]l: A‘fuﬁgﬁo v linear por pecagos pertence a H'(0,1) mas

n3o a H2(0,1):

, ' b2x se Osxsgl/2
V(X) = ,

2(1-x) se 1/2sxsl
Como veC®[0,1] entao VeLz(O l).‘

A derivada qgq. t p. v!' de v & tam~
bém certamente de L%(0,1).

Por outro lado, a derivada fraca

de v' & uma distribuicide nio re-
gular, enguanto que a derivada
g.t.p de v' & a fungdo idéntica-
mente nula.

Logo com a 29 condigao violada ,

_ndo & possivel ter veH2(0,1).

LR S -1 ‘
emplo 2:“A.funqao x 74 L%(0,1), nao pertence a H}(0,1).

VA

-, - 1 1
De fato J‘(x 4)2 = J'W}M = 2¢x/ = 2<0  , i.e.
0 . 0 .0 o

"Lﬁ . -1 —5

Porem a derlvada q t.p. de x e 7 X e temos:

oo
,Jz(x 4f = I X é

- 1
s | -
3 x 2 i = %

A 1% condigdio & violada e portanto x 4 ¢4 H'(0,1).
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Outra conseqliéncia importante do Teorema ‘1 & dada no:

’

- Corolario l: Se v ¢ Hm(a,b) entao v € Cmal[a,b],

Demonstracao: De fato, se todas as devivadas fracas de v sao tam-

bém derivadas q.t.p temos:

primitiva de v'eL!(a,b), 1og6 veC®la,b]
primitiva de v"eL!(a,b), logo v'eC%[a,bl

<
[0}

<
m

(m=1) cora,b]

vim1) & primitiva de V(m)eLl(a,b), logo v
' c.q.d.

A reciproca do Coroldrio 1 ndo & verdadeira. Podemos ter

vecmqlta,bl mas‘ngm(a,b); Vejamos um exemplo:

~ Exemplo 3: A fuh?éo veC®[0,2] definida por

: 0 se 0sxsl : i
VIX) =1 27T se 1sxs2 ! f 3//?'
nao pertence a H!(0,1). . o 1 2

De fato, a derivada g.t.p de v é: -

0 se Osxsi

£

v (x)=9§ (x-1) 2 se l<xs2
| indefinida para x=1
. 2 "2 21 /2
Temos: j (v') = L =1 = In(x-1) T2

0

Por outro lado deverd ser provado sem dificuldades o

resultado:

_Exercicio 1: VECmta,b].%=> veHm(a,b)
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. Agora vamos ver que a Définigéo 1 dos espagos,Hm(a,b)
poderia-ser simplificada, de acordo com a propriedade seguinte:

Propos;qao l: Se v(m) derivada fraca de ordem m de v pertenwa ‘a
L (a,b) entao‘ vei™(a,b) .

Demonstxagao. como v( )eL (a,b) - entin v (m L LY(a, b).

-Logo- v(m) é dlstrlbulgao reqgular:

_w_(m»);% =J vi®y o wyoDia,b) .
A1) ) (m)

-Seja_u(m”l) definida por: _Jv v
. - N
Como sabemos U(m-l)é C°[a 1L Logo temos
- , b ) o
<v(m~;),W'> = J v (M=1) 0 v¥Ped(a,b).
. : a ' ;
b . b , o :
Porém I: V(m”l)?' = ~J v(nw? V¥ eb(a,b) pois.
_ , C o a a .
=17 /7 ¢
_ L |
Logo <\’(m 1) B> = ~<v(m) /P> V‘P"e’f)(a b)

Como v(m 1) ‘derivada fraca (m-l)—esima de v & tambe

tal que . <v(m 1) P P> = <y (m) V> V*Pe f(a,b) temos:

v(m*}) ='u(mf1)+ constante

(m=1) (m-1)

eLz(a‘b). 
(i)

Assim sendo Vv ¢ C'la,bl => v

‘Para as derivadas fracas de qualquer ordem Vv

*mnl m—2,...,0 demonstra-se o resultado analogamente por indu-
gao finita. c.g.d. ‘ ‘ '

.Enfim uma propriedade algo evidente de Hm(a,u; pode
‘ser demonstrada como:

Exerdicio 2: Se (c,d) < (a,b) entdo veH™(a,b) => ver™(c,d).



-8~

IV.2. 0 espago normado Hm(a,b)

Tratemos agora dO‘problemé de normar Hm(a,b). .
Em primeiro lugar, definimos um produtc escalar por

b S T om
(1) (u,v)m = } (uv + u'v' + ..+ 'y ou
a : ;
l m b ; .
(u'v)m = X J u(l)v(l)
: i=0 ‘a

Exercicio 3: Provar que (1) define um produto escalar sobre

H" (a,b), veriflcando previamente que tal expresvao tem sentldo.
_ A razao da 1nclusao de todas as derivadas na defini -
gao desge produto escalar, sera vista a seguir com o teorema que
mostra que H (a b) & completo para a norma assoc ciada, isto é:

| " | 1
(2) uvum 2 = D (v lv]2e oo+ |v‘m’l2>] ou
. 4 a .
o R |
v, , = |1 f){v(l)lz -~ ou ainda
- i=0’a -

13 ; K -

v
i=0 - :
' T L*(a,b).

}

1
e l=]

ondell.[L € a norma de

(3) ijhhz =

Teorema 2: Hm(a,ﬁ) € un espaco de Hilbert cOm.o produto esca-
lar (1). ‘

Demonstragao. Basta provar que g™ (a b) é completo para a norma
(3).

Seja entao LQk} seq@éncia ae_Cauchy de Hm(a,b) .
Sabemos que ﬁ | | |

! (l)“'e L2 (a b)7 Vk"‘{ i=0,l]2'-o.lm’
' / i
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‘qukdefinigﬁq de seqliéncia de Cauchy, ¥e¢>0 3N tal

gue Wk, >N A ‘ Y
TR W Wl
E R R N R
Lzo AR
1“bai-véquue || v (i)~~ (i)ll< € ¥k, lsN, ou -seja

{ él)} é sequencia de. Cauchy de Lz(a b) i=0, l 2,...,m. CO
mo Lz(a,b) e completo v(l) wl ;W eLZ(a b) ?1.

" 8d resta provar que de fato w, = ( ) ; i=1,2,...,m
no sentldo fraco, para concluirmos que, efetlvamente vy Wg
em Hm(a,b) R ’
' Provemos 1n1c;almente que w,= w; . Temos:

v rw, em LP(a;b) => <v /P> > <w,, P> ¥ P <Dia,b)

o que se pode provar como exsrcicio. Por outro lado:

V'

x wl' em LZ?(a,b) => <vp P> > <w N> ¥ ¥ <D(a,b)

o Poréml <V]l<lm> = "_<Vkl(P'>A Vi?‘ ECD(aib) .

o Como <V, pt> > <w,,¥'>, pois P'edla,b) se Psﬁ(a b},
devemos ter <wi,?> = -<wo,¢'> ¥ Y ePla,b), ou seja:
‘ wl =IWB c .
L _ Para derlvadadas de qualquer ordem procede-se analoga*
mente,  c. g a. ‘

o "NQJdOrQlério 1 vimos gue>VeHm(a,b)==>‘vecm"l[a,bjj ou
el " ‘a,b).e ™ la,b]
yNa verdadq podemos prcvar ain
}da o xesultado seguinte:
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Teorema 3: O operador injegéo de_Hm(a,b) em Cm_lta,b]
v: #%a,b) » " la,b]
v eV & continuo.

Demonstracdo: Temos gue provar gue existe uma constante M tal

que _ : :
) n
| vlley,e < M vl o ¥velT(a,b)

(Para a deflnlgao de II.{% ot norma-de  C™a,bl ver Capitu-
@ ‘ v ]
lo IIT, (ll)) ' R ' ' :
Provemos 1nlcia1mente para m=1.

VX, te[a bl temos- v? (x) - v? (t) L: (v )

(Se t>x usamos a convéngao usual quanto aos llmltes de integra

L g SApLE
Porém: I vept| = L: avv' | .
, ok 15 ' |
Pela‘desigualdade de Schwartz vem aindat
' D& ﬁwxﬂkgi_ feliy S ;f
v2 (%) = v? (t) < 2 J v2 J (v'f| < 2[{v|kl{vﬂhr ¥x,te[a,b]
t ) g S

- Como .veC®[a,bl], seja Xy um ponto de [a,bl.-onde ocor

re o:méximO‘de:vIVT. Temos : .
2 : - 2 | '
vy < vi(e) + 2l vll, vl

Agora lntegrando membro a membro com respeito a t em

[a,b] vem:

(b=a) v? (xM) < J; vz(t)dt,+ 2(bﬁa)||Vlth‘lk ; ou seja:

IIVII i Z(b-afH vl vl

,
v (xM) < — oy =y

'
(-

Usandb a desigualdade -2aB < a? + g% vem:
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: Y ‘ 2 '
(bratD) || V]|, + =a)|[V'l], oy

g s ——ph 2 B2 ) vH‘*Hvll

o ave entin ais

”,b—é#T'

o [Tv,e s VEEE Tvihy]  wwaram

0 casp geral pode ser agora provado a partlr de (4).,
De fato, temos analogamente. T

‘|| ‘“n '<C“|v(l)||l2 120,1,...,m onde C?= b;i‘;?;

v

Com nova majoragao vem

-

»llv‘J’lb seet L I ‘l’u s
- i=0 T
lej = ollr'~-~lm"'l, ou sej-a: '
v ' . 2‘ ’ ‘.
B V(J)“O o < 202||V[|m_2 ; isto &:
{ max |v‘3’<x>1}2 < ZCZIIVIR 2 o Vi
’ a/x<b R
'1$so‘davénfim: x _
. B (3) 2 2 .. o '
max |- max |[v'@'(x)]|| < 2cC lLvI% , ou seja

'0<3<m-l a<x<b

T
s AT TSR m I N
‘5) “ VlL’n-—l,oo 5 M” V Ikﬂ, 2 YveH (a'b_)‘ . con .M — : b'-a -

cfé.d;:‘*
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'IV.3. Espagos HT(a,b)

_ No estudo de equagoes dlfexenC1als com condigoes ‘de
.contorno de tlpo essencial,trabzlha~se com certos. subespagosde
H (a,b) . Esse € o caso de H (a,b) de que trataremOS neste para
grafo.. : :

Como sabemos, & (a,b) nio & completo para nenhuma nor
ma. Portaato,’ llmltes de seqﬁenc1as de Cauchy de dia,b) em
gualquer norma convergem para um elemento de um espago que con
tenha iNa b) e que seja completo para tal norma. Mas o llml"
te nao pertence necessariamente a. &a, b).

Ja vimos, por exemplo, que limites de seqﬂenc1as © de
&(a,b) na norma H ll., s3o fungoes de Lp(a,b), Lgp<e, pois
nessa norma Lp(a b), é completo. Mais do que isso, vimos tam=-
bem que qualquer fungao de Lp(a b) pode ser expressa como limi
te de seqliéncias de @Na,b) nessa norma, uma vez que Ha,b) &
denso em Lp(a,b) ‘ .

Vejamos agora a 51tuagao para a norma li l% 9t

Definicdo 2: Hy(a,b) & o subesparo de H (a b) constitu1do por
fungoes .limites de seqﬁenCLas’de;Qaucby‘de ;@@a,b) na  norma

T

Dita em outros termos, a Défiﬁigaéﬁi estabelece sim -
plesmente que o fecho de #(a,b) na norma II Ih 2 & H?(a,b)‘.
Portanto, por - deflnigao, YA{a,b) & denso em H (a,b).

 Aqui tambem, essa definigdo & dada em tais ﬁermos sd
por conven1enc1a. Na verdade, podemuu caracterlzar H (a b) pe-

~las

Proposigéo 2: Se veH (a b) entao v(a) =-V(b)~— ’
' v'(a)=v'(b) =0

v(m—l)(a) = v(m_l)(b) =0

N —~ ! . ~‘ « ) . .
Demonstracao: Provemos a proposigao inicialmente para n=l.
. _ { . v
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’De acordo com a Deflnlgao 2,3{% )} < D(a,b) tal’que:

uw-wgz

‘Po; outro lado, de acordo com o Teorema 3, relagao (4)

temos:

, h l? (x)~ vix)| < C[[¢ - vlh‘z pois ?h—veHi(a;b)
asxc re T ,

ZPor-consegu;nte,

;I¥H$§I f V(a)l's‘cll?n- V'ﬁ,z e l?h(b)~vfb’lsclﬁg'?lh,z

o | | o | ¥n.
=0 ¥n e H?n,vlh’z + 0, vem:

T}f33§emonstragao'para m qualquer & analoga uséhdo (5).
PEHR I S - : ' c.q.d.

- Resum;ndo, podemcs em termos praticos considerar Hm(a,b)
vcomQ o subespago de fungBes de H™(a,b) tais que s

-~

45; §3*55 §‘11133_= v?i’(b) =0 i=0,l,...m-1 wv EMa,b)

e e Com esse resultado deve flcar claro que Hm (a,b) # g™ (a,b)
p01s nem’ toda fungao de " (a,b) prec1sa satlsfazer (6). Segue dai
1med1atamante que‘ﬂ(a b) nao & denso em HU (a,b). _ ‘

; _;‘A o 'Bma proprledade inferessante que se prova para os espa- »
gos. Hm(a b) é que sobre estas se. pode definir uma norma mais sim -

ples do que (2) que € : ’

 }.  5.ﬁjv”1¢‘ | .:b, :::Z.L&:
i IV{m,z? = [L ’V(m) l] “ 

\Ja para Hm(a b) isso nao e p0351ve1 p01s |. ] ZIé‘apenas
E "’ N -

,j_gthw:'De fato se veH (a,b) :

t
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(m) _

|v] 0 = v =0 . Porém v™z o implida ape-

nm, 2
‘nas que v e um pollnomio de grau maximo m~-1 € nio necessariamen

te a fungao identlcamente nula.
Teorema'4: A.exp:essao,.

8, L( (w,vl = j u @y

-~

°

deflne um produto escalar sobre . H (a,b) que é um espago de
QHllbert para a norma assoc1ada (7).

?Demonstragao. Basta provar que ((v,v)) o> VE =0, supondo conheci-

demals exigen01as do produto escalar sao satlsfeitas
‘) De fato temos. '

m - g, ,m-1) _

0 =y = const. Porém ,

{(m-1)

= O devemos ter v 0.

i

‘mfl)(a>, s )
v Apllcamos agora ) mesmo argumento sucessivamente a v(l)
vl—m m- l,...,2 1, ‘para concluir que‘v:O.((.,.)) € pois produto

Iescalar.!,‘ e L S
: Agora, como H (a b) & um. subespago fechado de Hm(a b)

vque é completo para a norma Il . ]h Y entao H (a b) também & com
' pleto para essa norma, Enflm, como

Ilv”nz VveHmkib),

ﬂtoda sequenc1a de Cauchy conwargente na norma Il lh 5 tem . que
:converg' ftambem na norma | . [m 2. "Logo’ HO(a b) & - espago de Hil-
jbert comv( 1) "c q 4. '

I

L " For argumentos semelhantes aos do Teorema 4 podera ser
jdemonstrado o resultado. :

| e S I R P B
L R : : SR
-Egarcicioi4:;Qgsubespagp ‘Hg(a,b)fde ﬁm(a.b)ldefinido por:

3
l . . -

I

H (a b) = {v/v B" (a,b) e v(a) =3y'(a)‘= o= v ™D ) oy

.e um espaco de Hllbert com o produto escalar (8).
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'E’ certo que para a norma I.Im , vale
. 3
‘lvj < Cl]v]k 5 | VveH?(a,b), com C=1

uma Vez que ela é apenas uma parcela da norma l[v]h e

: ,‘ . Resultado menos evidente € que & possivel obter uma mi
noragao do mesmo tipo no sentido ‘inverso. Isso & conseqﬁen01a da .
desigualdade de Po:ncare provada na: '

EProp051cao 3 Se ‘veH;(a,b); vale a desigualdade de Poincaré:

Hv” < C(a,b) |'|v'||2 onde C(a,b) = 2(b-a).

:D¢ﬁ555£féfq9: Temos ¥x, xe(a,b) e VeH;(a,b):
(b b
AVZ(X)_f vi(a) = J (v2)? =YJ 2vv!

Como v(a) = 0, e usando a desigualdade de Schwartz vem:

s IS I
v (x),f 2 v (v') ¥xe(a,b)
' o a a .

Integrando membro a membro de a até b, como 0 29 mnem-
bro & constante, vem: '
b T Y% e Y
;f‘yz_s.z(b—a) J v? J (v')?| » donde

g a a J

Ilv[Lfs.Z(b—a) {] VHZHVHE / ou seja (9). c.qg.d.
Com‘essé_resﬁltado podemos provar o:
Teorema 5: Sobre H (a, b) as normas |.| e [l.l% 550 equiva

lentes.a_’i-;fﬂ:, ; Ll S .
Demonstra¢a0.1Devemos provar que ex1stem duas constantes estrlta

f os1tivas Cn & ¢y tais que:
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o) || vil, 5 < | lm,2 s C mll Vil 5| wver((a,b)

Ja sabemos que C 1 ¥m. Resta determlnar c .

(i)

Como v € H (a b), i=0,1,... ,m-l devemos ter, pela

de51gualdade de P01ncare

.‘j-“ V‘i)lt < 2 (b=a) IIV(i+l)lt
S v ) (peay | ¢ (1+2) I
o 2 - X

D) < apiay g )
. 2= 2

Multiplicando membro a'membro:_l[v(i)lg< 2 (b-a) m—i[fv(m)lt

i=20,1,...,m~1.

-

Como Ilvlh'2= .
‘ 1

1) 712 (m) ‘ |
OIIV lt e || v lt= lVIm’z temos:

e~y

Pl

—

VVEHT(a,b)

[2(b-a)12(m-l{} [v]

m,2

II.ME
(=]

vl 5=

ou -seja:

. o m ]V
< =:{.Z [2(b—a)]2(m_l{} 2 c.q.a.

: Observe—se que do Teorema 5 se deduziria também que (7)
deflne efetlvamente uma norma sobre H (a,b), a qual, a menos de
uma constante multlpllcatlva pode ser substltulda pela norma co-
‘mum ‘de " (a,b). -

IV}45 Dual dé‘Hm(a,b).,Espagos o

_ v- Para termlnar este capltulo, vamos tentar caracterizar
‘o dual dos eSpagos H" (a, b) . Antes de mais nada, observamos que
como espagos de Hllbert, pelo teorema de Riesz temos:
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YL o€ {Hm(a,b)} 3 vy € Hm(a,b) tal que:

_L:(_\‘r‘) = v V) VYve H (a,b)

.No entanto, quase sempre nas aplicagoes é extremamen
Vte d1f1c1l exibir tal elemento vy, que traduz sob a forma de pro-
duto escalar - sempre mais comoda - um dado func1ond1 L sobre

. _or esse motlvo nao usaremos o Teorema de Rlesz, isto
naoridentlflcaremos H" (a, b) ao seu dual através do produ-

“}55354d3 {H (a b))} & quevpossa ser exXpresso por

'f“’“\;ujﬁ,‘ ‘ $2) D :
(11) ’L(V)_= J» vE + J v'E, _VveHl(a,b)
SR T a ' a

éﬁde f £, e L? (a b)

Demonstragao. Inicialmente se L & da forma (ll), temos, pela de
smgualdade de Schwartz-

el s n vn Je gL+ LI

‘}Por outro 1ado, considerando a= (||vl[,lh H ) e
Hlf H Hf H como vetores de  R? temos:

St ; -¢: ,,- , ‘ 3 o, 2 Y. 2 2 V.
bt s @.b?l_s Ball el = divll, + Ui 2 ale e 1)

””}’Obtemqs portahto,como ifo,fle L?(a,b):

]

e i IR : -1 ‘ - 3
cllvlly,;  ¥ver'(ap) com €= ([I£ i+l £ L) =

:Provemos agora que a condigao & necessaria; para tanto,
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e con31deremos H! (a,b) como um subespago de
W = L (a b) X L2 (a,b) que € um espago de Hilbert para a norma
fdo espago produto.
A : , 2 2
: , : v -2 2
=‘,7‘(vx",“y) GXxY => I ZHXXY = [H X:.”X-+‘ Hylg » derivada do

produto escalar :

=(x11x2)x+ (‘yl’yiz)y (x 'Y ) = Z
R : : L 2 - 2

como: se podera ‘verificar. Assim se v = (vo,vl) € W, temos:

L é'pbis um”funcional linear continuo sobre um subespago de W.
'Pelo teorema de- Hahn—Banach, existe L, funcional linear-cpnti-
"nuo sobre todo W, tal que: ’

L@ =L@ weernl(a,b), ¥ = (v,v'),
cfb'm IILIIW* = | L]| sendo |lL|| = Ll

1 . L]
o . vel! (a,b) Il lelz
) e *
'Como pelo Teorema de Riesz WVL<W ‘ﬂ(fo,fl)e W tal que

o b

N
L(g),?ﬁj Edvé + JL £,v, ¥y = (VorVy)e W, temos em particu-

a
lar;ypaﬁé.:?ia;(v}v');_veHl(a,b) o resultado (11) . c.q.d.

o . Analogamente provar-se-ia que se Le{H"(a,b)} , entdo
35,5,

o Eye 1 (@) tats que:

az

a

Ao om o ybo N :
Lv) =} J fiv(l) wveH (a,b) .
Lo o i=0 g .

, Como VlmOS no. Capltulo I1I, {H (a, b)}* nao é um es
pago de dlstrlbulgoes porque'v‘D(a b) .ndo & denso em H“ (a,b),
o que & semelhante ao que ocorre com c™ [a,b].
5  f7 A551m, poxr exemplo,nao poderemos eém geral exibir um
funcional Le{H! (a, bn dado por
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L(v) =’I £,v'

ppr intermédiotde uma funcao generalizada gy, isto &:

i b
‘L(V)-=?<v,g;> = J g;v
: | N ,
sendo;a integral Simbélica e a derivada generalizada g; dotadas

de sentido hab;tual
E Ja a smtuagao para H (a,b) & diferente pois como

iﬂa,b) @ denso nesse espago, seu dual & um espago de distribui-.

goeS‘que sera denotado por H (a,b) |
| :fAS dlstrlbulgoes de H™ M (a,b) podem ser caracterizados

Teorema 7 A condigao necessarla e suf1c1ente para que uma dis-
trlbuigao L seJa de H (a b) & que possa ser expressa sob a for

, (i)
L, o

fo@de"gofgl;;..,gm ¢ L?(a,b) e as derivadas tomadas no sentico
fraco. ,
Demonstracao: A condig@o & suficiente pois, por definigao:

b : n b " o
’J 9P + ) (-1) J g, ¥ e fa,b).
a -

‘a i=0 1

L) =

»Ora‘tai funcibnal & também de  {H (a,b)}* pelo Teorema 6. Logo,
como H (a b) é ‘subespago entido LeH (a b). -
o ’M Agora, a. nece551dade ‘@ provada com o segulnte argumen—
?b:Q   : . : ' .
(AT In1c1almente, se L pertence ao dual de H (a,b), pelo
Teorema de Hahn—Banach L tem uma extensao L aa™ (a, b) tal que

£ < (1Ll |l v o™ (a,b)

Ora, pelo Teorema 6, L deve ser da forma:
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m b .
L(v) = } J f.v(l) - |
' ’ i=0 Ja % : ‘ . !

Onde‘.fo,fi,...,fme L?(a,b) . Agora, se e {d(a,b), temos:

L(P) = L(p) = <Y, (—l)tfii)> , ou seja, L como

I ~8

1=0

distribuigao & da forma (13) com g; = (f-l)lfi Vi. c.q.d.

A propdsito das dlstrlbulgoes de H (a,b) fazemos o
seguinte comentdrio: , |

| , Podemos atribuir-lhes sentido semelhante ao dadc no

- Capitulo III as fungoes generalizadas associadas a Cila,bl.La

definfamos a derivada i-&sima de uma fungdo geL! (a, b) como o

.funcional tal que:

o (d) i (P (1) me .
<v,g > = (=1) J gv Vvecofa,b] » l<izm.
. B a’ , ,

Poderiamos agora igualmente definir derivadas gene-~
ralizadas de ordem i de fungoes g usando o espago HT(a,b) um

. m :
pouco :menosrestrito do que C la,bl, com:

g ; . (b
<V:g(l)> = (-1)* J gv
a

(1)

4+ SO que'para se garantir que a integral exista, ¥i ,
~teriamos que exigir g¢L?(a,b)endo mais somente geL!(a,b).

‘E importante notar que podemos' normar H "M (a,b)usando a
norma comum dos duals De acordo com o Teorema 7 temos pois:

;<~2-(»-—..1)¥J; gy v(l)
0 a

R : ir ‘l L [<v,L>|
(14) Li = sup = sup ————
B PR - veHg (a,b) [m§ J v (1)| } veHT (a,b) lIvlh 5
i=0 : _ B v ‘

' para certas funcdes go,gl,...,gmeLz(a}b).

Vejamos agora alguns exemplos:
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Exemglo 4 0 delta de Dirac Gc - Hfl(a,b), c<(a,b).
“De fato <v,8_ > = v(¢) vv: C’[a,b]

, f Como Hg(a,b) ¢ C%a,b] o funcional esta bem definido.
Por outro lado, de acordo com (4) temos: ’
- ' | +b-a | |
vie) | B2 ||y, |
' —— 5 . sup T - ! ou seja:
H’_'v‘llli2 7 overy(ap) ;H V‘ll,z .

l+b—

“ : lL1 "151321"»< -

i Observe~se que esse resultado esta ‘de acordo com o Teo

’:que se aplica com 1 g, = 0 e g,= H (verificar).

8¢ {H'(a,b)}

De fato, conclulmos, como no exemplo 4, que ro dual

6 & normado com:

e s (EESE
1f}'. O Teorema 6 se.aplica, por exemplo, com:
S 1l : 1x~b
L . s se XZC B—_‘E se ch
£,(x) = e £(x) =
L 0 se x<c 0 se : x<c

"¢9m9 Sé_podesverificar.

O e T % - :
Exemplo 6: O dipolo 5&' nao & de {H!(a,b)} . Para verificar
isso tomemos a fungao weH! (a,b) com '

g ~ |
V(x-c)? se c<x<b
v(x) '=lj L |
B . 0 se asx<c

‘Constatamos Que 6' nao e limitada aplicando-a a v.
Por razoes analogas conclulrlamos que 6"¢ H (a b) .
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Exercicio 5: Verificar que 8L ¢ H%(a,b).

‘,'jEkercicio 6: Verificar que 81 E{Hz(o l)}* e que podemos esco-
flher f = 0; £,= 2x e £,= x? para as fungdes do Teorema 6.

o ) Agora damos um exemplo de um funcional de H~ (a,b) que
,nao pertence a {H (a,b)}

I

V ! .’
iExemElo 3 Seja a fungao X 4 ¢ L?(0,1). Sua derivada fraca é
'_;‘uma distribuigao de H (0 1), de acordo com o Teorema 7. Temos

f;ww(o 1)= |

. 3/4 —J/4 1 vy
! B - ' £ - L ,
<‘P,(x ).>  <Y ,x > Jo -;.JZ;‘—

Pordm:

R  E~il‘ v ,  : i v ._vr_'l ol -V,
oo e ln | —p— = lin ¥ - Yix %
ay g f Eie JO x4 €+0 L: x74 c-)-rg i v /e ‘L |

-Lﬁ

Lsenélo a derivada de x na. integral tomada no sentido g.t.p.

fOras | , |
5 i -y / GW(E)
Yx 4/&_‘ - _.1.174. » onde 0<E <e
e N
’.Logg L tp ¢ ) ¥ H‘Plll,m, o que impllica em:

| | . »
‘<‘F(x 4>'>:a J Bix Ay
| 0 y |
Loge, a de:ivada"“g.t.p. de x 4 colncide com a derivada fraca,
que &, portanto, a distribuigdo regular (-1/4)‘::'-5/4 ; derivada
de x'4g L% (a,b). Por conseguinte temos:

x Yves  wwerl(0,1),

; ‘No entanto, se veH (O l) o fu'nciénal acima nao seria
mais limitado. Para se constatar esse fato bagta tomar vV = cong
tantes | | :

(1 =y, ' 1 =y, =Y, A
J, X 4 ¢ lim j X 4 a ¢ lim-x 43/@ ® @,
(A , 1940 e=>0 :

.
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,~Exemglofﬁﬁvgfificaf que o funcional

1oy |
= I'x'“4,v' do dual de H'(0,1) & equivalente
o . ‘ | .
i 5%0'  € 4 4 e ‘

e

:kr¢5trit0'a H;(a;b) deve ser o fuﬁcional do e

Pa:a,termlnar observamos que, assim como: fungoes de ..

,b podem ser con51derados como derivadas de fungoes de" -
m>1, .0 mesmo vale para m<l sendo as derivadas agora
'omada ino sentido fraco, evidentemente.

fObserva—se ainda que a majoragao de normas evidente:

|Lvlh 1, 2 |lv|h 5 Vm se VeHm(a,b) e n>1,
"V Vale também. para valores negatlvos de m. Por exemplo,
jgeH‘(a L) temos g H® (a, b) e ainda geH la, b), pois g define

'um;func1onal llnear contlnuo sobre Hl(a b) com:

trQ §y;g;“='1"gvv : VvéH;(a,b).

b
, 5 9V : ,l[gHO é” va2
~ s 8up m——— < sup 1o
veHj(a,b) vl , T veH)(a,b) vl ,

jou seja, L S
o gu 2 n I, 38 ase vl 5 <l vl 5 -

-l gHFl_ all, < Ilglh vg.e i (a, b).

fﬁ¢g9 temosz

“os dellberadamente o) 1nd1ce 2 das normas de H°e H‘).

Relagoes analogas poderlam ser obtidas com m< -1,
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cAPITULO V: PROBLEMAS DE CONTORNO E SUA FORMA
VARIACIONAL

V.1 - Introdugdo

k'io'objetivo deste Capitulo é o estudo da forma variacio
nal sob a gqual podemos alternativamente tratar equaqoes diferen-
C1als llneares con condlgoes de contorno e com frequenc1a, ‘mais
;cpmodamente

: Aaui nos llmltaremos as equacoes diferenciais ordina -

'#ias.ffNo‘entanto, cremos que a abordagem que procuramos dar ao
probléma torna a generalizacao ao caso de equacbes  diferenci -~
alS parc1als ‘relativamente facil.

Uma equagao ‘diferencial ordinaria definida sobre um in-

rvalo Ea,b] com - condlgoes de contorno se apresenta sob a forma
?geral
;Encontrar u(x) tal que:

(1) Du%fH' O xelab)

(2) |Ru/ __=a; 8u/, =8

. - i -~ . " . .
‘D,R e S. sao operadores diferenciais lineares da forma

m I |

- d ~ a°
.. L a, (x) —=, com a convengao I R u, sendo a, fun-
: i i , Ke) : i
i= 0 dx» . dx
‘goes (vetbrlals ou nao) . Para o operador D o valor de m corres-

ponde & ordem da equagao diferencial. Tal valor & sempre supe-
’rlor -aos’ a55001ados aos: operadores R e 8.
"' Enquanto (1) é dita a equagao de. Euler, (2) define as
?condlcoes de contorno do problema. Quando o e EZ sao nulos es
*sas condlgons sao dltas homogeneas. ’ _
: “, A formulacao var1ac1onal de problemas do tlpO (1) -(2)
*que estudarbmos, serd muitas vezes natural pois provira de um
_problema equlvalente de mlnlmlzagao da energia de certo sistema £i
,3100. Outxas vezes devemos transformar uma eauagao do tipo
»(l) (2) em um problema variacional equ1valente.

o No final deste .capitulo faremos aorec1agoes sobre ambos
os casos por melo de exemplos concretos. Por ora, vejamoq O pro-

’blema—tlpo que, em- qualquer caso, teremos que res olver. o proble
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ma variacional.
Desejamos determinar uma fungao u de um espago V de

funcdes ditas admissiveis, isto &, que satisfazem a certas condi

gaes compativeis com o sistema fisico, tal que:

(3) [a(u,v) = L{v) Y¥ve V, sendo:

L um funcional linear definido sobre V e a uma forma

bilinear definida sobre VxV, isto é&:

a: wv » R
(u,v) - a(u,v)

onde a & linear com respeito a cada uma das variaveis

u'e v separadamente:
a(a1 1t 2 u,,v) = ala(ul,V)’+ ayalu,,v) 'Vul’uzevf 6,06 R
‘ 3 e ,
Ca(u,Byv 4B,v,) = Byalu,vy) * Byala,v,)  Wvi,vieV, By,8,¢ R
'fv;z ; O?Teorema de‘LaX*Milgram

Damos a seguir condicoes suficientes para que o proble-

ma (3) tenha solucao Gnica. Salientamos que tais condigoes  se
’apresentam,efetivamente nuna grande maioria dos problemas varia-
cionais equivalentes a equacoes diferenciais lineares, que descre

vam apropriadamente fendmenos fisicos.

3Teo;ema 1 (Lax-Milgram) :

Seja V um eSpago de Hilbert com norma J{+|{l e produto
escalar (.,.), e V seu dual que nao consideraremocs necessaria-
mente identificado a V. Se a forma bilinear a satisfaz ‘as condi
goes:

a - : s A
17) a € coantinua no sentido que: J M>0, constante tal que:

(4) Ja(u,v)is M full Nvil %u, vev

2?).3 é coerciva ( ou V-elitica ), isto é&:

(5) atv,vz allvii? ) wwey

g ve , . ' * -
e se, além disso, a forma linear L é& continua; i.e. LeV , entao

(5) Se a(v,v)z0 ¥YveV e alv,v)= =0 =:v’6 entao a e dita positiva de
finlda. Deduz-se pois, 1med1atamente, que se a e coercivaz» entao
g_e ‘positiva definida. A rcciproca no entanto | nen sempre e verda-
leira,
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Encontrar ueV
(p) tal que ‘ :
a(u,v) = L(v) YveV

- tem solugao Unica:

}}Dembnstracéo: Para cada u fixo, pocemos dizer que existe um

;:funCional“linear continuo, dependenco de u,/l(u), tal que:
PR Aw: v+ E
e . ~v poafu,v)

A linearidade decorre da bilinearidale de a.

A continuidade é verificada com:
<A, v >l=latu,v) L o< ull vl ¥vev, ou seja
B _/((bu) vl s ¢ v yweV con C=Mllulil.
: ‘Agora, como © V & um espac¢o de Hilbert, de acordo com o
'Teorema de Riesz, ex1ste um elemento Gnico A(u)eV,  igualmente
dependendo de u, tal que: ’ ' '
‘ <J4(u),v> = (A(u),v) YveV. ueV.
Mostraremos agora que O operador A

A: V>V

u = A{u) e:

Lo 5 y
.1Q) E}near- De fato temos:

‘ (A(alul+a u ),v) a(alul+a u2,v) Vv $upu, eV, al,azeﬁf.
Como: a & blllnear:
(A(alul 2))v) f ala(ul,v)+a2(u2,v)

(A(ui),V)+a (A (u, ),V)

Agora,_pela llnearldade do produto e ;calarx temoa.
(A‘al'l L, Uy) V) = (a A(u )+a A(u, ),v) :YV€V
<0 que implica em

:A(a u., +a

1

2 2):~_a A(uy )+u A(u ) _&ul,uzev,al,a2523.

l

120) Contlnuo. Para. lSaO basta provax que H A(u)l[ < Mllull_VuéVf

“ou sejﬁ.
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sub I“fiﬁ%ll < M
u¢3 ’ |
:gqéq.vlepespaqi ii ?iﬁberﬁltgmo§§ ‘I(A(FL H)I | ‘3;, Ia(fénﬁl
.~ .. sup —Tra%l = su%‘ : v = sup
ugl w0 a0 wf Null
Logo fﬁ7 [E R su Milull vl
‘; "ﬁsu% I’ﬁ(a)wi < su% Il — = M como queriamos:

439 3313etiV0.- a cada~element° veV deve corresponder um e um 56
'VeV *tal que v = A(v).

i Aqul precisamos provar duas coisas:

fa‘ A‘g 1njet1vo. A(u )—A(u ). => ul--u2

:.,De fato, nesse caso, como A(u ~u, ) =0 Pemos.

‘YIQ)#O, -oﬁ seja, a(ul-uz,V)=0, YveV,
'Loﬁo;yém.pérticular; a(ul—uz,ql*u2)=0

‘"'Mas, como & coerciva devemos ter:

B . 2
oll ulfu2|lv50 => u,=u,

b)~A é $obrejetiVo:“o contradominio C(A) & o préprio V.Inicial-
"menté“provamos que: C(A) é denso em V.

Para 1sso, vamos usar o fato de que cualquer L eV pode
ser representado por

L (v)~(v , V)  ¥veV, para certo voeV.
Agora se L_(v)=0 ¥veC(A), temos em particular para

vﬁA(v ) (v ,A(v )) 0

:ngo a(v ,v ) =0 => allv ll 220 => Vs =0.

Portanto L (v)=0 ¥veC(A) => L (v)=0 %veV.

WEasa 1mpllcacao oor sua vez lmnllca na den91dade de C(A)
em V por um Corolario do Teorema de Hahn-Banach [4 7.
Em seguida devemos provar que limites de sequenc1as de
C(A), pertencem a c(p). ,
o " De fato, {v } sequenc1a de Cauchv de C(A) converge pa—

fa um elemento Vev pols Ve completo
Vamos ver agora que, na verdade," veC(A) ““Para cada 3;
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ex15te um v eV com V —A(v ). Por-outro lado, Vng:

1 ’(A(V),V)‘z altv N2 => nvil =3 HA(V)II YveV

Em partlcular- |
s 3

“ v —'vm.,

V= Il
Logo, se {v 1 é uma”sequéncia'de Cauchy, {vﬁ} também o €, con-
veraindo portanto para certo veV. :

l

Enfim, como A é contlnuo, se- vn -+ V»entéo A(vn) + A(v).

Mas como A(v ) > v devemos - ter A(v)—v, ou seja.

 >1 veC(A) o que prova que C(A) é fechado.

;A densidade de C(A) em V 1nplica entao que C(r)=V e esta provada’
}a sobregetivxdade. :

~Para completarmos a demonstracao do Teorema considera-

jmos que, -pelo. Teorena de Riesz - . - o ‘ oo

VLeV ./fev tal que L(v)=(£,v) ¥veV.

. '7 com isso podemes ‘dizer que res olver o pfoblema (P) ecui
vale a achar u tal que

(A(u),v)~(f v) %veV.
Ora, Isso . 1mpllca em resolver o problema.

e

Encontrar ueV
tal que
'A(u)=f em V.

‘ Como A & bljethO podemos. dizer que existe um e um s0
usV' que resolve (P') e consequentemente (P). _ c.q. da.

’Observagoes.»

1 ) ‘De (P') conclulmoq imediatamente que se L é. o funcional nu-
lo, en: ao a solucao do problema varlaC1onal (p) & 0.

'Z?f Cono veremos (P! ) nao. sera em: geral a eouacao de Fuler, mas
-tao somente outro problema enulvalente a (P), sendo de ‘inte-

;resse predomlnantemente tedrico, ja que ex1b1r feV é quase
sempre muito dificil. A obtencao da enuacao de Euler com

[as correspondentes condlgoes de contorno sera rostrada mais
adi nte com alguns exemplos.} Inic1arcmos entretanto exem -

T;cando com casos mais 51mtlco nc prob]omas variacionais
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”éﬁ&dadrados na categoria de que trata o teorema de Lax-Milgram.

Exeﬁplo 1 Seja a(u,v) = v au

o s e s

onde u, veR™ @ A & uma matriz (nxn) simétrica, positiva
definlda e:
. L{v)=(f,v) para certo feR yveR™

Entao o problema :
: Encontrar ;ueRn

- (2) - tal gque n

al{u,v)=L(v) YvelR

tem¢901ucéo {nica.

o | P De fato, o produto escalar com um elemento fixo feR" &
uma forma llnear contlnua sobre esse espaco. Além disso a é
:cla:amente bilinear e além disso:

S vTAu=(Au,Vj < HAaull lvii sendo || JI a norma eucli-
diana. .

porém: |l Bu lls Al ull  Yuer"

sendd.AMxo maior autovalor de A, donde a continuidade de a com

‘Mv}Mﬁ Além disso, a & coerciva: al(v, v)=(Av,v)2all v H2, onde
”d=x' senio A © menor autovalor de A, estrltamante positivo se
A e p051tdva deflnlda [ 91].

‘ ‘ A solucao de (P) & tal que (Au,v)=(f,v). VveRn, ou
seja, e a 5olugao do sistema de equaCOLs 11neares.

&

Encontrar ueR

(P )J tal que

|t

Com o Exemplo 1 podemos ver claramente que ‘as hipoteses
do Teorema de Lax- wllgram sao apenas.suficientes para garantir a
ex1stencla e unidade daxsolucao do problema variacional (P). E
sabldo que um sistema de equacOes lineares (nxn) tem solucdo Uni
ca se e somente se A & regular.v A matriz A ser positiva definida
é condicao suficiente para A ser reqular, mas nao & absolutamente

necessarla .

_Exgmnlo‘Z:‘Seja B -uma matriz (mxn) e EJRB), éspago nulo de B.

Tomamos V= {v/veR", Bv=0}.
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Sejam a e L como no Exemplc 1.

Entao o problema:

IEcontrar ueV
tal que

(P)
la(U,v)=L(v) YveV

tem solucgao unica.

De fato, V é corpletoc como subuspago de um espago de di
,mensao finita. Logo & um espago de .iilbert com o produto escalar

de R™ _ .
2 As hipbteses do Teorcma 1 tobre a e L foram verificadas

_no Exemplo 1. Portanto (P) tem rea. uente uma inica solugao.
Vamos agora caracterizar a sol ucao de (p) .
-Como (Au-£,v)=0 ¥veV, entao Au- fevt
, Por outro lado, como V—ﬂ"‘), temos \Af C(B ), ja que
C(B) e fechado [11](denota—se por CiB) © contradominio de B).
Porem, comoa matriz B* adjinta de B é simplesmente sua

transposta B' (nxm) temos:

3'pemm tal due
'Au~szTp

 Nosso problema variacional > novamente equivalente - a
um sistema de equagoOes lineares:
’ =fap? : mooo
Au=£f+B" p para um peR adecuado.
sd que agora, er geral, p 506 pode ser determinado a
posterforii,isto &, mediente a resolucdo do prdprio problema va
r1ac1onal.
Se dlSpomos de uma base {el,ez,...,et} de V, onde £ &
a dlmensao de V,e, eR , i=1,2,...,4, podemos resolver o problema
-(P) ~da seguinte forma (supomos que v e subespaco ndo trivial de
M . : ;
) .. o 2
: Seja u='t u., e.
| | 3= )
onde.uj s3o escalares,componentes de u.
Come, v -é arbitrario escolhemos sucessivamente.

e e s

(v

i 2 l—]‘/lc-["-

i ¢ _
(A(leujej), e. ) = (f{ei), don@e
2 ) ' s
i uj(Aej,ei) = (f,ei), 1=1,2,..5,£.

j=1
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Obtemos assim um sistema de equagdes

al
C T2 =D
| Ye |
_onde C & a matrlz (£xL) positiva definida com €34 (Aej,ei) e
b & o vetor de ml, —(f e )

’ ' Resolvendo esse 51stema determinamos & solucao Gnica u.

De fato,_a(u e, )—(Au e, )-(f e, ) ¥i e temos por linearidade:
fa(u vie ) (f,viei) ¥i, donde ; passando ao somatdrio
:a(u v) = (f V) ¥veV -onde os v, sd3c escalares arbitrarios com-

Lponentes de um elemento v generlco ce V.

Passemos agora a exemplos com eguacOes diferenciais,

V. 3 - Equacoes dlferen01als com cond ¢oes de contorno homogeneas.

.Exem]lq,3. Seja - V—Ho (0,1)

1 1 ‘ 1 2
a(u,v) ='f° uv + J u'v' e L(v)= Iofv com feL (0,1)

0

Ent8p o problema (P) tem solugao Gnica.

':;ﬁ Nesse caso pédemos.tomar vl = [J Iv'l2 1/2
hgﬂé-ﬁilinear pois'é o prénrio produto escalar de H (0,1)
igfé contlnua com M=l pois alu, vi=(u,v) < |l u v ilpela de-

;51gualdade de Schwartz.

Dy

‘a & cperciva’ pois a(v,v)=(v,v)=|lv Hz; isto &, o=1.

«

L

Dy

 }i§éaf (facil verificagdo) e continua com

IIL‘(v):l:ljv:: vl o} 2172 ([} V2172, ou ainaa
[L(v)jSEJ: lel/z[Jo {vl2 +»|v'l2Jl/2,' isto &
JL(VN stl|v H | com C'=.[J f ]l/2

Para interpretarmos o problema  (P) em termos de una
eauagao dlferenc1al usamos o procedirento sequinte:
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, . , 1
Tomamos inicialamente Ye(0,1)c Ho (0,1):

Devemos ter :

;

1 1 . :
u'¥' + J u¥ = J £y ‘ vﬂfeé’)(o,l). Légo:

<‘,9',u'> + <S°u> = <Y f> vyPel)(0,1), donde:

~<‘Pu"> + <\P,u>

<§0,f> V¥eD(0,1) .

Logo'7ﬁj:;u"+u~f "~ no sentldo das dlstrlbu1goes_

1
Mas como ueH (0 1) ’ entao u resolve a equacao diferencial.

{—u"+u=f en £'(0,1)

u(0)=u(l)=0

Com relacfio ao Exemplo 3 devemos fazer as seguintes obsetva

&des:
1)

2%)

37)

Da eﬁdaégo de Euie: —u"+u=f cénclui*gé'qué u"éLz(G,li
ja que ueLz(O 1) e feL (0,1) . Portanto a 1gua1da~}
de em ¢)'(0,1) & na verdade igualdade em 1.2 (0,1) (tra-

tava-se na verdade de distribuicoes regulares) .

. Ry ‘ 72 . ‘ ‘ .
Conclui-se entao que ueh (0,1) . Esse fato no entanto
f01 ignorado no problema variacional o que permite redu
zir para 1 a ordem de derivadas envolvidas no problena

a resolver, mesmo sendo a equagao diferenciala de 28

ordem. Voltaremos a discutir esse aspecto na segdo
’V 5.

As condigoes de contorno u(0)=u(l)=0 estao 1mgllcitas
no espago V;H (0,1) de fungoes admiSSlVELS e sao por
isso ditas essenc1als. Como veremos no exemplo se- '
guinte, ha condlgoes de contorno que valem-para a so
lugao u mas nao necessariamente para as demais ..un-—l
goes admissiveis. Tais condig¢des: sepao,obtldas co-
mo consequéncia’ da propria formulacdo variacional e

sdo por isso ditas condicoes de contorno naturcis.

QO importante é gue nao precisam ser levados em con-!

ta no problema variacional.
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ExerCLCio l Explicar porque no Exenplo 3 o Operador I- D2 sendo

DR*%Q e I identldade, nao e o operador A do Teorema de Lax~Milgram

como poderla parecer .

§§§$9l3~5° 'Sejam & e L como no Exemplo 3, tomando-se  agora
V=H (0 l)

: Nesse caso como V é um espaco de. Hllbert com a mesma .
norma usada no Exemplo 3 0 problema var1ac1onal deve ter ainda
»solucao unica.= :

' Analise analoga nos leva ainda a concluir que

~u"+u-f em L (0,1).

v Porém agora as condigoes de contorno nao estdo  dadas
explicitamente.. Para obte ~las precisamos reconstituir o proble-
ma, variacional a partir da aquagao de Euler ecompara—lo com o]
que tInhamos que resolver:

o Como u"eL (0 1) temos ueHz(O,l). Assim, tomando-~ge
veH (0 1) devamos ter: o

1 1 1 1
- [o uv + foMuV = jo fv YveH (0,1)

Tais Lntegragcas tem sentldo por se tratar de fungdes de 1, (9,1).
Como ueC’ CO 11 e vec®ro,1] obtemos por integragdo por partes
g@mum;:. | ' v. | b ! ! v

-u“~~"2'(1?V(l?fu'(°)V(Q)*fo uv = jo uy = fq fv wveH (0,1)

Loge, como devemes ter:

fdﬁuv+ fb u'v! = [o fv YeH (0,1) econcluimos ques

u'(l)v(l)mu'%b)v(O)“ 0 wven' (0,1)

-

Por outro lado, come v & arbitrdrio, podemos escolhi-lo
tal gue v(0)=0 e v(1)#0., Dal vem:

u'(l)=o. '
'Eécalhendamse agora v(0)#0 e v(1)=0 concluimes que

u'(0)=0.
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. - o K - -~ u"+u=f em L (o, 1)>
A squagio diferencial & entio: {[V(INZE, S 00

cujas condicdes de contorno sé-séo'neCessafiamente Satisfeitas
pela solugao do problema variacional, sendo por isso® naturais.

Exercicio 2: Considere a'e L"como Exemplo 3 tomando agora

v-—- a (o = fu/ver (0,1), v(0)=0)

Provando que V & um subespago completo de H (0 1) con-
cluir que o] problema (P) tem solugao unica nesse caso e interpre
‘tar © mesmo.; :

vExércIdio'Bé‘ ‘Seja 'V e a como no Exercicio 2 e

L(v) = v(c) CwveV ’ sendo ce(O 11,

Pede-sa. l %) verificar gue © problema (P) tem solumaa
unica nesse Caso;

12?)_interpretar (») no-sentido{ﬂas-disttibug
¢Ses precisando em que espago se encon ~
tra efetivamente a soluglo;

'3%) Justificar porque nesse caso ndo pedemos
 deduzir com absoluta seguranqa as cgndl~
 g¢Bes de contcrno ‘naturais.

Exercfcio d: Verificar que e no exercicio anterior tivéssemos
' e Lv)=v'(a)

'na@ poderiamos garantir gu@ (P) teria solugao inica. .
9(x~c5 se csxsl

'Sugestac: C@nsidare VgH (0,1) tal que v(x)m
A L . sa@ 0sx<g

. ‘7  Observamﬁn a prepesitc do Fhemplo 3, que e possivel. con
siderax uma variante tomando.

&(urV)ﬂ I: utv!

permanecende V ie L 1d8nticos.

-’:' Po:ém) nesse caso com a norma
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2

it e I L L2 1172

s6 poderiamos verificar a coercividade langando mdo dorTeorema 5
do capitulo 4: ' ’ :
o . >

sendo cl neste caso deduzida de 4.(10): cy=

hl"‘

vDesse‘ modo teriamos

“a(v,v) 2 a»llvll2 com o = ; > 0.

© 0 problema variacional teria agora a intérpretagao:
0 o 2 '
-u" = £ em L°(0,1)
u(0)=u(l)=0

Agora a resolucao da equacao diferencial & simples pois:

Qc .
u(X)=J~~ f+c, e;
o N

i

u(y)

X
Jo u' + ¢' , onde c e ¢' s3ao cons-

tantes a determlnar de modo que u(l)=u(0)=0.
Pox outro lado, se no Exemplo 4 tomassiemos

. 1
a(u,v) = Jo u'v'

-b;problema;variacianal nio teria mais necessariamente solucao uni
_caQ‘.belfatQ, nesse caso bastaria torarmos v=constante para ter-
mos: i
s alv,v)=0 com N vily , 70

Logo ﬁﬁé'pode‘existir o > 0 tal que
SR \ 2

: Observe-se que se O problema variacional correspondente
itivesse,solugao, esta seria dada por:
{_un..f »
u'(0)=u'(1l)=0

Mas se essa equagao dlferenCLal tlver uma solugdo u
laver fungao da forma u + constante a resolvera tambem.
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,Quando o problema tem solugcao & porque a fungao f dada satlsfaz
.ag

= uma condlvao de compatlbllldade dada por:

- u (l) = Q‘

‘acima arb1tra~ e um valor de u en certo ponto de (0, l)

'v‘f:{éu"'= cos TX em (O;l)
u'(1) = u'(0) =0
mé infihidade-de-soiugaes e que

’-{Qu"=senﬁX' em (0,1)

i

tu (1) = u'(0) 0.

,}NQlEXemélo'ﬁ'modificar gvpara

_a(u v) =-J° uv+u v+u v'

7.{—u"+u‘+u=f emuL (0,1)

u(0)=u(l)=0

Exerc1c1o 7 RefaZer' iExercicio'G‘tomando agdra'vbﬂ {0,1).
e S s ,'T

vv'| pela desigualdade de Schwartz.
Exemplo 5: ;”ﬁ?vénfko,i),

a(u,v) = I u"v' e ‘L(v)=jo fv , feLz(O,l)
S ! ' 0 '

Neste ‘caso podemos tomar |l vl = j vl 21w +|V"12 172
7;déde defé e de L & verificada sem maiores problemas
xemplos 3 e 4.
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Quatto & cber01V1dadc baéta usar 4.(10) e tenos
alv,v) = lvlz , 2 allv 12 sendo -«cg L 1/21.

et - ‘. i 4 .
O problema tem pois solugac unica gue se interpreta con

12

< " ,ut s < ¥, f > weed(0,1)

i

donde < W‘,ulv> < VP, f > wyed)(0,1),

ou seja; u '=f no sentido das déstribui¢6es
Como féLZ(O,l) temos na reé&lidade ueHélﬂ;i)
. : ulvVag
A edquagao dlferenclalv e pois {IUCd):U(i)ﬁ
' LU (g)=u'(1)=0

sendo todas cchaicoeé dé &Hnﬁbrnb 1npimt1tas err V e, pof Luéb,
essenciais.

A rlgér, para nds certificdfhos de fue nio ha outras
condicdes de contorno, devemnos Feddipdr o prbbleMa variacional a
partir da equacao de Euler com

1 . 1 ’wﬁ ’ . ~
fo uVy = bev VVéHo(O,l), o que da, apods duas in-

‘ - ' , ‘ 4. v
tegracoes por partes (todas tem sentido pois uel (0,1) e VeMQ(D,l)):

s P DY 1 2
un VZ ""U"V'/ _}"} u"v"‘-‘: J fv s el (O'L)
. ‘ 3 0 g 0 6 -
+ Obtemos,; de fato, o problema variacional, ja gue o8

termos integrados acima $ao nulos.

Exercicio 8: 'Verifica¥ que o problema do exemplo ahnterior teria

ainda solucao Unica se
A |
Ay o= <v,§
. L(v) = V,SC
Verifique diretamente que essa solugao seria
: 2
g (2x~1) se 0<x<l/2

u(x) =
.<1 0% (5421)  se L/2<xsl

Exercicio 9: Verifique que o problema (P) com

1 ’
a{u,v) =’J (uv+u'v'+u"v")
0 . .



-108~

. 1 2 ‘
L(v)= fo fv com V=H (0,l) e feLz(O,l)

tem solugao Unica que $e interpreta com:

L}V—u"+u=f em Lz(o,l)
u'(0)=u"(0) e u'(l)=u" (1)

u" (0)=u" (1)=0.

e que temos ueH4(0,l).

’

Outro exemplo clissico de equacdes de quarta Ordem & o

seguinte:

v 1
Exemplo 6: Seja V=H2(0,l)n Ho(O,l); a e L como ns Exemplo 5.
Verificamos que (P) tem solu¢ao unica.

Novamente o problema se résuie em veriiicar a coercivi-
dade de a, como no Exemplo 5. Entretanto agora fdo e possivel u-
sar 4.(10) pois nao temos um espago H:(O,l). '

Provemos, no entanto, que se veV, existe,ainda uma cons
“tante C > 0, tal que: ‘

>

Vlg2 2 CEV iy,

Temos: .

{1 2 1 1 . ' o
. vt |%= vv'/ ~,J vhv = - j " ¥ve V
0 L 0 p [

Logo, pela desigu&ldade‘de SchHwartz: Ilv'Hg s Ity H2 [Lv"||2.

1 1
f lvl2 < 4 J Iv'lz.
0 0

Donde: Il vil, € v i3 s 4 lvily (19",

Porém dé 4% (10) =

Logo tenos:

v H2$'IIV" i
' ' n
| | v IIQSZILV I|2
o gque da: B ' o
. 2 2. 2 2 2 oy
= . ' " " ey —
liv!lzlz lIVllz + |l v 112 + llv 'Lz % 21 v llz => C= ;%{

 Estd entdo verificado & coercividade de a ainda neste

SO v = -&-—1:—&-‘-
¢aSO com O 31"
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A interpretagéo do problema variacional se da agora com:

v =f em L2)(0,1)

<ULut > = <P f> wPeD(0,1) => u
Como ‘condi¢des de contorno essenciais temos
u(0) = u(l)=0.
”Nd_entantq,fcomparando-se o problema inicial com O re-
feito parﬁind¢ davégﬂagao de Euler, temos:

e 0 :
,J rulY§ = Jp»fv YveV =>

gL -1 e 1 )

av/s - utvt o+ j u"v" = I fv YveV

g : 0 0 0 )

.0 primeiro termo integrado & nulo. No ertanto o segun-
dgfséibfséra‘sé; ‘ » | |

u" (0)=u"(1)=0 .

;Estas sao asbé0ndi¢5és de contorno complementares  de

tipo natural. 5 '
iv

WVo=f  em 1%(0,1)

Em suma temos: u(o0) = u(l)=0

,u"u (0)___un (l) = 0
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+4. Equagdes diferenciais com condigaes néo homogéneas

. r
Vejamos agora alguns casos em que as condigoes de con-
orno sao do tlpo

‘quui tambem =3 ‘conveniente dlstlngulr as condlgoes essen
s naturais. VeJamos um caso tlplco com condigoes essen -

st

oo

E em (0,1)

i

B £eL2(0,1)

A prlmelra vista podermamos pensar que tal problema &
'uma:varlante do Exemplo 3 com uma conveniente madanga do’ espago
_de fungoes adm1351vels Hy(0,1) de forma a atender u(a) = a e
\ _ Porem ) subconjunto de H! (0 1) de fungoes v para as

Arbltramos u o€ H! (0 l) tal que u,(a) =a e u, (b) = B
'mos que, se existe solugao u para ‘a equagao dlferen—'

Achar u € H (0, 1) tal que a(i,v) = L(v) , ¥v ¢ H (0, 1)

ond o |
-;.=[—a(uo;v> + f fv e
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1 1
a(u,v) = I u'v' + ] uv
0 0

Pelo Teorema 4.7 deduz-se que LEH"l(O,l) com
gp =f~-u, e g, =u; ' go.gl ¢ L2(0,1)

A forma bilinear a tem as mesmas propriedades do Exemplo 3.
A O-problema variacional tem portanto, solugao nica que
se interpreta coms

<P 4 e, U m et uls ~ <P ug> k<P, E> = WP e &(0,1)

~@" = uy + U 4+ u, = £ no sentido das distribuigdes
(o) = 4(1) =0

A solugac procurada u & entdo dada por: u = { + u,
pels nesse caso temos: ) ,

-u" by om f
u(a) =a , ulb) = B como desejado,

Poder-se~d argumentar que a solugdo u ndo & Gnlca
pols dependo do u, arbitrado, Provamos entretanto que a solu -
¢8o U depende de tal modo da u que § + U, permanece invariante.
De fato, sejam u; e u, duas fungdes de H'(0,1) tais que
up(a) = u,(a) = aeuy(b) =u;(b) =fgeflieu as solugdes cor -

raspcna@ntes. Temos: .

aFﬁ,v) = ua(un,v) + L fv , Wv ¢ ﬂé(O,l)
a(i,v) = =a(u ,v) + f £v , W ¢ H}(0,1)
. 0 ,
.-Subtraind@ membro a membre vems

a(i = U+ u=u,v) =0 vy cul(o,l)

Como u, = u, ¢ H;(Q,l),ht@m@s Gom
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v=1-u+ s, €. H}(0, 1) .
' a(d - U+ u,-u,, 4 - u o+ ou,- u ,) = 0, o que pela coer=-

cividade de a 1mpllca em:

- u +u,-u; = i) , ou seja,

ct ci"i

0
+ u = u + lJll como ., querlamos.

f;.fo“VuV@Jamos agora um caso de condi¢des de coftorno naturais

nao homogeneas'

Exemglo 8 Seja a equaqao dlferenclal com as condlgoes naturais
‘nao homogeneas '

j-u" + u=£
{uwi() = o

em (0,1)

Nesse caso o espaco de fungoes admissiveis indicado &
H (0,1) . Mas como fazer aparecer as condigdes de contorno?
~ Como no exemplo anterior, temos gue introduzl-las na
pr5pria formulaqac variacional do problema de forma que s& para
aTSplﬁﬁéo u  tenhamos
; _ ,

u'<0)_é*a e. u'(l) =8

Isso se consegue simplesmente incorporando-se esses dados a for-

ma linear, isto é: ! |

vL(v)§*, I fv - av(0) + Bv(l)

. 0 '

sendo vajamos- .
' a(u,v) permanece inalterada com respeito ao Exemplo 4 .

Por outro Jado, Le {H! (0, 11" pois

4

: 1 1
L{v) = J £,V j £iv!

i
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com £, =f+ B ~a ¢ L%(0,1)
, S £, = Bx - a(x-1) e L%(0,1)
‘(ver‘exercicio 6 do’Capitulo IV)
' O problema variacional Que tem a551m solugao unlca que

1

i

se ‘interpreta com:
C<eut> 4 <Pw = <y, f>  WPe H(0,1)

 uma vez Que ~aP(0) + BP(1) = 0 se ¥ &D(0,1). Isso da
- u" + W= f em L2?(0,1) uma vez que u,f e’LZ(O‘l).

- Para verificarmos que as condlgoes de ccntorno nao ho-
mogeneas sdo satisfeitas, refazemos o problema: variac1ona1 com
v e H'Y(0,1) e compardmo-lo com o inicial. Obtemos-'"

’--»ff;,/‘J' R 1 :
"'Jo u".\'r"‘ + L u = L fv ¥V e H: (0,1) =>
N S RN R S 1 1 1
=> fu'(lfv(l) + u'(0)v(0) + L'u'v_+'L_uv = L ﬁv )y WV € H‘(o,l)

ffjcomg o problema variacional a resolver é
: r 1 1 S L
B J u'v' + I uv = J £v - av(0) + Bv(l), ¥ve H'(0,1)
“ e s 0
devemos ter: -
Lk e S |
-ﬁ'(l)vfl) +u'(0)v(0) + Bv(l) - ov(0) +_I fv = J fv
. ; S - : : 0
VV € Hl(o 1) _
o Ora, tal ‘condigdo s& & satisfeita se u' (0) =qe
u' (l) 5', A equagdo diferencial & entdo efetivamente :

{,.u, +u=f en (0,1)
u'(0) =a, u'(l) =8

Exercicio 10:; Verifique que o problema variacional

PRR R o e |
J uv" = J £v + Bv' (1) - av'(0) , ¥ve HZ(0,1)n H'(0,1)
o BRI ‘0 ’ ‘ ‘ i ' o
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Afaamuwap%16;1);‘#em’édl”:Eéiﬁéiééiaue &a solugha de

f, e em. (0 1)
1( u(l) .
‘= B , uu (0) ‘-=?:vq”

‘Exerefcio 11: verif,iqhéf.; 'q'hé ‘o problema variacional

R {,,;' 1 o S 1 L -
)ufv' +‘I,uv + bu(l)v(l) m;{ fv + Bv(l) , Wv-¢ Héxo,l)
Vgl lgr e aE R g e ‘

Ib] < 172

=f em (0,1)

Sugestaoﬁ

_:a‘a cont;nuldade e: coerclV;dade da forma bilinear
usar!a deSLgualdade 4.5. ’

spondéncia com Problemas de Minimizag8o

equlvalenc1a de problemas varlaclonals com equagoes‘n
'Fque vimos, . ndo & fruto apenas de art1f1c1os mate- .
,Na realldade, ocorre que na descrlgao de muitos feno-

pode ser expressa (a menos de ‘constantes“
Las)fsob a. forma de um func1onal definido sobre um
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(6) E(Q)‘= %‘- é(v,v) “ I,(v)

Aqui a e L s3o, respectivamente, formas biliﬁéar e li-
near com as propriedades que j& definimos no Teoréma v.l.

- As fungles admissiveis v representam, como sabemos
,grandezas da mesma natureza da que nos compete determinar, isto
é, tém o mesmo sentido j& mencionado na apresentagdo dos proale
1mas variacionais. , : .

Matematicamente isso se exprime como sendo veV, eSpago
sobre o qual a e L sdo bem definidos e cujos elementos satisfa-
zem a determinadas ccndiqoes de ccntcrno que serdo sempre de ti
pc essencial.

A sclugae prgcurada é entdo aguéela que, Eenéc tamﬁem
admisaival,‘forma minime o valor da energia. Tal prohlama pode
ser fcrmulado ccms

Enecntﬂar ueV
(") tal que
E(u) g B(V) WveV

A segulr damos um Teorema Fundamental de Equivalénelia,
Vélido no entanto apenas para o caso em gue a forma bilinear a
& simétri@a, iat@ é:

a(v,u) 'Vu,V@V.

a(u}v)

Teorema 21 Seja a forma bilinear simétrica, econtlnua e ecerciva
definida sebre V X V, ende V & um espage de Hilbert. Seja ainda
Lgv . Enta@ r@@@lV@r o preblema variacional (P) aquival@ a re=
sclvar e pr@blama de minimizaga@ (2"). .
Damagstragacs Em primeire lugar, preecisamos provar qu@ se (P")
tem solugdo entdo ela & a solugdo Qnica de (P). :
Censideremes uma perturbagio utvy  do u onde vV
€ € R,
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Devemos ter: |
E(u) < E(u + ev) ¥we V' e ¥ee R r

Ufs\ando(6) vems:
E(L“H'VEIZV) = %— a(utev,urev) - L(u +ev)
¢ com_as-propfiedadés de linearidade de a e L vem:

oy ‘ 2
B(u + ev) = £ a(uu) + 5 afwv) +3Fav,u) + 5 av,w)=L(w)-eL(v)

ou seja, usando a simetria de a:

‘i7f 5:;1 E(u + ev) = E(u) +& alu,v) - L(v) + %; atv,v)|

Por conseguinte devemos ter:

. l '
v o 2 , |
e a(u,v) = L(v) + %T alv,v) 2 0 W¥veV e ¥e € R

Arbiﬁrando-se e = €0 temos:
; €0 :

a(u,v) = L(v) 2 = =" a(v,v)

Tomando-ge agora ¢ = =g, Vem:

R : €, |

afu,v) = L(v) <=5 alv,v)

Como a(v,v) & positivo e ¢, pode ser tomado arbitraria
mente‘pequenc,Lcencluimcs gue: '

afu,v) = L{v) = 0 ¥ e V  como guerlamos.
Devemos em seguida_provér‘que'sé u resolve (P) entio:

E(u) 513(v) WV e V.’
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Temos:a(u,v) = L(Vf . » Vv‘e_v.

Em particular af(u,v-u) = L(v-u) vv ¢ V.

(8

2[E(v) - E(u)] = alv,v) - 2L(v) ~- a(u,u) - 2Lfu)
=a(v,v) - Li{v) = L(v) = a(u,u) + L(u) + L(u)

Por outro lado dec

a(u,v-u) + a(v,v-u) - a(v,v-u) = L(v-u) deduz-se:
alv,v-u) - a(v-u,v-u) = L(v-u) ¥v e V

Porém a(v~-u,v-u) > 0, donde:

Yve V

\
o

a(V;v-U) - L(v-u)

~Seja agora a express3o:

H

Como‘L(v) = a(u,v) e L(u) = a(ufu) temos:

2[E(V)I~ZE(u)] = a(v,v) - a(u,v) - L(v) + L(u) =;a(v,V~u)~L(vﬂu)

e com (8) temos o resultado desejado. c.q.d.

Observagoes:

meira variagdo de E. Tal denominagdo deriva do desenvolvimento
,(7)5na qual ela representa o coeficiente da primeira poténcia

5 - - . "' )
~1Q) A expressao a(u,v) = L(v) & conhecida como a pri-

(*)

do par3metro € da perturbagao utev . Em resumo a solugdo do

problema & a fungdo que anula a primeira variagdo de E.

. ‘i29) Como conseqgfiéncia direta do Teorema 2, temos ques o

ptbblema (P") tem solugdo Gnica para a e L satisfazendo as hipd

teses usuais.

Xf)“Apélogamehte, ] a(v,v) & dita sequnda variagao de E.

2
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3Q). Se a fosse nao 51metr1ca, resolver o problema (P")

equlvalerla a resolver o problema var1ac1onal de solucao inica:

Encontrar ueV

(B)  tal que |
o a(u,v) = L(v) - ¥v ¢ V, onde
a(u,v) = %'[a(u,V) + é(v,u)]‘ u,veV

‘No entanto, como sabemos, « unicidade e ex1sten01a da

;solugao de (P) 1ndepende da simetria de a.

fﬁkéréicio 12: Verificar que (?) tem solugdo {ini¢a se a,L eV
{satlsfazem as hlpoteses do Teorema de Lax—Mllgram e’ que (P) e-

?quivale a (P“)

Damos a seguir alguns exemplos 11ustrat1vos do resulta

:do do Teorema 2.

‘Exemplo 9: Consideremos uma viga homogénea de comprimento uni-
tdrio perfeitamente engastada nas suas extremidades:

o )u?
K ) ‘
Bt

u(x)

~ Sobre a viga age uma cafga’de distribuigdo F sob cuja
aqio " fletird e sofrerd . deslocamentos verticais v(x)  com
relagao a posicao 1n101al na abcissa Xx, até atingir a p051gao
de repouso u(x). '

' A Mecénica Elementar ensina que para uma dada funcao deslo-_
camento vertlcal v a energia eldstica total do sistema, a me-
nos dechnstantes multiplicativas e ‘aditivas, & dada por:

) .Y, . ) » :
E(vj?é % J [v"]?2 - J-fv

0 0

L.
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onde £ =,g", paraguma,constante C'adequada, supondo—se que
FeL (o 1). N g : g

- Diz ainda que a posigao de repouso €& dada pela fungao
deslocamento vertlcal u que tornar minima a energla. Assim te-
mos~- S
o ’E(u) < E(v)

para todos os deslocamentos v compatlvels. Isto quer dlzer Jue
devem obedecer a restrlgoes impostas pelas condlgées de apoio
da vigas

1¢) v(0) =0 e v(l) = 0, uma vez que as
- - extremidades da viga sao fixas.
29) v'(0) = 0 e v'(l) = .0, porque se tra-
ta de engastamento perfeito.

Portanto, o espage V de fungdes Qdmissivéis que deve -~
mos escolher para esse problema & tal que

19) E(v) seja definida para veV. ,
29) vi(0) = v(1l) = v‘(O) = v'(l) = 0 para vevV.

0 espago adequado & pois (O 1).
Agora, pelo Teorema 2, u deve resolver tambem o proble
ma Varlac1onal ' '

=f | em L? (0 1)
]'ﬁ‘p) u(l) = 4'(0) = u'(l)

o
o

sendo as“condlgoes de contorno essenciais, isto &, 1mposta a

vodo deslocamento vertlcal

;Exem‘lo 10 Imaglnemos agora que no Lxemplo 9 a v1ga fosse ape
inas simplesmente apoiada nas extremidades. Neste caso, nossa
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classe de fungdes admissiveis seria mais ampla pois agora s&

teriamos que impor: : Y

it
o

v

T vio) = v

”spago de fungoes adm1551vels adequado seria agora o subes~

wde HZ(O l) tal que _V€V ==> v (0) = v(l) = 0, ou seja.

Hé(o,ly_n 'H;(o,l);

{uo) =u =0
u" (0) = u" (l) -

I
o

'As prlmelras condlgoes de contorno sd@o essenc1als pois
devem ser satlsfeltas por todo deslocamento vertical con31dera
do No entanto as condigdes u"(0) = u"(l) = 0 sd devem ser o-
brlgatorlamente satisfeitas pela fungao deslocamento vertical
correspondente d posigao de repousb. O leitor familiarizado com
fundamentos de Estatlca nao tera dificuldades en identificares
saé condlgoes com a 1mp0519ao de que o momento fletor a ‘que es
'taVSubmetlda a viga em apoios simples (ou rotulas) seja nulo .
in01dentalmente o momento fletor & proporc1onal a segunda deri
vada da fungao deslocamento vertlcal. '

Exemglo l3~ Em Estatlua apllcar uma carga momento num B ponto

'a v1ga reoresentado por [0,1] corresponde matematlca -

umawﬁdlstrlbUlgaO de carga" com f = §..
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Fisicamente seu efeito & o de duas cargas concentrados
de inten51dade1nf1nitase sentidos opostos, agindo em segoes
"da viga®"imediatamente & esquerda e & direita" do ponto c¢ res-.
'pectxvamente. +oo

Verifique que se = 1/2e aviga é considerada‘simples
‘mente apolada em suas extremidades,a funcao deblocamento verti
Qcal & dada por:

%3 % ' ' '
3 - 5q se 0:x51/2
u(x) = 5 ‘
o (x=1F  x-1 1
g 53 se 3 <x <1
u
LT

7

Observe-se qué a viga fosse engastada nas extremidades,
éfSolugio'do problema seria a fungao u do Exercic¢io 8:

(Imagine o que ocorreria com uma régua flexivel firme-
mente ‘apoiada nas extremidades se se lhe aplicasse um "picue" 'no
seu ponto medlo com os dedos polegar e indicador).

'Exer0101o 14 Determine a solugao u do problema da viga simples

.mente ap01ada se ‘se lhe apllcasse uma carga concentrada no seu
.ponto medlo (nesse caso f = GL,) '
L 2

Sugestdo: Resolva inicialmente a equagdo diferencial:

{ w" = s u" = w
. V :
2

J‘W(Oi = W(l) = 0. e em'seguida ﬁ(O) = u(l) =0
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'ExemElo 11: Tomemos agora o caso ‘d.: um problema formulado em
termos de uma equagao di feren01al com condlgoos de cqntorno.

} Seja a transmlsuao de calo ao longo de uma barra . de
comprlmento unitirio su)elta a uma fonte de calor f,‘Suponha—
mos que a temperatura da extremidace esquerda da barra se maﬂi
tém fixa, a qual} por uma ¢onvenierté‘mudanga de escala pode
ser considerada nula. Isolando-a tcrmicamente, a extremidade
dlrelta da- barra 1mped1ra trocas de calor com o melo exterior
e portanto o gradlente de temperatura sera nulo nesse ponto.
‘ASSlm, o problema de determlnar a olstrlbulgao de temperatura
u ao longo da barra,devidamente equac1onado,e o ‘conhecido pro
blema de Sturm-Liouville [17] :

‘ 4(Pu')' +qu=f em (0, 1)
u(0) =0

ondé p e q'sab'fung6es estritamente positivas em [0,1] asso -
c1adas a propriedades geométricas e térmicas da barra.

' Vamos supor inicialmente que  pe c’fo,11] e qeL”(0,1).

Gostarlamos agora de ver1f1 ar se o pxoblema esta ma-

tematlcamente bem colocado. Para talto, vamos langar mao de
nossosﬁconheCLmentos sobre problema: variacionais.
CRRr Em @ltima andlise, o problema de Sturm-Liouville & u-
{ma;equagao diférencial de segunda ordem. Podemos: supor que f,
‘fungéo nao hécessariamente continua, & pelo menos integravel
,em (0 1), digamos feL2(n,1). : . '
N " Sendo assim conjecturamos que. u"”Lz(O l), ou seja,
fueHz(O l) '
s Vamos entao 1gnorar por um momento o que foi feito nos
 Exemplos 3 e 4 e tentar construir un problema variacional ‘com
~um espago de fungoes admissiveis quec satisfacam ds condigdes

a que deve satisfazer nossa solugio:
= {v/veH?2(0,1), v(0) = 0, v' (1) = 0}

V"é‘subespagb fechado de H?(0,1). ngo & completo pa-

ra a norma
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R r 1 o v, '
vl U Qvlt + [viz s el | e
Temos entdo certamente:

1 ! S o
'J' - (pu")v + I quv = ]fv .. WveV.

0 0 0 S

Poderliamos analisar diretamente o problema variacional

'acima. No entanto sera mais comodo usar integragao por partes
e obter equivalentemente:
s 1 1
-‘I pufv‘ +[ gquv = J fv  WveV
0 0 0

-

J qua u'(l) = v(0) = 0. .
0 que temos agora & uma forma bllinear simetrica.

1 ’ 1

| a(u,ﬁ) = J pu'v' + I quv
‘ ‘ S0 . i)
‘@ a forma linear
L(v) = f fv

0
o w , *
De acordo com as hipOteses feitas, temos LeV .
Provemos agora que a € continua sobre V x V; temoss:
5 ‘ 1 1

latu,v) | < max lp(x)lj [u'v'| +sup asslq(x)l[ |uv|
0<sxgl 0 Xe(0,1 g

B A 1
;§‘<M{]flu'v'l +J luv[] , onde M = max{|| pll, /Il qll,}-
i B 0 v -

ﬁ"Pbricutre_l%dc, pela desigualdade de Schwartz:

L 1

Lluvl [ ol 5 e, g9,z 1wl vl

 Bsta ainda aplicadaaR? d& enfin:
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N TP S T Z SRS 2 VY,
law | s mdllally p+ Wl wlly, % vl o+l vl % < il ull 11 vl

Vejamos agora se.a & coerciva sobre V x V . Temos:
S a v
-a(v,v) =.J’p|V'|?+ [‘qé?

i g ol

ﬁbmo”p“e'q-sao‘estritamehte‘positivas fembs:

ipf#) 37p”t> 0  ,e‘q(x):2 qm>,0j' ¥xX € ¢0,1]

pr I T B \ » ' i _
Assim a(v v) >m J (lv|®+ |v'|?) onde m = mln(p aq ).
Gostariamos agora de verificar se existe m>0 tal qua,
gaJ(|ﬂ2+|vW2+|vH2) ¥V 6V,

\

Pedamms ver que nao, considerando a seqﬂencia {va} de

fungcas de V. deflnidas para €< 1/2 por:

v (%) = J v

_<2x+ze)bé” se O<x<%
| -2x 2 1
2

| =

f’@éméqllzvé(X)gO' ¥xe[0,1] temos:
v (x) s x',*ﬁﬁ?flv s
A I €

i q -
Vﬁs‘;'z'

Lol

e 2 o A1¥2e)? 1-4e® 7 o 1
e deor S ‘3;5*24 TS Yesr

}P@r @utr@ lado, temoss

(2x+2s) 'é .‘se'~9§x<%yba*
e se }ews



=125~

% S
: |12_2 ___:_l-_
Fogo J Ivel® = 1535 - 3
VE?OH v eH? (0, l) com Ve (0) =0
L 'Porem, enquanto

Ln(2e) e portanto:

e vé(l) = 0.

1 -
1

"*'Jo'f-”v'el s v <« B ves

\ _‘f'Cresce indefinidamente quando ¢ tende a zero.
% . Ent@o o problema var1ac1onal podera estar mal formula-

tdo com esse espago V.

Vérlfica~se sem dlficuldades que thnando-se

: ,i_' 1 =¥,
V:#;Hé(o,l), com: ,IIV” = [I (Jv]? + Iv‘lé)i}
AT B i) ’ '
?temos .gora. Ja(y, v)| < Mllullllvll com ‘M = max{flplk;llqlh}
e 'a(v v) > allvlF com a = mln{pm,qm}.

' Fgmos obrigados a abandonar a condigao v' (1) = 0 por
;ser em geral 1nconslstente cem a condigao veH? (0, l)
,;go:a verlflcamos que © problema variacional de solu -~
ca ueHy(0,1) :

ERe T S D
,L;?Q’Yf + J;quv ;-I fv ¥v € Hp (0,1)

fthﬁéféo pxoblema de Sturm-Liouville. De fato:

<et,pu'> + <fqur .= <f > ¥ 9 eD(0,1)  ou seja:

‘no sentldo das dlstribulgoes o que impllca

' 'i'qu;’i:' £
,As c@nd;goes de contorno s8o:

;ﬁkp)7? 0 (essencial)
u'(l)= 0 ' (natural)
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_ " Esta lltima & deduzida,»comoipos Exemplos'4 e 6 (veri-
ficar). e I SRR rj R ’? T
i B Apesar de termos verificado que o problema da transmis
ﬁsao de calor ao longo de uma barra esta bem. colocado matematl—
ngamente, Cremos .que permanece. a questao.
‘Teria solugao unlca o problema:
Dada feL2(0 1), achar uev tal que.

(OO Lo S SETINND T 1
fn wyé} Pu|vv *\Ilun,i [ f?‘ Vvev

0 0 0 . ‘
= endbrV o subespago de HZ(O 1) de fungoes Que satisfazem a to-
;das as condlgoes de contorno? . { ‘
? A resposta. € negativa no caso geral pelo 31mp1es fato
%que,‘se p nao for suflcientemente regular, nao temos ueH2(0 1)
.¢De fato, part1ndo~se de u~H (0, 1), como qeL (0 1) devemos ter
fqueLa(Q 1), Logo (pu ) €L2(0 1) e dal segue que . B
ii"pu} eH (0,1) ==> pu €C°[0 1])=> u'cc?l0,11. 3
f. _ .. Isto,no entanto, nao é bastante para aflrmamos que
'u"ng(O 1). _ . , |

‘ Porem, num caso partlcular como p=g=l- terlamos efetiva
mente - Lo R

0. u"eL?(0,1) => ucH®(C,1).

. . Por: outro lado,  como sabemos, resolver o problema va -~
'r1a01onal correspondente com H (0,1:, equlvalerla a procurar
q_mxn;m@;de.
I (|v']?2 + |v|]®) - fv , veHp(0,1).

0 ' "0 ' _

T

N

S fgste;gqﬁeﬂtantq'é'engéntrado em V, subespago de H(0,1).
“Légd;fa3fortiori, o riinimo de E(v) sobre V nao pode ser outro
;senao;u e o problema. variacional formulado com o éspago de fun-

-

goes adm1551ve1s V tem também solugao unlca, apesar de nao. ?3 -

’rem SatleeltOS as hlpoteses do ‘Teorema de Lax—Mllgram.

‘50 que se observa, no entanto, é que nao ganhamos

mals amplos pQSSLVelS permlte, nao so admltlr

1a e muito mals abrangente de dados do problema, como também
‘serd -extremamente Util para a discretizagao do problema varia-
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cional.
Exemplo 15: Verifique que o problem: de Sturm-Liouville

-(pu")' = £ em L2(0,1)
u(0) =u'(1) =0

teﬁﬂsdlﬂééo,ﬁnica se peC®[0,1] con p(x)>0 Vxe[O;lJ.

‘Exerclcio 16: Verifique que o problema do exerci¢io anterior

‘teria ainda solugdo se f = §, ccl0,1] e que essa solugdo se
‘ria, para p=l.

0 c 1

Exercicio 17: O que ocorreria com a condigdo de contorno natu-

ral se tivéssemos £ = §, ?

Exercicio 18: Verifique que o problema

T S 1
| min . % J (v]2 + |v']2 ) - v'( % )
veH, (0,1) 0

$3

nao tem solugao.

. . . 3 '
Sugestdo: Tomar v = V(2x-1)% - 1.
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