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ON AN ALGERRAIC THEORY OF PRORBLEMS

AND SOFTWARE DEVELOFMENT
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(HIRGDUCCION.

En los (itimos afies se han desarrollade una serie de trabajos que tratan de modelizar el
procese de desarrollo de software, comunmente conocide coma &l process del sofbware. Estos
desarrollos levan desde trater de encontrar un paso candnico que aplicado reiteradamente
modelice diche proceso (Lehmen et 81 [1] 8 [S], Turski [6] y Maibaum [ 7)), hasta chloulos de
disetfin y de programas (Sintzoff [8] 8 [12]).

Los trabsjos arriba mencionades coinciden en que se puede considersr ‘sl process de
software como compuesto de transformaciones que van desds la primera verbalizacién del
problems, pasan por la especificacion formal y Vlegan hasta e m‘cgrama que resuslve dicho
problems.

La opinién de los autores es que es necesario desarrollar uns herramients formal que
permita describir dichas transformaciones, no solo desde el punto de vista seméntico sing
tarnbién del de las heuristicas asociadss a su ﬁpmamon 51 se lograra, mediante uns herramienta
ve este tipo, describir formaimente un nlimero suficiente de metodologiss de programacion, se
pc-di 1an encontrar factores comunes a las mismas que representen las ideas Tundamentales que
guian todo proceso de resolucion de problemas yen espma} el de resolucién de problemss
medianie algoritmos. .

3 evidente, por ejemplo, que una técnica de resolucién ampliamente aplicada e3 la
conocida cormo 199cumpn<nrmn top-down”. Ahors bign, a3 metodologias que 1s utilizan producen
13 descomposicidn del problema inicial en subproblemas -esencial para sy aplicecidn- segln
criterios distintos, hecho éste que hace aperecer a cada aplicacibn de ests técnice como una
técnics en 3t misma, '

Sin embarqo podria ccurrir que 1a "descomposicidn top-down” sea realmente un factor
cotndn invariante y que ess supuests diferancia resida en el enmescaramients de 1 misma por
las diferentes heuristicas de descomposicién asociadas & 1as distintss aplicacionas.

Jiguiendo esta linea de pensamiento, los autores decidieron que padria construirse una
herramienid como la arriba mencionada desarrollando, sobre las idéas bésicas de 1o Teor{s
Matemdtics de Prablemss de P A, 5. Yelosa, un Algebra de Problemas utilizands como for malismo
la Teoris Axdométice de Conjuntos de wrmelo Fraenkel [13].

Se han desarrollads hasta el momento Tas eperaciones de suma y productn de problemas; las
nociones de subproblems sditivo y subproblema sditivo cempleto de un problems dsdo. Se ha
demostrade que e conjunto de subproblemas editivos de un problema dade for ma, con g
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operacién suma, un serniraticulado superior del cusl es supremo dicho problems. Se demostr

también que existen bases y bases minimas (en el sertide de qus ninguno de sus elementos poseen

subproblemnas dentre del semireticuizde} de subproblemas adifives que permilen genersr por
- suma de sus elemantos el suprems del semireticutado.

Por Hime se splicaron esos resultados & la modelizacion de s ‘iecmc& de resolucidn de
problemas conocida cormo "descomposicidn top-down”.

Todos e definiciones yieorermas estan enunciados en Zermelo-Fraenkel pero en 108 casos
en que se creyd conveniente se gcompafia también un enunciado infarmal. La demostracidn de los
teoremas y lemas se pusde encontrar en el apéndice adjunto.

Er sulibro "How fo solve it", G. Polys [1da 16] establece tres prequntss Tundamentales
para deter minar un problema; éstes son: . '
&Cudl es la incignita?

&LCudles son Tos resultados?
&Cudl es la condicidn?
Beséndose en éstas idess PAS. Yeloso [17 & 24] construyd una teoris matemética de
problemas en la que ¢l concepte furdamental es el de "problems irrestricto”. Un problems
irrestricto es una estructura P=<B,R,0> donde D es un conjunto denominade “dominio de

datos”, B un canjurde denominado "dominio de resultades, y es una relacidn binaria de Ben
denominsda “condicion del problema”. ' ‘
hsi, G no es ofre coss que ls especificacidn del problema, ssociando & ceda date d

pertenccients &l dorninio de datos, uno o més valores I pertenecientes al dominio de resultados.
Por ejemnple, la relacion "raiz de un palinomio de ssgundo grade” ssocia & csds elemento del
conjunto d2 los polinamios de %L]UTIGD grsdo, -que es en éste caso el dominio de datos~ con uno o
dos elemenmtns del cenjunto de los ndmeros complejos -que es en éste case el dominio de los

resultados-.
Otra de los conceptos fundamentsies de 1a teor{a de Yeloso es el de solucidn. Una solucion de

un problema irrestricto P=<D,R,0> es cuslquier funcién total Gde D en R incluida en la

relacion Q.

Es obvia la necesidad de que la solucidn de un preblema sea una funcidn , ya que de no
exigirse 1a condicion de funcioralidad, se estarie en la situscidn bastante mcﬂ N'ta, en que la
simple especificacion de un problema seria también su solucion.

Aqui aparece un primer problema, si una solucidn es una funcidn total de D en R, entonces
aquelles problemss pare Yos que a relacion Q no estd definida sobre tode €l dorninio de datos D
son insolubles. Yeloso crea, pars dar marco & ésta situacion, el conceplo de visbilidad.

Un problema es viable siy s6lo si la relacion G esta definids pars todo €l deminin de datos D
Es desir: _

P es viable <= (Y d)(de D (3r){reRaqid,ri

ahora bien, de lo dicho se deduce que 1a viabilidad es uns condicidn necesaria pars la
solubiiidad ya que si el problerna no es viable, es decir si la condicidn no esta definida para todo
e dominio de datos,no existird ninguna funcidn totel de D en Rincluida en dichs relacién y por
Yo tants no existird ninguna solucién. Si se dice que un problema es soluble si y stlo si tiene por
To menes una solucidn, es decir:

P es soluble <> (V)(36)deDaceRD +q(d,0(d))
entorces e conclusidn es obvia: un problems s soluble solo ¢i es visble.
Pera bserd la viabilidad uns condicidn suficiente para la solubilided?. El sxioma de eleccion
asequrs que si. Entonces:

F es soluble ¢ F es viable
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Este es un resultado un tanto molesto de la teoria de Veloso ya que asegura que todo problems que.
pueda ser enunciado tiene solucion.

Por otra parte, se puede observar que la condicion de solubilidad no es otra cosa que la
skolerizacién de 1a condicién de viabilidad, por lo tanto, las soluciones de un problema no son
otra cosa que 1as funciones de Skolem [25] de su condicién de viabilidad.

En su trabajo "Aspetos de uma Teoria Geral de Problemas” [17 a 24] P.A.S.Yeloso propone
extender el concepto de problema irrestricto en dos sentidos.

El primero de ellos es el de "problemas con instancias”. Un problema con instancias es un
problema irrestricto en el que se define un subconjunto I del dominio de datos que se denomina

“dorninio de instancia de interés” y en el que una solucidn es toda funcidn total de D en R que

dentro del dominio I esta incluida en Ta condicion  definida solo para dicho dominio. Es decir

cusndo para un problema solo interesa 1a solucién para un subconjunto de los datos. Yolviendo al
ejemplo de "hallar las raices de polinomios de sequndo grado”, un "problema con instancias” de
éste problema podris ser “hallar ls rsices de polinomies de sequndo grade con coeficientes
enteros”.

La sequnda extensidn propuesta por Yeloso se relaciona con las soluciones de un problema.
Es interesante a veces tratar 18 solucion de un problema en un determinado "contexte” dado por
uha clase de “funciones sdmisibles”; es decir cuando no coalquier solucidn es admisible sino solo
aquellas que pertenecen a.una cierta clase, ya sea por razones constructivas -por ejemplo
construir con reqla no gradusds o compds-, topoldgicas - por ejemplo funciones continuas-, de
calculabilidad - por ejemplo funciones computables-, etfe.

Propone  entonces Yeloso extender la idea de problema irrestricto a la nocidn de

- problems, es decir un problems irrestricto en el que las soluciones deben pertenecer & una

deter minada clase definida por el predicado O :
En este trabajo se partira de una definicion de problema que incluye estas dos extensiones.

Un problema serd entonces una cuadrupla P=<D,R,q,I> donde D se denominard dominio de
datos, R dominio de resultados, ICD dominio de instancias de interés;  serd una relacidn

binaria de D en R definida sobre todo el dominio I y denominada condician del problema.

En los dessrrollos subsecuentes se supone la existencis de la Teoris Axiomética de
Conjuntos de Zermelo-Fraenkel.

1-DEFINICIONES BASICAS SOBRE EL CONCEPTO DE PROBLEMA

Primero 3¢ deberan definir 1os objetos de drden O e= decir 103 objetos que compondran los
dorninios de dates y resultados de Jos problemas de que tratard a Teoria. E1 axioma de separacidn

gutoriza a hablar de un conjunto W de tales objetos mediante el siguiente esquema de definicidn:
Esquema de definicion 1.1-
U=(x:xelan(x))
Se puede, entonces, definir el “universo del discurso de los problemas” t?\ mediante el
siquiente esquerms de definicion:
Esquema de definicién 1.2~ v

£, ={x:%=<Ds, R, 0, B> = (2 € PO PN« PAUD)  PLA A g S D xRy a1 S D))
A , ‘



Entonces, una vez definidos los universos del discurso [\ y fh, un problema sera una

cuadrupla P=< DP’ RP, % IP>, donde los domjm’os de datos DP y de resujtados RP son

subconjuntos de U, et dominio de instancias de interés IP e3 un subconjunto de DP y 1a condicidn
del problema es una relacidn binaria de DP en RP .
Definicidn 1.3~

Dos prodicms Py U son igusies 527 1o son sys dominios de dsios

SUS CERFICITRES § SUS GOMIAICE dE insianciss g Fnlerés.

(VPIFUIPe £y ale £y 12(P=0es D =D o =0, » =13

Se puede, shors, introducir 1a nocidn de viabilidad:
Definicidn 1.4~
i groblems P oes visdie 557

s S S N '
T i g A R Jy T
SN SRR BF FAETENSISE QF

Pl
o
R
e
.
R
28
Jumenf
b
)
-]
Y
e

3,

PP £, es viable e {Wdi(d = IP+{3er'{reRF, qP'.’.d,r})}})

"~

En este coptexcto, 52 dird que un problema es viable 31 y s8lo 51 su condicion estd definida
para todo elemento del dorminio de instanciss de interés de diche problems.
Entonces ze puede obviamente, demostrar:

Teorema 1.1~

M probiems Vee vishle 557 sv dominic 8¢ instsnciss de fnlerse
I ccp Pyt o ? : T e - E
p EEIE TReialds £ &1 TG th, FE B8 CERTIOTOR

e

F—"'?.}"F'"" Fe f:{\‘—ylfF' g 'v"iEJblEHIP': D[q )))

Esta forms de definir 1a viabilidad serd de interés més sdelante en & desarrollo de ésts
tearia. :

Se dira tambien que un problema P es soluble si existe una funcidn de DP n Rp definida
para todo elemento del dominio de instancias de interés de P, que esté incluida én su condicidn.
Es decir: '

Definicion 1.5-
dn prosiems P s dice soludle ssi gxiste por lo menes ung
Tuncisn 16187 G:DP-> RP 187 gue sy restriceisn &1 dominic ge
Fnsisnciss dg Tnlerés IP 818 Fncluids en 18 condicion qP qe dichs

prabiems,
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(‘VP}(PE £’\—>{_P o5 a0l yble &2 (—JU)(GE QPQPA (t‘rd}( déipéqp(d,ﬁ(d)})j))

Se denomnionard “espacio de seluciones” del problems P sl conjunto QP de todas sus
solucionss, es d cir de todss las funcienes perteneciznles s fx Dr que estan incluidss en la
Q - R DP oL

condicidn qP En’(onus es el conjunto dz todas las funciones pertenetientss a W o CUYas

restricciones 1 dominio de instancias de interés de P serdn funciones de Skolem de lacondician .
de viabilidad introducida por 1a Definicidn 1.3 ”
Es decir:

Definicidn 1.6-
(VP) Pe $y2( 2 =l5:0e R PPA(VAI del»q (dald))

Como ya se dijo, en el caso da 1a tenris matemétics pars problemas irrestricios, se pueds
deducir de lo hasts aqui expueste y de la teoris de Zermelo-Fraenkel que la visbilidad e3
condicién necessria y suficients para la solubilidad, entonces se puéde introducir ol siguiente:

Teoremn 1.2~

YR Pe f»ﬁ(P ex vishle 6= P ez soluble))

Desde este punto en adelante &) desarrolle de la teoris se Nevard a cabo para problemas

pertenecientes a la class f',z, inctuida en ﬂ;\ de problemas viables

Ahora bien, como ya se dijo, el concepto de solubilidad introduéide por la Definicién 1.5y
por 1o tanta 1a nocidn simple de ;mm.»nm irrestricto no son suficientes si s qmatw ?tnm en
cuenta un "contexto de admizibilidad” de 1a sol ucidn. For ejemplo de nads serviria una selucion
no computable pars un problema que deses res olverse mediante uns rmanuing algoritmics.

Se debe introdugir por 1o tanto 8 concepto de (C-selubilidsd. Se dice entonces que:

s

Definicidn 1.7- .
Se densmins contexis de sdmisibilided ¢ lg subclsse 5% fogse las

Furcionss f:ﬁ*ﬁ £ ls olgss sfl qus prsesn le proyiedsd .

A =i et Fanif)

gi:t

Befinicion 1.8~

S¢ FRROMING LIRS JE TRRCToR8E SAMISTLIeS Fe Wi problems P s
) ’ v ey Dy oy o e

coniuals A o OF fusciones oblenicss restringiends & cods
hl o, .

i Y i de Aeias
funciie 1 as af-i&_ &8 dominie gr #5763 K}P

(WP) Pe £, A =lg:(3ffe

kS
.
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i probicie P ose dics  U-s5iudle 557 posss shiuns selveiss O

Gue pEFTEOETCS & 18 £lsse 93;({ p G TUGCIoHEs SEmisToies.

2l

(YP¥Pe ﬁéﬁfp e A-goluble e (36)(6€ R’PEPB’] ﬁ_.p.ﬁft"d)(déip‘* qpfd,ﬁfﬂ))))))

Se denaminard “espacio de soluciones admisibles” de un problema P sl conjunto ‘I’P de

todas 133 solusiones de P que pertenezean a la clase -:,»Qi“ P Es decir:
-

Definicién 1.10-
(VPMPeLa(T =4 N an
F “ap TP _

Como es notorio, un problema puede ser soluble y no tener ninquns solucifn que
perfenszea @ su clase de funciones adrisibles; entonces, 1a viabilided es una condicion necesaria
pero no suficiente pars la D-solubilided ya que no es derivable del axioma de eleccidn ls
necesidad de 1s existencia de soluciones de P que pertenezesn a su clase da funciones sdrmisibles.

Ls relscién entre 1a solubilidad y ls (-solubilided puede explicarse medisnte el siguiente:

Teorems 1.3~
U prodieme Pose give U soludle 557 54 6556ci0 e 8olUCTones &amisibies ‘I’P
RO £5 V01D,

(VPXPe £, (P os t-solubte > T, 26))

Lo hasta aqui expuesto no es olrs cosa que el desarrollo formal de 1s extensidn de 1a teoris
de mateméatica de problemms desde el concepto de problems irrestrictos el de problema que los
autores utilizan como fundamental y que se propone en [24] (de maners informal) como
"a%,-promemas con instancias”. '

Pars sequir en ésta lines de formalizacidn de la extensién de la teoris de problemass

irrestrictos 8 »4-problemas con instanciss se deberfs shora extender los conceptos de
"reduccion” entre problemas y de “descemposicion” de problemias mediante “descompositores

f-arios”.

Es aqui donde s presente teoria se aparta de 1la teoria matemétics de problemas ya que e
considers que tanto la reduccion entre preblemss como la descomposicion son téenicas de
resolucién. Por lo tante, se cree interesante encontrar un conjunto de opersciones mucho mas
bisices que esas técnices de maners de poder construir undlgebrs que permita "hablar” tante de
éstas como de cuslquier otra técnica de resolucion.

* Se dessrrollan s continuacion , enfonces, las opersciones de: suma, producto y diferencia
de problemas .

Estas operaciones se definen & partir de los elementos de 1as cusdruplas que definen a los
opergndos, introduciéndose luego teoremas “constructivos™ de las ‘soluciones del probiems
resultante & partir de las soluciones de los operandos en cuestion. Esto Gltimo se debe s que,
como se intents utilizer el &lgebra para describir téenicas de resolucidn, se deben poder oblener
soluciones del problems & ser resuslto & partir de soluciones de subproblemss del mismo, de
problemas sndlogos, ele. i

Antes de pasar & las formalizeciones arriba mencionsdas es importante para su dessrrollo
introducir una formulacion de la “version multiplicetive” -atribuids a Bertrand Russell- del
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axioma de eleccién que, como e bifn sabidy, s equivalente sl axioms de Zermelo, en el que s2

fundarments 1a existercia de funciones de Skelem.
‘La siguiente &3 una. prhcr«:mn intuitiva pare conjuntes finitos de 1o formulaciba for mal

dada en ¢l corolario 1.4,

Sean By A dos conjuntes y | uns relacién binarie e B en A definids sebre toda B.
conjunto de funciones totales de B en Atncluido ent se pusde construir de Ta siguiente forma:

Se parte L en 28 clases de equivalencia, uas por cade elemento de B y formeda pars los
pares de L cuya primera proyeccién seq ese elemento.

5i se hace ahora el gmducto cartesiano generalizads de las *3 clases, cada una de las’
#3-yplas que lo componen estd formads por los pares ordenados de une de 1a3 funcioncs
incluidss enl.
Shlo resta entonces, para cads #8-upta, oblerer sus * 8 proyecciones y construir conlos parss
erdenados asi obteni‘da& un conjunts que serd upa de lss funcmnrzs puscadas.

Se puede, entonces, enunciar el siguiente corolario de s versitn "Russsliisng” riM axioma de
eleceitn:

Corslaiia 1.4-
(VBN M("ﬁ?’!,)fif-ﬁxmu&) =B} - ({f: ffABaan,v(xeB IERENNE
{f: (JZ)\ZFX Gl welaT (wh=yla .f=U {*:“r {(z3h

Para comprender 1a razén de la wtrodumon de éste mro}arm 63 irderesants analizer uns
de sus aplicaciones en el desarrollo de ests teorfa.

Ls Definicién 1.6 introduce e} concepts de espacio de soluciones de un problama P coine el
cenjunto QP de Tas funciones de Skolem de 1s condicidn de viabilidad de diche problema.

Pero, dado que, como ua se dijo , en el desarrollo de ls3 operacionss entre problemas se-
introducirdn teoremas constructivos de las soluciones del problema resultants a partir de lasde

los operandos, s convenients contar también con una expresion constructive pars QP § partir da
Q.
Se dehe, entonces, intreducir of siguiente:

Teorems 1.5-
F(VPXFe j:@"?
_ AT T e Ly [ 4 - e N4 . :.; ) ,'y‘,.
pr{ﬁ,(ﬂs)if;(:-f'(dmp{x.xk.%}P'v' u’ﬁ"(X)x. IP) A it's(X)-d M(Q«Udémhf_d(ﬁ)}?}ﬂ

Cuys demostracidn se ubtiens resmplazsndo el definlendum ¢l teorems por & defi niens dz 13
Definicion 1.6 yaplicando el Corplario 1.4,

2-5UMA DE PROBLEMAS

' Antes de definir formalmente Ya oparacidn de suma, se tratard de Justificar informalimente
la inclusién de dichs operacién.
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Bl resultedo de 13 cperacién suma de Tos problemas Py 0 e3 un tercer problema cuyos
dominio de dstos, daminio de resultados, condicién y daminio de instanciss do interés son el
resuliado de 1a unidn de los dominios de d*atas e resultados, condiciones y dominios de intancias

deinlerés de Py (L.

En ¢l caso dol problems de encontrsr lss rafces de polinomios de segundo gru:io por
ejemple, se podrizn conocer soiuciones pars los problemss: caleular las raices de pahmrmns g
s2qunda grado con coeficientes resles y su equivalente pars cosficientes lrmx;n naries. £ problems
gzneral es, como es notorio, 18 suma de los dos Witimos.

Las sefs definiciones siguientes introducen farmalmente 1s oparacién suma:
‘DBefinieién 2.1~
(PAVON(Pe forlie £ =g, " qPUq )
Befinicién 2. 2-
(VPXVOX(Pe £4ate L) D, o~Dp U

Pefinicitn 2.3~
(VPXVQ(Pe £yale £y R, =R.UR)
Definicitn 2.4~

(VPIVO(Fe Lyade L) L VL)

Befinicién 2-5~.

P P+Q’ qP+Q P+Q

Ahiera bien, - de poco servirfs ssher que un prohlems es suma de otros dos 2i no se dsn
d=finiciones ramtru:‘tms de las soluciones del problems o pdrin de soluciones de los sumandos,
ya que lo quz se estd tratendo db explicar con ésts operacién e3 una técnics elemental de
resolucion, & ssber:

Si se determina, snalizando sus condiciones respectivas que un problems dado -del cual no
$¢ Conocen seluciones- €3 18 sumna de otros dos, de 1os que sf se conoce por 10 menos uns solusidn
para cads uno, se puade, en. muchos.casos, construir ena solucién del primer problema s psrtir
de un par de 301 ucicnes congcidss de los etroq dos. .

4 continuacion se introducirén, entonces, dos teoremas que daﬂncn el conjunto de
soluciones correspondientes s la sums de una sm ucion cualquiers de cada uno de los problemss:
sumandos; ¢l espacio ds soluciones del problema suma & partir de los espacios de soluciones de

les problemss sumandos y el espacio de Q-soluciones del problema suma @ partir de 1os espacios
de U-soluciones de Jos sumandos.

Datas Yas funciones fy 0, el conjunto T(F,Q) de funciones inclufdes en fUQ queds definido
mediante 1a intreduccidn de 1a siquinte:

Definicitn 2.6~

VYOV TIT et agettY aTcltavelt - I:()",g)n{h:heiiTUVﬁ(iUQ)U

Se puede obterer uns expresién construstive de UWJ,Q) splicands €} cordlario. 1.4 & la

relacidn obienids mediante 1a unidnde fy q



lema 2.1~ ‘
(Y f)(V!J){\”f"?)("l?"?)(féiéﬁnr. Y A Tel A vell o |
- o:D((EeX o (e GUGIAT (=t =] gy (T (DN

Befinicion 2.7~
Se genominers 01.Q) a7 suteonjuats as W10 forasdo por squelins fneiones
gue puedsn oblsnerse por restriccidn gl dminly &k aljung Zuni,

pertenecients &7 conlexto &5 eamisibitidid 95’1.‘1 .

TR s gety o TCl & vell -
n(fg)={h:her(fg) » (Is)(seA_» hes| o W)

Como &3 notoric, o1 hecho de que Ja unidn de dos funciones no siempre tera como resuliade
una funcién es & causante de 18 necesidad de aplicar el corolaris 1.4 & dicha unidn g3 decir de

construir o} espscio de funciones de Skolem de Ta misma~ pars calculsr 14
Ahora bign, dedas dos {unciones f g 0 cuyes dominios sean T Y ¥ respectivamenta, 19
aventual falla do funcionslided do su unidn sate producida por la interseccién ¥ (V¢ de dichos

dominies. Por 1o tanto se pusden construir funciones de Skolem (fﬁ(tj} g fU g eiig‘ienvfia ]
subconjunte KETNY y tomando (f+KQ}(ﬂ)mf(d) s deT-¥ y (f*-KQ}(ﬂ}*Q(ﬂ} 3
dey-TNYUK.-

Entonces se puede epunciar lo siguients:
Defipicién 2.0~
Sz denominerd C,0) of confunts de Iss f:.mi.a.-w(f«‘g <g) ablenidss lomandy
5y ane e Jos subeanjuntas K a TN,
TNV ROY DIV TR A gelt? & Tall » vl a KCTOY
(Fr 0¥t > O g=TUY » Rlfe 01
(VdldeT-K » (fr gild)=fld) » de¥-TAVUK - (f+xg}(ri)=g(ﬁ)})}

Tearema 2.1~
§( f, Q) es &l conivaiy et f,g}v g las Funcienes fncluriss e fU ad.

VAT ettt gelty a TS & veits T g-dig

Si fy 0 son dos solucionas 8,y ﬁg da dos problames P y Q, respectivarments, s unidn do

tos dominios § UY que aparscen en el Lema incluge al dominio de deles de Ja suma §}P* oo U9 que
v W v

ta condicién de solubilidad exige quz G, 4§, sean totales sobre fffip 2 53@ respectivamente, | se

H]
tena de la Definicidn 2.4 ﬁpmxﬁp U ‘;Bﬂ.
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Par otra parte, si se supone - pars focilitar el enuncieds de Tos teoremss siquientes- que
las funciones t’?P u O, formen parte de un par ordensdo ¥ =<(§,,GQ>,&1 Lema s& pusds reescribiv
de 18 farmes:

Lemag 2.2~
TPV ANPE £, a0 £y

t{iae}:{ﬁ:(HE)(Ee%mm{x:xe(ﬁ‘(4!) U (0) amr, ()=d}a(o=(]

epr BN

-Que no es ofra coss que Ta aplicacidn dol corclario 1.4 & 1a relacidn GF,UGQ.

Siendo obvios o8 siguizntes ceralarios:

Corelaria 1- o
HOVEXVO(Pe £y ale £y - Te)=t(e)
Carelerio 2-

HVPIYONPE £, alle Lyan(e=3(i) N4, )

o, Pl

Los conjurtes T04 y L6490 se denominan conjunios de soluciones derivadss de Gy Gy e

conjunto MY, cenjunte de (- soluciones derivedss de 6,y -

&hors bien, seris interesante, utilizendo este resultado, demostrsr que se pueds construir
¢l espacio de saluciones de 1a sums Qp 8 partiv de los espacios de soluciones QP y QQ de los
problemss P oy [ respectivamente, uniendo Yas cleses de funciones {8 para todos oz posibles
pares d tales que Ti'if'éf) €9y 17'2('5}:‘ € QQ

& {al fin se enuncie el siguiente:

Tearems 2.2-
LT 6sp5cin & Solieionss QP o % ls surng & abs probiemas Py Q o5 lsgron
Lnicn de las conjunics C o seluciones derivedss de solwsiones de Py U
Lomitdss Gins & 425,
AYPHYO(PeE, alel, Vs O = D))
;‘ (‘r\“ p.}(\ L.)((F C?il L€$¢‘) fP-@Q UI&GQPXQQK‘K{';

£ mismo cose 32 Hene pars e espacic ’;{P £ de W-soluciones de Ya sums, entonces:
Tesrems 2.5~

£7 espscio ge soficiones ¥,
PeQ

. ar . . » . 1 3 1} PR ’\‘ . !
vnide ¢ las conjuniss 1) ¢ ssluciones gerivedss ge solwiones ae Py Q

a I sume g gas prodlemss Py Q es ls grom

S P RSN
Pediades 6lxs & Gos.
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%~(’WE’P}(‘€§’H}(£P@§3¢ ael ?) ~ U,,prh rl$))

Obsérvess que, 3 Ta Tuz d2 los Tesremas 2.2 y 2.3, si se tiens un problema S del cual no se
conocen sojuciones y s delerming, analizando su condicion que éste se pueds “deacomponer™ en

los problamas Py Ueuya auma es 5y para cada uno de 1os cusles se conoce ura solucidn 6P y o

0
respectivamente, &l conjunto de solucionas (( Yide S derivado de U y 60, 52 puede definir
sonstructivamante o partir de GP y 150.
2-%-%35’@:;5@5%&%@3 dz 1g Dwmwa. Se pasard ahora, a estudiar Tes propiadades de la cperacir}n

3uma.
la primara gromwdvd que se debs dermostrar es la unicided d I8 aperacion, e demostrard
luego gue ia suma de problemas s conmutativa, asociativa ¢ idempotente, entonces:

Tegrsma 2.4~
i)Unigidad:

HITPXTIPE £y a0e ) >(ES)Se £y a5-P10)

i )Conmutatividad:
- (VPIVON(PE £y alle £,) > (P+U=0+P))

i) lah vidad:

F (VPXVOTRIPE £, ale $y aRe £, )+ (P+{0+RI=(P+0)+R))

iv)ldempotencia:

H(YPXPe £, »P+P=P)

Rz

Surge ahora una pregunia, sexiste un elemento neutro para la operecidn suma?, si es asi
bque Torma tendrd?. dralizands Ye3 propizdades de la operacidn se deduce que: sus dominios de
datos y resultados deben ser vacios 4 que 1a un‘ién de o3 mismos con los correspondientes &
cuslquier problema deben dejar mvanan 3 g éstos (Mimos; por la misms rezén su condicidn
debe ser vacfa. ‘

Es cbvio que el domindo de instanciss de interés también debe ser vacio. Entoncas, parecs
que &l elemento neutro d2 1s suma de problemss deberd tener la forma <81,81,9,8,

~ #hora bien, antes de introduciv un Teorema que demuastre la condicidn de neutro ds este
objelo, s& debe dermostrar qus el mismo &5 un problema, entonces: -

Tearema 2.5-
- 0=<3,0,8 0> 0¢ ?éﬁi¢
y entonces, shora si:

Tearema 2.6
={%P}Pe léifli@ 3P B=0+P=P



Por (Ttime es conveniente, pere el desarrolln nostibsiguiente de lo leoris y luegn de
demaostrar e asocistividad de s Ofifﬁh;i"i::‘”t y to existencia de elemonto .wu?r*} Q:‘W*f&’laﬁ' &l
cencepls de suma, pars 1o cusl se infroduse 5 continuacidn la nacidn de sumatoris de problemss:

frefinietin 2.9«
Loty confisis o reblemes, s& genowtas symaioeis sobve Loy s

stmdalizs 2\ of B & frsuns o ngos los pradiemes gue perisnecen & L.,
el

£
”q)’f )( f\"- x’ a - S‘f{i'ﬁ;xt'( Uxer’ 5}}(' U.’:&:ﬁ: R‘x, UX‘:.E..» q;x, ”V\P:.g }}")

E-PRODUCTE DF PROG ‘-;’ﬂ
Comu en e case de 1a ope racibn sums, smtes de intredusir formslmante o) preducto, se
tratard do justificer estd u;}e;araa.m snalizandala informalmente.

£l resutiads de Ta eperacién products de dos problemas P y e un fercer problems
resutisds de “concalenar™ los dos snleritres, es decir un preblema cuys condicion serd el

© producta relativa de Tes condicionss de Py Q)

bl coso 23 que e operacidn como ésta puede modslizar vns éenics tipica de resatucidn de
proflemss que consista en fa resolucidn por psries, donde el domindo ded produsto relativi de los
condiciones de las paries coircida con el dominio de detes del problema original y el rango de
dicho producto colneids con d dominin de resultadas del problems en cusstids, ‘
F:Csreiﬁl’“{‘riﬂ, pare inverti vns metriz 8 proc 80§ como st

i - fa tranapone, g ’i 5 cz&u;la el adjunto, fercers narle: se divide
este (i por el determinsnte de Gicha z

o Ests téonicn pedrve denomingrse iuurpﬂ!ncmn cofi un damvindo srbitrerio” que ests ligsds
con lg heuristica propussts por Polua medisnte la preaunts & Existe un ; mh.c,ma con sotuciin
COn m»:r e tengs 1o miams incdgnits que ol que intends resolver?. Uns thonica cormo #5ts es 1a
s¢ del métede de reduceifn antaado pat Yeloso,

2} interpalociin con un domindo arbitrario, puede d deseribirse como la
wcmr-"m i ded profiems arigingl en m tes que cumplan con !avs condicidn do "concatanasidn”

expuests mios srriba y reactverlo mediante ¢ producto de dichas paries. ,

Laz dificultades de esls téonics sperecen como resultsdo de e mmr:"‘ zo de Vs eperacidn
producto relutivo de relociones us que 8] ser posible Ja "sliminecion” de peres orderadoes ds la
primer relesién &l no oxistiv en Ya segunde pingun par orderadoy chua primer proveccién
Lainsids con Te sequnda de r:m‘m paves, el deminio ded producio relativo de Jas condiciones de las
paries puede noinctuir al dominio de instancias de interés del problems original i no se elige
cuidadesaments ¢l dominia f interpolacion. '

*y.

’c Ertn se

. e

Para definir el produsts de dos problemas Py O se debe ante tode defindr Tos elementos de
ta pentusta dal problems products, @ saber:

Definicidn 3.1~

VPN Pe i,v =
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wré dol pm fucls g3 o) dodnio da da 3‘»3‘;.€:s‘:‘§£sa'= s%:;’r.en'ida
jo conicrdn del primer factor restringhio a sy 1‘
HAGTH Jf;ﬂ segqunda factor.

3

5 prodlemss Poll ez un tercer problema S de la forma:

Jnr e menie:

El espacia e soiuciones el producta se puede derivar

carolaris 1 4

Si sa anoliza gue coyrre cuands 30 to relativo da ura seluion cuslquiars

-

P sto,ailn siendn

- M oo i & A s i o o 5 o ,.
da P oon uns de Des chvio gue el dominio de Yo funciln resuitanta de dicho prody

r

vacio estd fnelulde en &l dominio de

vios det primer factor P, nada impide antonces definir un

cierio problema v < de Ya for
1o pmhna Gl Q“i a forma:

Y TG AT i K

Bafinicitn 3.6~
DAt R 5 P 7, { S % Fuge G ;w- o ,A P,
DG G oD EIRS U 4 W S8 G20 RS ITEING TR 7l SECGES

y
Foar £z 2 o DS e

;
sliiangs i o G

‘ i ")
& gomidgia @ pesuilecss e ;”faue‘e’«’rm U B

a et

JHOEUE i Gl SURRES SOTUOTONRS I SU GRANSIY §F [Hs{eneis
LG W FESITIRGED 87 aiinie o

& -
UJ(.Q >

‘] ‘” (J
(P a6 L@‘ﬁ m “),m

5i se daroming 3?, a2 UR problema ohtenido madiante 1a sumatoris da fodos los p03ibles
problamas v U,:,g oGl defimiies o partir de U Ly S o 8 dacir:.

J)n‘*i\

by A
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E.d-Propie

aperecion produste.

La primere propledad cus so debe demestrar es la unicidsd da ls “'z**racién, se demistrard

Tuego qur el producic & pro iciﬁ»mx&.\ S gsotiotive ¢ distribulive o s izguierds y e 1s dereche con
respecta g fa suma,

SEGIEERE G -
i} Unicidad
HVP)YQPe £

chore, o extulier Yes propiededss de 1o

04"

it} Patributivided:
i“ (fijF:-;::{\,‘;}FD}{%?”{;){{.‘F & z:; ("xm(}: }{f N AF’ & ‘:‘: _ )"3‘{}3@!:&";%3):;{

PallicRY)

1) dsonietividad por to izquierds:

- (VPRI OVRIP

Qe £ aRe £y ) 2 (PellR)=P

»

iv) ;’-ﬁiﬂ“ istividad por e derechs:

- (% p}f‘wm VR (Fe i,i, afle f( AR

4}

: un elemenis neutre, en
T umph ado w" U“-‘ a! sar el
ol esisticr

Surg

\i
eﬁc Wa p&ra

i ng Dmfmﬂ 51 fu B ;ﬁ.ﬂﬂ??f;ﬂ &5
,h:u.w FUs U UD RSUTED [0l 1 GRrechs.

Por otig parte, of o las profitemss neutros del mwmf
izquisrdo, pur eje -f‘ﬂﬂ}ﬂ,a”!""h"“hU Mados dr_ bard e
probieme por et qus s o mullipcs o sucongicien debe smm i

sf rdemo; alge equivalente debe courrir con o) nauire por |
resyll gl probiems por el que serd mﬂupnmcw
' rece Hevar @ 1o dessgradsble situscion de tener que sdm %r ...... exislen dos nsulres,

ump e taguterds yolro por Is derecha para cads probien

gimembargo, es un hecho que lox dominios de dates y resulisd - areblema P

"

£ - . 4% .
de &g eslon ineluide ui canjunte 5 g que Ya relesitn identidad fs curmple ebviamente can ls
v

N

toga elemento da L -4 par Yo tente de cus’»(;ﬁi'r:sr subranjunto de - en o

mising. Enfonces, parece que un elemerdo reutro Grico, ¥, {tarde por 1s fzguizrds coms far s

“ ‘ 4
f’ podrfa tensr come elementos: B i 1,

s en; sh W it mfmdtm el teorems que demuestrs  Te condicidn de nautro del

terng 8% U D’GM“'F{P ErioncEs:

Tears

g eniong
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Tearams 3.5«

R ST P T TR AT
@b b 54.53“‘%:!-:‘,) ka.'/)g [ER it

’ .

03 eencaplos maa impertantes do coli

h

En 2ate punl
de problemas, e de

sie un

bl
g

e
G

&5

oncepls es en si muy sencille, s2 dive quo P e subp roblen aditive de e

PSP U 0 N g
tercer problams B sl que Peh=d,
Moy eie glu caloular Jog rafees do polinomios da
calelar los rafces de oolinemios de sogunde o

subproblemas aditives de caloular 1as rafices de polin

s sudproblema sditive de L% S

(TP ONPe L, 06

s Ben, dentrode To clase de los s zbfff"fzbz»i\"ﬁs adit
subclase de symo o do agquellos aubpr
seluciones zon soiuc w1 p'rt!btsz:f'rm ariginal.

4 {m de: ».xi:g"tm
A R N i PRIV i s S
denamine letos de un problems dada o s simbolizardn de da forma V& UL

Fermalmente

-

Lo dos prodlemas Py U se diee gup P s subgrodiema complele i L

o N
—gue 5 Bimbolies P‘,C"Ir_ﬁ - dsir P s sudpretiems so 1, su especis o
Q

o e

soluciones fo 85 Wiy i focs sefucisn de © exieadics Fusrs @

oy

G P o7

Suahpiies v

o o IV P - Py -
fwzz'ﬁl..! £y W{ erdenics §1 E355070 6P S0l

Gel fons q vto de subprobloms aditiva que 31, como &3 &

Ca8d e ia com teorema:

Sybprieins

- (TP QUEPe £, a0 8y )0
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Le importancia de ésta clase de subproblemas sditives reside en quz pars oblener yng
soluzibn de un probilems dado bcfucmer, resolver cuslguiers de sus swh;srublﬂm“unrmﬂm yan
perticuler cuslquiera de squélios que no poseen mingdn ﬁubpm-s%fn completo, es deeir qus
POSSERN NG S sole sclucidn, o, dicha an otras palabires, cuya condician es funcionst y por o tante
su Gnica solucian.

:

Una aplicacion inmedista de éate conceplo es 1 reenunciscidn de To reductibilidsd entre
problemss trateds en s leoris mat z‘mca de probismmgs,

En eguelia se describe Yo reduccitn como uns teenics de rose)us "m de problermss enle que
g conoce 1a solucidn de un sequndo problems &) qus o primere es reducible . Fnaste tontaxis,

reducible significa que exislen dos funsionss, uro o lo que Yeloso denoming de traduccion {U) qus
tiens como dominia ol domindo de datos dal problems original ¥ coma rango ¢l dominia de datos de)
problems que es reduccidn dol primero ¢ otra que denaming de reciperscion (@ que Hene coma
dgerinio #1 dorainto de resultades de) gc'smu.zs alternstive yooms rengo el dorinis de resuliados
del problema ariginal. Entonces, seqdn Veloso, 1s condicidn de redusi bilidad e que Ta composicion
de ls funcion de treduccién con cuslguier solucion del problems alternative con Ye funcidn i
recuperecidn sea ung selucidn ost preblems orginat.

A Ta Tuz de ests leords alx;;rzh 'air‘a o reduccion no es més gue un csso particulsr de
interpalacidn con unm dominie srhitrerie. Si se entienden les funciones de fraduccidn y
recuperscidn coms soluciones de sendos problermas, 1s condicidn de reducibilided se pde

nunciar como sigue @ un problems P es redusible s otro O si existen dos proflemes PeyP 0
tales que el producto
P el FQ sea un subproblema complete de P
Ahors hien, exisle un conjunie muy interesonte de problemas, el conjunto de
subprotlemss aditives -que s darnminers F‘K,’ -~ da un problems dado P, cuys definicion formsl

S

Pefivieidn 4.5~

(VP)Pe £y (3P VAN OGP e 0e F))

-

Fara qus un conjunte cuslquiers & con una ng»’« racion ® forme un semireticulado superior
& cehdicion necessria y suficiente qua el par <4, %> sea un semigrupe abelisns g qua le operacion
seq idempotente [ 261,

S se aneliza ¢l par <F 4> s ohservers que ;
13 <P+ ex unsemigrupo duda gus ;
(CPHYIPEP, allc B, )= P+OEP )
y por el Teorems 2.5 1o sums es ssocislive,
ii3es shelisne ya que por el Tesrems 2.4 78 wmé es conmutstiva.
it} par el Tearems 2.6 1a suma &5 idempeniente.

Erdonces se pusds introducis el sigufente

g P vr es unsemireticulado superior)
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Gel cual oz puatss §) 117 & Hi) constituuen 1 demostracidn,

£1 teorema siguients demuestia une primera prapiedad interesents de eate semivaticytade:

Tonrewma 4,5~

P es ol supipmn @il 5 SETRIP TR SUSETOr 138 SR8 SUBPrIHIenes sl v,

w iy B

VR OV (Pe ?z A fep . e Py 0=P)

Dicho en otras palahras I es el fdesl dal samigrupy < F‘

Obviaments 1a sums & todos 1os elemanios do P g3 el problema P, por To tanto se puede

dernostrar &l siguisnte

={VPiRe £y zxgpq. 1)

P

Y3 92 vid, qus Vo suma de todes Tos problemes pertenecientes a P es el problems P, Ahora

hien, sxisten subconjuntes de P , teles que mantenen la propiedsd de que su sums €3 P pern
para 108 que ninguno de sus subsonjuntes 1a mantiene, Dichos subconjuntes qua se simbolizaran

2 adelants NUQ_;% s2 denominardn "bases da P +“.

Para peder hailar fermalmente da dichas bases se debe demos ’( rar su existencia, por o
4. .
tanto:

Tesremn 4.5

g dodb problems P e,,méf ROF Jo RS &hp Sk 95 38 conjunts o

Sphgrs SR s ST IIvGs,
YWeMPe £, o098, R MY e T .
(VM Pe & )\J‘UAP-#}( “%P' G F 2 Fne .i“ap+ A

o

Mada implde que los problemas perteneciantes o und [ase }3}::. , cualquiera tengan

subproblemas aditives, sin smbargy exists una bes tal que ringun de 3us ;“mi'!f-

subproblemss aditivos - . Dicha base 9o !if‘imﬂ'ﬁﬂiﬁi’é 2 lo sucesive "base minima” d2 oL e

simbnlizaird oo o+ uab

oo en ¢l case anterior se debe demostrac formalmerde ls existencia de dicha base

i

. . ] A, ek agraden o
yry fogs prodiema P avists evsclamenls uns dass S &2 3U ORI

A5

}{ MP 'E{"’;P#« 4}---}
. -
(VO RMRE Yo, A Ue Y,
Py
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£l slguiente teorems demuasire que Y& bsse minima “f‘fﬁps , esté formads por los

v

subproblemes sditivos de P cuga condicibn y par e fanto su (nice solucidn tizne un solo sren:

Toorema 4.7~ .
VP Pe Li',%;;xm Y sz{ﬁ} A #5=1)

Teorems 4.8

Feide pre f»’mé peilenenienie & 4hg bese i Py Yene dlosn m&f:q &' feing g
periensce 5 15 base mibime Yibp,

HVE)PE £y (VENSE Vi » (VB JERNRERp, )al SER))

Existe un subconjunta de F’+ qua se introdusird formsimente, el de les subproblemas

completos ds P, que se denotard F

oo

C+
Entonces:

Definicidén 4.5-

{(VPiFe fl,i +{3P, VA Lep £4) 4 Qe {9 (@g PesbeP )

El siguiente teorems demuestra qua PC + mertiene 1o propiedsd de que su sumatoria tengs
commo restltade P, entonses:

Tearcms 4.9~
Qacie e grodieane P e suieitoris g S Sy G RGE £01 wieies e P

HOTPPE £,93, p x=F)

1 semireticulado <P . +> también tiene bases, que se denaminsrén EPC o To gue cueda

(S

amastrade medisnte el siguiente:

Tearems 4.5 0~
Lacy s prosices P gxisty por Io meies tne base G8 SU CoRjUNS G5
SUSPEOSIEEGS Suinpleins,

i Lk hE G
e ¢ -{0g 2 ) a Pe3 x )
(‘ N u,uk o p(\.‘L el ‘”[i‘ d e .L.ay.e( ; e é) (‘ l} PaV A ~,-_.>"::‘§}hrjﬁ+ ¥
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Como en el casada P o0 Existen bases ‘.ﬂmc“_ ~zalvo fqus en ésta casn son varias- tales que
pinguno de suz elementos posee subproblemss complelos. faias son obwismente las bases

formadas por subproblemas completss de P cuyss condiciones 2on Tuncionsles y por 1o {ento
tenen exsctamente una solucidn. Formalmente:

Tenregma 411~
z’ 'w?'f u prodems P existe por & menss ung bace RIS 58 SU ConFua &
b orodlenes somplsios.

r—{‘%‘/f—‘}(f%ﬁ £y (3B A Bp, = Bp  —(VRIRE VB | +o Q=1

5-DRA PRIVERA APRODKIVIACION DE L4 APUICACION DE L& TEORIA A LA
CXPLICALION DE UHA TECIICH DE RESOLUCIDH DE PR 8 SLEMAS.

Ung de 1a3 técnicas de reselucion dz problemas més conocida y muy eplicsds en la
resolucion madiante algoritmos, e3 19 descompozicitn "top down”.
Esta téonica se basa en descomponer &l problems en subproblemas que se supone resuelios y
ancontrar una solucidn "sbatracts” que los utilice.

Pnr wmmo 2n ;n, £a30 d:, pronx xﬁi ’-‘uiu da im raices do pvfmomms de °wwd0

ch?cmmnunh . L.“tf}nf&'u 3@ rzm,ur,mm ura solucidn mm r;l pwmsma ariginal "méd!.;‘m" e1
Csubproblema “caloular ef dizeriminante” -es decir suméndolo en un caso y resténdale ea el
otro~ yluego 32 tmnpla an ta especificacion de “calovlar el discriminante” por un soiucion dal
piamo, quedande asf resuelto el pmmem ariginal de calcular 183 rafces de pelinomics de
sequnde grada.
tsta técnica de resolusitn dP probleinms as vhilizada en pmommﬁrwn nr otras tienicas
coma por eiemplo "programacion con tipes abstractes de datos®, la metodologia ds Jackson,
“programacitn orientads a nhjetea", elo, ’ )
En cada uno de estos ca3os 1o que 3¢ hace en realidad, es inducir mediante un predicads ad-hoe
unia particidn de la condicién dal nrablema original en conjuntos de arcos con lo cudl se ebtisne

un subconiunto del conjuntn da F‘ de subproblemas sditives del problema oriyingl. Los

subproblemas de aste subeoniunio T anen como condicibn cata uno de Tos supconjunles de arcos
parizneciantes o }a p articion indutida de 18 condicidn del probhma original -obsérvese que esty

particion genera un subserni reticuladn de < P UL DEN

Ahora bien, el problems abstracto qus se plantes (por eiemplo 6 programa sbstracte que
wiilize & un 4 n gbstractos u" datos) no es otra cosg que un problema cocients del problema
origing) conatruido de a siguienta formes:

. La condicidnde $ste problema tene unarco por cwla elements de Ta particidn inducids en

la condicidn del preblama original. -

. E1 dominio de detos Here unelements por cads praimagen de cada uno de los elamentss de

la particibn inducids en o condicidn del problama original.
. §) doreinio de resultados tiens un slemanto por ceda rangs de cade uno de los elementos de
ta particiin irducida en la sondicidn del problems original,
£L deminiode instancias de interés ez el doming de dalos.
. La clesa de Tunciones sdadsitles so 1o clase funciones coctente de 1o clase del problema
orfginel reapecto de 1y particidn inducida por Te nueva condicion en z‘! daminto de datos
O 7!3111,11

i

Formelinents, éste problema abstracto , que se simbulizard como Py s define de la

stguiante forma:
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Ipg > # LEF, o B(L) &
'; M{f\u el }'AQ d.m} A

R pg “lpleL =Ryl 4
Og =:{-<;\4Q)ggﬂ>:z:zé£, 3=l & U= Rlgghl
Ioe :;{";C!:QGE"’""’XCY:EEC!} a)

BV prodicads & ee o] que induse Te porticién qp qua geners el conjunto de subprobiemss £

e Py contiens 1o psrte "he & Yo descomposicidn, en el cado de progremsr con tipos
abstractos de dotos diche heuristics LO!’:‘;‘ME» en estsblecer cudles son loz pos convenizntes pare
ohtener un programs sbstracte para proflema dad; en el caso de g nczm‘ul mwa, programacian,
de Jackson esta heuristice reside sn o clecoibn de Yes estructurss de datos de entrada it de saiida
g la a:;;l.,}f;ié(\ sntre elles; en el caso de le salucidn del problems del ﬂcu.n de s raices de
polinomdos de sequndo grado, en lz identificacidn del cilcuio del discriminsnte como el
subproblems :1\' mayor relevancia cenire de dichs problema, etc. '

© oAhore Bien, Ta justificacion tedrics de que el resuttado de Ys soluctdn del problems
abstracto en 1o que s reemplesaren las espacificacionss de los subproblemas por alguns solucion
de Tos mismoy (el “cluster” en el caso de Tos Yipos sbatracios de dstos, e cldigo que corresponds &
las hojas del &riwl d2 Jackson, o el cdleulo det discriminants en el caso del problems de cdleulo de
raices) es uns selusidn de) problems arigingl reside en e siguienta:

Tearems ¥. 8~

Sel v prodizing Ty voe de sus prodlemes shstracios P g 18 Sl & 1as
subprobismss do P repressalsdss por wi ‘Sree " 3 yne soluciti &e PS &8 45

swpredicmy comaiets e P o7 & oonfunto o subprotiemss L inducids por &

. g r
CEEehE Ry dase mep . F CORFURlG g SYBprediemes &RTe g

HOUPNPe £y a (3 8p M Bip, CL) » (Vo)(GE D p, >3, & P))

Pep. Ry

donde: J={0€ L a ko, U €6}

Ohsérvese que exts fundamentecién lefrics de e descompnsicion “top down™ permite
dividiv ale mizma en une parfe invariante fermalizeble y una psrie heuristics representads por
e} predicado 5 que depande de coda una de les tenices que utilizan dichs descomposicidn .

S ae deses explicar totslmende 1s descomposicidn "top-down” es evidente que se daberén
oblener resultados como 1oz aqui expuestos pero pars subprob iF*ﬁ!G‘K muitiplicatives resuliantes
de Ya interpalacitn con demminios arbitrarios.

G-CORDTLUSH
En oesty {rabajo &

ameshustivamenle Tas xdr a3 fundsientales de problems
tesclo de admi -ahmnazi quf' una :;olu'\,wn €3 UN& fmmon

oA,
oG n 3?. ruie upg funcidn

domine de dslos on sy uumix’aiu de resylisd
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de indends sea una Tuncidn de Skolem o2 su condiciin restringids tarabien 4 w3 dominio.
Desgriaciadaments el axiorma de aleceidn, que Tundementa la exdstencia de tal funcian, es snlo eso,
in gioma ge axistencis y por 1ol '3 no trata de ts c:nnsmev:.cziér; de tales funciones,

£s por ﬂ]n que 38 ha ¥ g,;,mr"(mﬁw auma y
producte para fupdsmeatar: 141.; D]
condician y la poazterior compasicitn, dﬂ !a %
problema cocferds, para oblzner ung solucid

%

rj "t ;r" T,

Como se habrd observada, si biZn laoperacion suma y la3 nociones de subp pioblama aditive

i subproblema aditive l"ur.tpir‘?n han side tratadas en profundidad, Talla desarvollar al mismo
rivel Tw operacidn producta y te pocidn de subproblema multi phicetive.

Cuande se cuents con dichos
contard tambitn con generalizaniones del forema 5.1 quz na son otra cesa que explicacionss o2
como 8 construyen soluciones para sstruciurss coclents -abstracciones-~ do prn’cﬂwwa
obtenidas madiants 1a -apm-ﬁcir"n de predicades de descornposicidn resuliantes de fss distintas
heuristices de resolucion de problemas,

Los autores creen que el problemas de la nmqrannc‘rm #s ¢l de conatruir una solucion
recursiva y effciente - enal sand Hdo de la complejidad- para la condicidn -aspocificacidn- del
proflema que se desea resolver mediante un programa.

Que, por To tante, el proceso dg dessrrolla de software se compone de ung serie de
traducciones entre mods hcn de un aistema formal del cual la teoris algebraica aqui expuesta
congtitoye el modelo st sd.:srd gescompasicionss, construceidn de soluciones para 103
syhprablemas abiznidos asi como nara el correapondiente orobiems shatracio o campusiciones
con musvas traducciones,

, Oue la interpretacidn de, por ejempla, la operacidn suma an L.?.‘,dd gno de dichos modalos
especifica 1a sscuencialided o paralelismo de la especificacidn asi como la secuencislided o
concurrancia de s solucidn - prmn ama- da dicha eapecificssiin,

drnén da oz desareoilos lendientes a completar ests teorfa algebraica, los antores 52 bl
sctualmente abocados al desarrollo de un odlowle -bazade en o misma- con el que 22 inie
contruir on metamnedslo del proceso de desarrolle de software

sarrolios -que sstan sctuslmente siendo Hevados 3 cabo~ 3¢

o2

APEHDICE-DEMDSYRACIOY DE TEBRIMAS:

Teocema 1.1
WP Pe §

Demastrasisn: Trivial

- (5P

Damssiracita: Trivial

rl?.‘ . ',’(} - . 3 o it ! "
(TP)Pe by (F 5 f-soluple + 1’{;'4?3}'}

Demustracitsn: Trivis]

Ypmd : PR
&% ..?(:i 2B L il

g {3.’3}}}}
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Bemostracitn: Ver texlo.

Teorems 1.%-

~(VPHPEe £

Q :’Ei:i"*.}”-‘-»ziﬁi {xewaEq v =0 (e 1Y o a7 (W)=d Jalte HREIN.
(o(IBes, ey ~r e 1) o o (=d Jale=l] {7 (200)

Beamasiracian: Yer texio.

Lems 2.1 -
HOT R TIT et agett? -

o, @)={E (3D kex fxixe(fugha (x)= a})wu‘ (e

Taeturt deTU¥

Remastracitn: Trivial
Tesrema £.1 -
LT OT oy T et s getty o TC & velts Tg=Ua)

Bemestracién: v
s e ¥ v ket S | nara cody weh wefo we 4
i} 5eg hellf,0). Entonces hetE y pare cads XD, REfo XEQ, de donde.
Luego, por 1a Definicion 2.6, N€ (1,0} yen consecuencia J(f,0) Clf,0).

ii)5ea hE ij(f,_g). Entorices G%ZTU v y

h(x}=f(x) para xeT-Y
h{x}=g(x) para weY-T.
seg W=V NT yR={xixeWa hx)=glx)}.

fast, -
h(x)=alx} paraw€® gy
hizd={{x} pare xeW-K.

En consecuancia
hixd=f{x) para RET-K y
hi)=qlx} pars ¥ € ¥-TUK

ge donds

hefs, 0

Tueno hetjii Yy er consectencia U ,(} ¢ (), a1

De (i) y (i1} se sigue i) = (L g)
§.E B



23
lLome 2.2~
ORIV (P e "¢ alle .

e LexeCr (HU 00 A (=dba (o=l g T B

Demastracidn: Trivial

Carsiavio ¥~
FOVPHVUNPe £y nlie §

Demostyacion: Trivial

-€>

&
Vo
P
=

il

L3

.
=
S

Leralario 2-

FOYPYYIPE Ty sl £y > (=500 0.7, )

Demasirasion: Trivial

Tegrama 2.2~

R (VPN MPeT, AQel, ) QPM gl

!M:';' px 0
Demestracidn: Siendo camo es notorio equivalente utilizar ff'b, en tugar de

ol %‘)

g(u’») ze debe damostrar Ta doblz inclusifin entre & M u U pe Q

i

Sa denominard S canjunta {x:xa&((ﬁQUGD) ATft(KFd} y bd al conjunto
{:v;:(';:a;q oM (x‘)ei ’.IMT {x)=d }.

L tane e exigte ECX :
i} Dado OG-L(’J pars Y€ Q ,»?a‘ ), se tizne que existe T{’(‘Mdﬁiﬁ»m{} L
o=

P 4@ I’} Aai, a1 se muestra que ¢ [P Fd ardonces quadsrd
: demm}imx}cqu@ UG.Q g U B0 ConaeC U C ) SO

daéﬁpﬂ'\l
P+ 2

Pussto que dedss dos familiss {‘:"i)i{a y (%’i)i”‘i de conjunios no veeios y
an !t'
disjonios dos a dos, se cumple que:

(g g:g{p Ial nq’ Yo 3 A Z»:{i C %iel ’*a’}_)_

basta mosiray que, pard cacd ﬁk"ﬂ ,summe que &, €8,
Ahora bign:

i COMo: :
REG, > REQ Y EUMCI] WY

XG" weg v (ke
%m} &-C}_O H‘, / In

ea tiene gue K€D, ds donds 36 FL 5
s tione qus REB dedonde o0 %y © Ryeppag By

Coma Peserbitrarie, se tlene qus
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(Fsulec QI’

Wi € Q

Lusgo U Ye Qpx Q ?+Q

it} Sea /wﬁ‘ . Por definicion de e tiene:

Open € Tag
g) (K€ P -1 (x‘s)f::l{,__} MT {%)=d

by (xEq v*m (a}e}’ }MT (V) d
da () se sigue:

(3, He, L EQ A RED AT ()= d)

yds (b}
b IR Y I o , =
(.’JU{:’}(‘:JQCQQ'“' M::OQ u’"’ffi (>) d)
En conseyensis:

s P Y AT (X
E‘“d“b 3(3 )(Jo )(d (Q}:AD gi? {»eﬁ uxcog ﬁ1 )
dr,(*clnde
6(‘}”: U<m P agre Qg
Coma:

)}

i

{x:n€ (GF; UGQ) | AT, (>:)=d}

4

R mpiq Uespspre @it X EGUE) aT L0)=d) <

N ~ ‘ l { o=
U gp s 20 Facppsg B¥E U6,) 7, (1)=)

Entonces:

7 C . R
kdeﬁ:@wﬁ By & U P60 QP20 }“deww A4

De donde:

9 +Q & UweQPxQQ wi)
G.E.B.

Tearemn 2.5~
FHOVPXVONPel, alef, )T, =l gp g W)

Bemasivacidn: Trivial

Tesrems 2.4~
i} Unicidad:

H{TPIW{{Pe ?Z‘I¢, alle P‘Z¢, y+{EIS)Se 1§¢, aS=P+0))

ii-}i,‘»on'n'u.siat%\x’idad:
- (VP ONPe % alle €¢, Yo (Pell=0+P))
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iiiYAseciatividad:
- (‘YI;P)(‘Q{Q}(VR){(PG @,3, alle i:ib aRe f;,g, }"*(P’*{D’:R)‘(P"Q)*R))

iv)idempotencia:
H(VP)Pe f;@ -+ P+P=P)

Demestracidn: Trivial

Teorema 2.5~
F0=1,0,6,0- 06 T,

Demestracién: Trivial

Teorema 2.6~
F(YP)Pe f;¢ AP+ 0=04P=P

Demastracidn: Trivisl

Teorema 3.1-
FOVPXYPE Ty abe $)) 2 {fi0e R, afonly )=0g, )

pemestracién: Trivis!

Tesrema 3.2~
i} Unicidad:
HOVPXVQN(Pe £ yalle £,) +(EIS)(Se £y 25=Pol))

ii) Distributividad: i o
- (VP OUVRI(Pe £, alle Ty aRe £,) -+ (PalleR)={Pall)aR))

iii} Asociatividad por 1a izquierda:
- (VR)VONVRI(Pe £, a0 §, aRe £ ) »{Pall+R)=Psll+PaR)

iv) Asociativided por 1a derecha:

VPRIV OYRIP @4\, alle ?3,3, ARE 3‘3‘.& 2 {{P+eR)=PaR+1aR}

Damostracian: Trivial

Teorema 2.5~
b 1= M Ty 10

Demestracidn: Trivial
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F (FP)Pe £y +Pal=teP=P

Pemostracian: Trivial

Teereimy 5.5
k- (VF)(Pe £, +Ps0=0)
Bemestracidu: Trivial '
Teerema 4.1~
VPV EPe £y se £,) 2 PE O PA0 A L= D)
Pemostracién: Trivial
Tesreme 4.2~
B (VP)Pe ﬁ,t, = <P _,+> es un semireticulado superior)
Bemaestracifn: Yer texto.
Teorems 4.3~
FOVP) (V) (P& £y a Q€F, ) P40=P)
Bemestracion: Trivisl
Tecrema 4.4~
| HVPKPe Ly 3 o %P)

Pamostracién: Trivial

Tecrems 4.5~
H(VPYPe §4+(3Bp M Bp, € P, » (VOX0E Bp, ©
"1([:‘.@ Exe( I.EP'*’) . {Q} X) o P:ZXEBP{‘ b )))
Pemostracitn: .

Ses qP 20y H(QP)el conjunto de todas sus particiones. Es bién conocido [ 26] que
< H(QP), C> s un reticulado con INT TI(QF,):- ermqp)x’ {iela particiég s

fina de G, ). Seq l‘qP:iM -n(qP).
Considérase el conjunio de problemas

"By, =(R: (‘ifq)(qequ»R=<i)(q)ﬁ,(q),q,ipn Dla>l.

Enfonces:

i} Coma es natorio “Bp P,

i) Gea € VB, L= UEP;{Q} u Szfﬁdx . Entonges ﬂ(qagqsl! , PUES

=1 UG s e mapdicidn do
QS LxeL Qx y QF,EM una parmmndg qp_.,
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iii) Sea T 1o sumatoria dz todos Tus problemss pertenceientss a ¥Bp .
Por ser 0, total y ¥Q una d2 3us particibnes, se tieneT=P.

Luego ¥Bp &3 una base de Py
3.E.0.

Tenrema 4.6~
}‘(VP)(PE {;(0 - (E' :BP ;‘( BP }“ ¢ ﬁP&

(VO(TRINRe YBp  » Qe % +{ QER +0=R v 0=0))1)
Demosiracidn:
Considirese Wi del teorema 4.5 ysea U€ %
Supbngase que Q=8 y OER pars Re ‘-‘ﬁp+. Entonces debe existir S€ f*@ , tal
que Q+5=R,
Luego QSSQR y qQQqR i obvismente qss_'.qp y QQQQP , pera siendo QRG“QP
debe ocurrir Q.= Ay U= -
Se sigue de inmediate que Q=R
La unicidad de ¥Bp, sesigue delade “g,.
8.E.D.

TYearema 4.7~

-{VP)Pe %F’m T i}}Pz{d} A #0=1)

Demastracidn: Trivial, razonando solire ¥4,

Teorsma 4.8~

H(TPYPe £, (VS)Se ¥Ry » (Wip JARNREBR,, Ja( SER))

Demssiracisa:

5¢ UBP ] (Bfﬂp XY RNReR Tp, Ya-l SER)
De los Teoremas 4.6 y 4.7 se deduce que ? ra todo problema S incluide en ﬁsp ,
qg Hene un solo arce, enlonces:

= ‘1»5.3 b4
1( Xriﬁ"ﬂl’ )



Tuaga, por ¢l Teorems 4.5:
-{ SEP}
por lo tanta:
c B
"1(8‘: hp{_)

8.E.B.

Yeoroma 4.9-

H{VP)Pe % > ExeF"c

Bemastracidn: Trivial

Tearems 4. 18-
F‘(VP)(PG ji;,s, “B’{Effrp(w}( iﬁpm_g PC+ 4

(VOXQe Bp, < ~(0& 3

Pemostiracida:

- 28

;pr}

we( Brety - {Q} R) & P22 eBpes © )

Si IP=@' . Gel teorems 4.1 se sigue que tods bese de P es una bese de

subproblemss completos.

Si Ing; considérese 1s funcion h: ¥Bp =+ P,
h{Q)=C s IQ*‘E{
h{C)=0Q ¢ IQ=H :

donde C=2X "
Entonces:

i) Come ez notorio h( ”Bm)gﬂ

definids por:

X para L={x:xe ¥Bp  » I =)

i) (VQ)(Q@‘%H = Qah(Q) %(quuﬁmu = P“’f zoeéﬁp+'1(a}:. F)

iif) Uamando B'p,=h( Bp )={C} Uil

{QUZQG'E'H} s una particién de Q.

Ue'Bp -L} ,-se tiene que

Razonando igual que en la demostracidn del teorems 4.5 se sique que ﬁ'm &S Ung

base de P, .

iv) C es un subproblems completo de P, pues CGP y I=1.

Definase, ahora, el conjunte

E"p4_$ ﬂ'p{_ 5 fﬁ’p*‘ ={C}
Bp, =(0+C: Qe Bp, ~(C))

3
pd

i ?}’P,r ={(C}

5 B”p, ={C} entonces C=F y se obtiene 1a tesis. En caso contrario se tiene:
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a) Razonando andlogamente que en (i) y (1) se sigue que 2 B x=P
xé +

b} Da (iv) se sigue que tedo R en B7p s un subproblema completo de P

) Pueato que {QR~ 0. Re fﬁ’;"m} g3 una particién de E}F: qc se tiene que |
todo Re B"p 2o & Gua G %) de dand

para todo B P, 5 cukmph gua=i { Qf’. G U B P+—{R}'<) , de donda

%),

- R@'}’: 4y s
RG2S P

Luego, B5"'p,, 3 una base de subproblemas completos de P,
§.E.D.

Teorema 4.1 1-

OV = s NI T = Y4 tH =
FOVP)Pe §y» (3Bp, M B =¥Bp , > (VRURE ¥Bp  »#Q)=1)))
Demastracidn:

Considarase el conjunto de furciones 'qu de todas las funciones incluidas en Gy
: - 8o 6 Lowd
el conjunto de problemas K {Pﬁ.DGJ U,pAP =<D RP,O,I‘Q}

Demostrar el teorema 4.11 es equivalente a demestrar que existe un subconjunto
de K que es una base de P, . Es entonces trivial que el enunciado de teorema g3

eguivalenta a:
HVP)Ped o
Y oF p:
AT HRCF, afets (Ul opall o
Supingase que el consecugnte 83 fa]so, entonces serd verdaders que:
(VRIEANGE Fo afex o (U o700 |
0, To que ea equivalente:

(FRMANEC fF feX (U 2 P0p - Urjex -{f} “Uaex

Ahera bién, por modus pnnens &5

6 ) s

| _an

geX-{f} 0 dex

6={] 6}

1154

(TS Ty fet » U, o0

3ea P €K | entonces QP e3 a 1a vez un conjunto unitario y vacio.
Q.E.D.

Teoremn 5.1~
H(7PNPe £y n ABp X Bo, L)+ (ValoeQp, -9(? u) P 1}

conde: J={0 €L a<xg, > € 6)

Demustracidn:

Negando el consecue nts se tiene:
({oe D Py E Q} -G P )
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por el Tearems 4.1 yla Definicién 2.9, le expresidn anterior implica:

(30)(6e 2 p, » UQEJ B#1)

como F e3 el supreme de semireticulads <Pc+,+ >, 3¢ tiene:

U[}GJ 121 UQEJ Lel

ahora bién, como <} s un subconjunte de L tel que los pares <XQ,QQ> inducidos

por Y& Definicion 5.1 pertenecen & una solucidn de PS y por lo tanto & una funcidn

total sobre I pg entonces: |
UaeJ b Uae £
pot 1o tanto Yo negacidn del consecuente del Teorema 5.1 implica:
UQ€ £ l@ - IP
entonces:

(Id)del, - -.(aeuue 3 IQ)}

por 1o tanto, se pueds construir un problems atdmico (es decir, perteneciente als

base minimade P} que cumpla:, A
(3SNVAAS ¥R, o T (q)=d o QL » ~(SEU))
pero de Ye expresion anterior y del Teerems 4.5 se tiene:
| (VBp, XVKKEL » K=Bp )
Q.ED.
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