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Abstract

A detailed survey on Lhe construction of he P20 and 34 Croon's for
mulas is presented. The Gaud Theorem is given, Lo prove systematically all of the
formulas in order to collect them in a set of basic concepts which can be applied in
theorctical and practical development of Continuum Mechanics, Physics and Com-
putational Mathematics (Finite Blement Method). To the variational formulation
for Diaz and Greenberg’s method of inclusion a special treatment is carried out in
detail, where Green’s Formulas with two boundary integrals are applied.

Key-Words: Green’s formulas, Gaufd Theorem, Continuum Mechamics, Physics,
Computational Mathematics, Finite Element Method, Variational Formulation, Diaz
and Greenberg’s Method.

Resumo

Um estudo detalhado sobre construcio das 12, 22 ¢ 32 férmulas de Green
¢ apresentado. Foi considerado o Teorema de Gau B, para provar sistematicamente
todas as f6rmulas, com a finalidade de reunf-las nunma colegio e conceitos bisicos
que podem ser aplicados em desenvolvimentos tedricos o praticos da Mecanica do
Contfnuo, Fisica ¢ Matemdticn Computacional (Método dos Flementos Finitos). A
formulagio variacional do wétodo do confinamento de Diaz ¢ Greenberg ¢ dado um
tratamento especial detalhado, onde formulas de Green com duas integrais de con-
torno sao empregadas.

Palavras Chaves: F'érmulas de Green, Teorema de Gauf, Mecanica do Continuo,

Fisica, Matemdtica Computacional, Método dos Elementos Finitos, Formulacao
’ I )

Variacional, Método de Diaz ¢ Greenberg,




Preficio

As formulas de Green, que nido devemos confundir com fungoes de Groen,
830 ferramentas fundamentalnente pecessdrias para o tratamento da I*fsica Mato-
médtica e naturalmente também da Matemdtica Aplicada.

A aplicacao particular das formulas de Green abrange, obviamente, a Meci-
nica do Continuo em casos, por exemplo, do principio do minimo da encrgia potencial
ou do valor estaciondrio da energia complementar, bisicos no desenvolviemnto da
formulagdo variacional de problemas de valor de contorno. A "formula,gﬁo variacional
¢ ponto de partida de vdrios procedimentos numéricos para encontrar a solucgio
aproximada de um dado problema.

Parece-nos, entretanto, nio ser comum uma formagio regular nesse assunto
para muitos que trabalham com problemas de Engenharia, envolvendo Mecanica do
Continuo, por exemplo, para os quais o conhecimento da Matemdtica Computacional
é de fundamental valor. Nesse enfoque aparecem os problemas computacionais de
grande porte, que, ao nosso ver, podem apresentar, em geral, obstdculos ou até
mesmo podem constituir um desafio & capacitagdo individual em relacdo ao recon-
hecimento das caracterfsticas deo aplicabilidade ¢ de aproveitamento eficiente das
matodologian disponiveis (Blementos Finitos o oulron).

Assim sendo resolvemos j& em 1986 iniciar essa pesquisa, que a partir de
1987 foi parcialmente subvencionada pelo CNPq com o objetivo de constituir esta
monografia para levar conceitos bisicos de andlise, de maneira direta e sucinta ao
conhecimento daqueles que usam téenicas fundamentadas nos assuntos ora desen-
volvidos e que nao tenham tido a oportunidade de passar por uma formagao regular
na matéria.

Este trabalho trata de fornecer conceitos analiticos bésicos sobre a cons-
trugio das 12, 2% ¢ 3% fSrmulas de Green, as quais sio aqui estudadas minuciosa-
mente o reunidas num inventdrio, onde indmeros teoremas sio apresentados ¢ do-
monstrados.

A nossa principal contribuicio se liga, cntretanto, & construgio da 3%
formula de Green com duas integrais de contorno para a solu¢ido fundamental da
placa delgada engastada e o estudo teérico sobre confinamento de funcionais line-
ares, onde a formulagio variacional do método de Diaz-Greenberg foi o principal
objeto de aplicagio.

Deixamos aqui registrados os nossos sinceros agradecimentos ao Prof. Dr.
V. Ruas! pela leitura e corregio do manuscrito bem como pelo incentivo que nos
tem dado. Somos gratos ao CNPq pelo apoio financeiro parcial ¢ queremos ressaltar
a nossa gratidio ao Cel. Av. Dr. R. dos Santos? e ao Dr. A. Menczes®, por haverem

Mnstituto de Informética - PUC - Rio de Janeiro; Université Pierre ¢t Marie Curie - Paris.
*Diretor do IEAv - Instituto de Estudos Avangados - CTA Sio José dos Campos
*Chefe da ENU - Divisio de Energia Nuclear do IEAv - CTA



encorajado e possibilitado a publicacio deste trabalho.

Transmitimos também a nossa gratidio ao Dr. R. Marinho! pelos conselhos
¢ permanente apoio no uso do Latex e Tex utilizados eficientemente por M. IH.
Vicente® a quem agradeco pelo longo processamento de texto.
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Capitulo 1

Conceituacao Basica e Notagoes

1.1 Introducao

Apresentamos na oportunidade do presente trabalho um estudo minuci-
oso sobre as (drmulas de Green, com o objetivo de construirmos wm inventirio,
para o qual partimos do Tearema de Gangd ¢ provaunos sistematicamente, sob nossa
versao, todas as [6rmulas, na tentativa de renni-las em uma cole¢io de conceituagoes
bdsicas para aplicagdo em desenvolvimentos tedricos e préticos da Mecanica dos
Meios Continuos (Iingenharia), Fisica e da prépria Matemdtica Computacional. Em
diversos tépicos da Fisica Matemdtica ocorrem {requentes aplicagdes das {érmulas
de Green. As investigaces da teoria do potencial, por exemplo, tém sido efetivadas
com a ajuda indispensdvel das férmulas de Green. Flas sao consideradas ferramentas
importantes no desenvolvimento daquela teoria (veja p.ex. Courant-Hilbert [17]).
Como aplicagoes praticas nessa drea encontramos o teorcma sobre potenciais de ca-
madas duplas constantes, o Principio do Mdximo ¢ o teorema da variagio de poten-
giais de distribuigao de massa ¢ suas derivadas (potencial de uma camada simples ¢
suas derivadas Langenciais, por exemplo). O Principio do Maximo (Courant-1filbert
[I7]) ¢ usado num amplo spectrum de aplicagoes no campo dos modelos representa-

dos por problemas clipticos; especialmente no tratamento de teoremas de existéncia

¢ unicidade de solugio desses problemas.

As férmulas de Green sio ampla e frequentemente usadas tanbém na f{or-
mulagio variacional (fraca) de problemas de valor de contorno, sendo cla o ponto
de partida de intmeros procedimentos nuiméricos na husca de solucio de tais prob-
lemas. A formulacio variacional de um dado problema é baseada no principio do
minimo da energia potencial ou no valor estaciondrio da energia complementar, onde
as formulas de Green sdo [requente ¢ necessariamente aplicadas. Como wn impor-
tante método computacional de procedimento variacional, mencionamos o Método

dos Elementos Minitos.
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Desenvolvimentos analiticos sdo aqui apresentados para o estabelecimento
das [ormulas de Green nas suas diversas versées, como por exemplo as [# 28 ¢ 3@
fdrmulas de Green para o gradiente escalar, ¢ operadores diferenciais lincares sobre
volumes e superficies planas. A terceira orimula de Green da soluc¢io [undamental da
placa delgada com duas integrais de contorno ¢ a formulagao variacional do método
de Diaz e Greenberg é dado win destaque particular nesta monografia, o que constitui
a substancia principal da nossa contribuicio.

1.2 Descricao das Notagoes e Simbologia

Consideremos y um espago linear (real). Para exemplificar x definimos
C(a,b) - espaco das fungdes continuas em (a,b) — R.;
Cla,b] - espago das fungdes continuas em [a,b] — R.;
C*(a,b) ou C*a,b] espacos das fungdes continuas em (a,b) ou [a,b] — R, com
derivadas continuas até ordem k, sendo k& > 1.

O espaco C'(a,b) ou ([a,b) é representado (requentemente na forma CV(a, b)
- ou C%a,b), o superindice (o) indicando derivada de ordem zero. O elemento nulo serd
representado por u = 0, isto é, a func¢ao constante de valor zero u(a) =0 , Va.
O vetor @ € RV serd dado pelas suas componentes &y, 23,...,25, Na expressio
& = (@1,29,...,2y). Nolugar dos intervalos (a,b) e [a,b] escrevemos os dominios §
e §2, sendo © um conjunto aberto e conectado de pontos e € é o conjunto §2 fechado,
definido por = QUAIR, sendo G o contorno de 2, também designado por I'. T serd
preferencialimente usado para a decomposi¢io de 9§ em segmentos I'y, Ty, ..., T'r.

Vamos cousiderar (ungdes w : [a,0] — R numa varidvel (ou u: Q — R) da
mesma forma. A fungao u é espagadamente continua (continua por pedaco) quando
‘coustruimos uma partigio de (a,b) ou () num nimero finito de subintervalos co-
tados por &1,€2,...,& na forma (€;-1,&;) sob a relagio de ordem ¢ = £y < & <
o< & =b. A fungao u é continua em todo (£;-1, &) podendo ser estendida numa
fungdo continua em [€;_1,&;]. As fungdes espagadamente continuas admitem em seus
pontos de descontinuidade somente salto finito. Assim podemos definir os espacos
lineares:
E.[a,b] - espaco de fungdes espacadamente continuas em [a,b0] — R.
EX[a,b] - espago de fungdes em C* Ya,b), & > 1, com a k-ésima derivada cm
1e[a,b].
Analogamente se definem os espagos E(Q) e £5(Q), observando a decomposigio de
Q em subdominios ,..., Q..
D(A) é um simbolo que designa dominio do operador linear A no mapeamento
A D(A) — y. onde y ¢é o espaco linear, ja cousiderado.
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1.3 Contorno Regular, Dominio Normal, Traco.

De importancia pratica sio as particdes nas quais os subdominios € sio
chamados dominios normais, para os quais o ‘Leorcma de Gaug ¢ suas consequéncias
sao vilidos, ou admitidos (Necas [15]).

Domiuio normal aqui ¢ definido (Agmon [1]) como sendo uma regiio com
contorno espacadamente regular, onde vale o Teorema de Gauss.

Dowminio com fronteira regular tem que possuir a propriedade do segmento
que tem papel importante na indagacio: em que sentido podemos falar em fungdes
que pertencem a [15(Q), espaco de Hilbert, com valores de contorno sobre 98 7 Solb
uma regiao 2. conr contorno regular 9§t devemos subentender o seguinte: o contorno
JQ pode ser coberto por um niimero finito arbitrdrio de pedacos '\, 'y, ..., T com a
propriedade do segmento, conforme Necas [15], traduzida pelo conceito de contorno
Lipschitz - continuo (Ciarlet [2]), ou seja, I, Ty, ... 1) sdo espacadamente suaves.
Assin sendo, se um certo pedago I' do contorno 99 é representado por z; = [(x2),
o= (o) € RY L podenos admitir a existéncia de um vetor normal a I C 98 se
I" ¢ espacadamente suave ([ € 1£1(8)).

1.4  Bspagos de Hilbert H ¢ Relagao com L,

Seja y(, ) 1] um espaco near munido de produto interno (, ) ¢ norma .|
Os simbolos /I ¢ I se referem a espagos de Hilbert ¢ pré-UHilbert respectivamente.
O espago x[(,),]|.]]] é¢ o espago de Hilbert H se x é completo em relacio i
norma ||.||; caso contrdrio x[(,),|l.]|] é simplesmente o espaco pré-Hilbert H.
Resumindo, temos as de[inigées

= {u:uwe iGN}

= {u:ue H completo} = {completagio de H}
\ Ao tralarmos as tarefas de <<)nhn(1monto da solugdo de plobl(‘nms de valor
de contorno usarcmos o espaco x[(, ), |[.]l] podendo ser este o espaco [T ou H. Os

métodos de conlinamento da solugio de problemas lincares de valor de contorno num
dado ponto g € Q foram, além de Collatz [3], desenvolvidos por diversos autores;
entreeles Diaz e Greenberg [6],[7], Maple [9] ¢ Synge [16]. Esses métodos apresentam,
todos, uma caracteristica comum: eles se baseiam na solucio fundamental, [17], da
cquagao diferencial governante do problema de valor de contorno dado e sobre a
aplicagio de férmulas de Green com as quals o valor da funcio procurada w(ag) ¢
dado por uma soma de integrais de dominio ¢ de contorno, que de uma mancira
adequada permite o confinamento de % entre dois extremos ou cotas. Com base
nos trabalhos citados [5], [6], [9], [16] serd formulada aqui uma versio andloga,
porém diferente, pois o presente desenvolvimento serd procedido com base em uma
formulagao variacional ao invés da correspondente formulagio operacional.
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’ Darya e L[k Lrk
1.4.1 Espagos Ly(Q2), H*(Q) e HY(D).

Definimos 1,(2) como sendo o espago das fungdes mensuriveis no sentido
de Lebesgue o de quadrado integravel, de tal forma que se w € Ly(§2), entio vale

/ wide < oo, VYau €.
Q

O espago Ly(Q2), também designado por H°(Q) é um espago de Hilbert em relacao
ao produto interno e norma v

(u,v)p = / wvdr |]u|]§:/u2dm (1.1)
Ja Q

O simbolo D representa um operador diferencial de ordem la] = ar+an+...+Fay,
definido por
alo
,/)a = —u‘—dl‘“—;‘ N
dut .. Ox)
no sentido das distribuigdes ou derivadas generalizadas. Da mesma forma, L(.)
designa um operador linear diferencial de ordem k dado pela forma

L()= > aah” (1.3)

0<al<k

a; >0, i=1(1)N, (1.2)

O espaco H*(Q) é o espaco de Hilbert dito de Sobolev de ordem k, definido como
sendo a completagio do espago linear C’k(Q), j& definido anteriormente, munido do
produto interno
(u,v)k = (u,v)o + Z (D%u, D%v)y , || >1 (1.4)
lee| Sk

¢ norma )
lls = (u,u)p /% (1.5)

Definigdo 1.1

w € C5(R) se e s se
(i) ¢ € C=(0) ]
(i) 3 Qo C Q tal que p(a) =0 Vo & Qo,

(Qo, suporte de @, é compacto)

O espago C§™(82) é 0 espago de fungdes teste, munido também do produto
interno (1.4) e norma (1.5).
§°(82) é, claramente, subespago de C°°(2). O espago de Hilbert HE(Q) é
a completagdo do espago CE°(Q) em relagio & norma (1.5). E portanto HE(Q) C
H* (Q) se verifica.
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& funcoes, porém, que sio de muito valor pratico nas aplicacdes de prob-
lemas variacionais. Ilas ndo pertencem a C¥(Q), mas pertencem a E*(Q), definido
coto o espago de funcdes cujas k-dstmas derivadas em €2 sio espacadamente continuas
e relagao a nna discretizagao ou particio de €, em uma certa quantidade finita
de subregioes §2y. ..., 8, de lronteiras regulares. Por isso podemos aplicar também
o Teorema de Gau/d nessas subregioes, conforme ja foi analisado.

O espaco It‘f(&fl) na sua relagao com o espago de Soboley l/V,Sk) ou mais
particularmente [I¥(Q) envolve a nocao de derivadas fortes ¢ fracas as (uais tém

origem no conceito de convergéncias forte e fraca [11], [14].

Definigao 1.2

(1) Uma scquéncia {u,} = {ug,uy,...} cm x ¢ de convergéneia forte ou
Jortemenle convergenle se para algum u € x valer

lim |, = u|| =0 (1.6)
T O )
(1) Una scquéneia {u, ) = {ug,uy, ...} cmoy & de convergéneia fraca.
separa algune w €\ valer
i (u, —uw,v) =0 Yv € x. (L.7).

1=

No caso (j) u é o limite forte de u, ¢ no caso (jj) u é o seu limite fraco. Uma
sequéncia de convergéncia forte é sempre de convergéncia fraca, mas a reciproca nem
sempre é verdadeira.

Com ajuda daintegracio por parte pode-se verificar que a derivada os-

pacadamente continua DV u com | a = k¢ aderivada fraca ol definida por

/ Wode = (=) [ wboda Ve e CNQ).
J JQ
Observe-se que para w € Ly(2) a expressio acima ¢ unicamente determinada, ou
seja, wl) existe ¢ ¢ dnica [11], [12].

Para responder & indagagio feita acima, na segio 1.3, sobre as fungoes que
pertencem ao espaco de Hilbert 1($2), & > 1, com relacio a valores de contorno
bem como as derivadas de w, de ordem Jaf <A - 1, ou seja, DY alof2, ¢ fundamental
o resultado seguinte @ scja Q wina regido limitada de contorno regular. Entdo existe

wma constante ¢ dependente de 2 para a qual vale escrever

- 1/2 ,
(/ u? (l.s") <cffulh Yu € CHQ). (1.8)
Ja :
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Com (1.8) podemos estender para u € (,'/"(Q) ¢ o <k =1 adesigualdade:

‘ ’ 1/2
(/ | D%u)? (,13> <l D ully,
S0

com ¢ dependente s6 de 2. Bxiste assim um dnico mapeamento linear continuo
(Traco)

1 CR(8) — Ly(0%92)
definido por

Puc= D0 [0 L Yue CRQ) e o < k-1

Para v € C'*(Q), vemos que 17w sdo os valores de contorno no sentido ordindrio.

Os valores de contorno para w € %) sio definidos, em geral, como sendo 7% <=
L ‘ ;

D [ 98 para |o <k — 1, da seguinte forma: Seja {on} C CFQ) com p, — @ em

H*(8). Entao por delini¢do vale

DV | 0= lim D%, em Ly(9Q).

Observamos em (1.8) que [|.][; ¢ uma norma de #'(2) e que ([ u? ds) Ve
anorma do espago de fungoes pertencentes ao espago Ly(082), delinidas no contorno
de Q0 Todasequencia de Caucly e CHQ) com anorma [l]]e ¢ portantio, segundo
(1.8), tambéw uma sequéncia de Cauchy de Ly(982). O fato de que uma sequéncia
de Cauchy { D%, } em H1(§2) converge para D% € H'(52) se ¢, € CHSY) Y, o
que por conseguinte 7%, — v em Ly(08)), é que permite usar a definicio acima,
ou seja:

=1T% para e H* Q).

Para concluir vamos considerar o 19 Teorema de Sobolev, (veja por exemplo

Clartet [2]. Heuser (8] ¢ Adams [10]) cujo enunciado é o seguinte:

- e N .. .. . / . ..
Teorema 1.1 (Sobolev) Scja 2 ¢ RY wna regico limitada e seja k > %— Intao

) veele
ke 1 O)
Hy(§2) C C(§2),
no senlido da infecao contlinua, com
max | ufa) [<ellully ., Vue !.Ié‘(ﬁl).
r€Q
Para wina regido de contorno reqular vale lambém
HH) ¢ C(8),
no sentido da injecdo continua, com

max fu(e) |<cllully , Yue .llk(Q),
€S

onde ¢ depende somente de 2.
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1.5. Operadores Lineares

1.5 Operadores Lineares

U mapeamento A de um espago linear v num outro espaco y’ em geral
também linear ¢ designado, da mesma. forma, como operador lincar: Aqui ¢ definido,
sob certas circustancias, somente para clementos pertencentes ao subconjunto D(A) C

X, que é o dominio de definicao de A.

Definigao 1.3

U mapeanento

A DAY =

& linear s

(t) D(A) ¢ wn espago linecar ¢ se, para
(it) Yu,n€ D(A) e, 3ER
vale escrever

Alouw + Bv) = adu + FAv.

Definigao 1.4

Ui mapeainento
/

Ay — X
se denomina uma injecio de x em X’ quando toda imagem Au € Y’
possuir uma unica pré-imagem uw € y. A inje¢do ¢ linear, se A €, ao
mesmo tempo, um operador linear.
Definigido 1.5
O subconjunto W C x é wn subespago linear de y se com w,v € W loda
; combinacdo lincar de w ¢ v pertence lanbém a W. Um subespaco linear
) W contém sempre o elemento nulo.
Definigao 1.6
Um subconjunto M C \ ¢ uma variedade linear de y, se para M existe

wim subespaco
W Cx com as scquintes propriedades [8] [11]:

(1y veMoewedM =v~-wellV (1.9)
(2) ve = ut+ve M, Vuel (1.10)

O subespago lincar Wopertencente a M ¢ unicamente determinado.
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Consideremos aqui dois espagos lineares normados com as normas e
Iz U operador
Ao =y

¢ dito limitado, se existe um constante ¢ > 0 tal que

[ Aull, < cf|uly Vu € vy. (L.11)
O operador A serd continuo se para uma sequéncia qualquer arbitrdria Wy, g, ... de
X1 oque converge para w nanorma, w € yyoou seja [, — ully — 0 para n — oo,
cntao resultar que [ Aw, — Aully — 0, n — oc, (veja (3], [8], [10], [11]).

Sejaagora \ um espaco lnear pré-hilbertiano com produto interno (,) ¢
norma [ ] ¢ scja 4 am operador lincar que mapeia v nele proprio. A pode apre-

sentar as seguintes propriedades:
(i) A ésimétrico se
(Au,v) = (1w, Av) Yu,v € y; (1.12)

(ii) A é ndo negativo se
(Au,u) >0 Yu € \; (1.13)

(1i) A ¢ positivo definido
(Au,u) >0 Yuey , u#0. (L.14)
(iv) A ¢ coercivo se 3a > 0, « constante com

(Au,u) > nHuH) Yu € x. (1.15)

1.5.1  Problemas Lineares de Contorno e Equagdes de Operadores.

Mais adiante vamos considerar problemas de valor de contorno, também fre-
quentemente conlecidos como equagoes operacionais que representamos da seguinte
forma : Seja dado um espago linear x e o operador linear A tal que A : D(A) — .
Consideremos o subespago linear ¥ C D(A) bem como f € x ¢ up € D(A4). Procu-
ramos u € D(A) que seja a solugio da equagio operacional [3] [4]

Av=f |, wu-—uy € W. (1.16)
Definigio 1.7
A equacdo operacional (1.16) sc denomima

a) Nao-homogenea sc ug # 0;
b) Semihomoyénea se uy = 0 mas [ # 0;
¢) Homogcinea seuy = [ = 0.
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. e ~s . .
Com a substituicio v = u — uy uma equagao nao-homogénea (1.16) se
transforma numa equagio semi-homogénea [3),[4]

Av=[ | wcW, (1.17)
com [ = J = Aug.
Exemplo 1.1
Seja Q ¢ RY com contorno regular. O problema lincar de valor de contorno

~Au = [ em € (1.18)

w— 4+ du = g sobre 91, (1.19)

pode ser, por exemplo, semihomogéneo com u € W e f # 0, apresentando os

seguintes casos especiais:
(i) a=0 , p=1ouproblema de Dirichlet:

-Au = [ em Q

w = g sobre df
(i) =1 . 3= 0o0u problema de Neumann

~Nu = / cm §2
Ju ,
e g sobre 082.
an

O problema (1.18) (1.19) estd aqui considerado com w admissivel em H*(§2).
Em geral D(A) ¢ maior do que H*(£2) mas s¢ o contorno é regular entdo u é ad-

missivel em 1#(Q) 1 [ € Ly(2) ¢ Fuy € H*(Q) que satisfaz a condicio de contorno.

O problema pode ser escrito na forma operacional (1.16), onde
v = La(82) L DAY= HHQ) ¢ A=A

(

W= {ue [I*Q): a(jz +pPu=0 s/ 00}
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1.6 Teorcma de Gauss

Em andlise se consideram dominios normais 2 ¢ RN aqueles para os quais
o Teorema de Gauft é analitico:

Para w € CHQ) vale a igualdade
" du g - o
/ = :/ un; ds (1.20)
Ja du; a0
¢ para o campo velorial U= (vy,...,von) com componenles em CHQ) wale também

/ diviidy = / U ds (r.2n
S a5

onde = (ny,....nx) € o velor externo normal ao contorno 9§ da regido S, sendo

a4 Cxpressao

Wi dado por B o= vy b vnngy

Os dominios com contorno regular introduzidos anteriormente. ua pagina
A, sao dommios normads (Neeas [15]). Se wy, g, .0 ¢ wa sequencia de Tuncoes de
CHSLY que converge na norma [0 para wma funcao v € 119(82), entio resulta a
equagio (1.20) também para o limite w € [/Y(2). A convergéncia da integral de
contorno do lado direito de (1.20) resulta em virtude da desigualdade (1.8).



Capitulo 2

Desenvolvimento das Férmulas
de Green

2.1 12 e 24 Férmulas de Green

Substituindo em (1.20) w por wo  we Q) e o ¢ 1Y), ganhamos
a [ormula (2.1) abaixo, que constitui o Teoremarde Green obtido através das clapas

seguintes
. Jue '
Jo ——de= / wvngds
dJu; Joq :
[ Jv | du / ;
Um—— + =—v | = wvn;ds
6 Juy  Ouy Jag
. v : du ,
Jo uz—da = / won;ds — | ——vda. (2.1)
dx; Jog ‘ o Oz

Fm seguida, escrevemos, para v € H2%(Q), no lugar de v a derivada %’— e introdu-
: , Ja,

zimo-la em (2.1) de onde, depois de alguns cdlculos de integragao por parte, obtemos

a expressao (2.5) na pagina seguinte. Vejamos o andamento:

) / a [ dv ” / Ov nod ©du dv I
a“ U—— | — | de = u=——mn;ds — | — ——du
Ja o v\ dua; Jog  Ou; Ja Oz du

) . . .
CJ% : Jo CJu Do

b) / U= = / w18 — / — i,
Ja ot Jog  day Ja dwj O,

onde sio vilidas as expressoes

v v i Jv | . dv du v du v du v
TN = TN TNy Ty, T = T - -_—.
duj " day i Dy "2 du N N Juj du;  Duy day duy dun

I
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o
oy 2 0y oy
Jd e | %o J*0 \ (
T e S B P A L/ 2.2)
ol 2 A .
day s duyy,
Sed Loy sa0 vetores de base canonicn de '/\’,N7 Lemos n, = cos(il, i ).

Considerando a notagao de somatdrio do cileulo tensorial podemos escrever
v o dv o Jv .
: n, = os(1, @) = m-cos(it, vy ) +
)

oS, ) 4 ——— cos(, TN ). (2.3)

Mas por outro lado

. - - du u Jdu
. grad w = (n 3y + nads 4 ..+ DNEN) | 7T+ Ty + ..+ —IN
Oy duy Jdu N
du . Ou du
=N by =
Dy N dey  On’
ou seja
du ,
— = 7. grad u. (2.4)
in
Com as oxpressoes b)), (2.2) ¢ (2.3) obtemos
: S Cdu ,
/ uAvdy = / 'U;Tl ds — / — ,,iid:c. (2.5)
Jo Josi dn Ju; Oy
Observando que
du v o
gradu. gradv = ——+— (2.6)

e substituindo (2.6) em (2.5) obtemos a lorma mais usual, em fungio do gradiente
escalar, denominada 1% [Srmula de Green para o gradiente escalar

. . “)’
‘ / (uldv + gradu. gradv)de = / v iﬁ ds. (2.7)
Jo Jag  On

Introduzindo (2.1) em (2.7) obtemos a expressio (2.8), denominada 12 fSrmula de

Green modificada pelo gradiente de v:
/ (uldv + gradw. grad o) dy = / wyradv.a ds. (2.8)
9 Josy

Pazendo em (2.7) uma permutacao de o por w, escrevendo prineiro (2.7) ¢ depois

invertendo o sinal, obtemos:

' o :
/ (gradwgradv)de = / U — / (YA
Jo Joo On Ja

/ (gradugradv)dr = — / ’U{—.—lﬁ + [ vAu, w € H*(Q).
Jo Jaq On o
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Somando essas dnas dltimas igualdades membro a membro obtemos a 22 férmula

: 0 J
/Q (uA = vAu)de = /;m <'u, ;)Z I’%) ds. (2.9)

Obs: Podemos generalizar as duas formulas de Green (2.7) ¢ (2.9) para a forma geral

do operador diferencial linear

N ; ;
o 0 du
/1('1[,) = - Z E‘ (U,jk m) (210)
Ty X

de Green

onde aj, € CHQ)er = (15, vn ) sendo aqui o vetor conormal com componentes

N
Vi = Z Ny g
Jk=1
[
du du

- =V
dv— dx;
sendo a derivada direcional relativa & conormal. Com (2.10) a 1% fSrmula de Green

(2.7) serd dada por

' Ju v o Jo
- L{v)da + da = — ds 2.1
/ wl () /SZ }_:’ a; L()L,()u /am 1()1/(~ (2.11)

que é a 2% Pérmula de Green para o Qperador L( ).

No caso em que ay; = aji, V4, k (simetria) chegamos a wna outra forma
especial da 22 fdrmula de Green para o operador L:

, Ov Ju ,
- .L (ul(v) — v L(w)]de = /'r)ﬂ (u'(')j - 007> ds, (2.12)

que é a 2% Férmula de Green para o operador L(u), onde ajr = agy, sendo v o vetor
conormal com componentes dadas acima:
N

Y
V=) Mg

5k=1

e ajp sendo os elementos de uma matriz simétrica (@ ).
Podemos obter também a 2% (drmula de Green para o operador bilaplaceano
AA, bastando fazer em (2.9) a substituicio de v por Av. Assim oblemos (2.13):

0A Ou .
/ (UAAD — Audv)dr = / <()‘,_ : v A?)Q) ds, (2.13)
Ja a0 \ On dn

muito usada na teoria linear da placa delgada, com a qual podemos derivar a for-
mulagao variacional fraca do problema de valor de contorno a ela correspondente.
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2.2 32 Férmula de Green

Teorema 2.1 Dado wn volume V limitado por uma superficie S, seja o = oy, 2,
@y) uwm campo cscalar continuo, com derivadas parcials conlinuas alé 2% ()l(l(m
inclusive,  Iintdo o valor de @ em qualquer ponto interior My € V¢ dado pela
CUPressio

1 1 1 19y :

o My) = —— ~\ dV — / ——— 2.14

#(Mo) ir Jy P oY 47 L ()n( 7’071] (2.14)
onde

r = (- w10)? + (82 — 220)? + (23 - 230)7]
€
Mo(2y0, 220, 230) , M = (2,29, 23).

Prova:

Seja, na figura 2.2.1 abaixo, a distdncia MM’ dada pela exXpressao

Wadl ~ p

—
/If?'l
’//—Tﬁ ] T - M

// Y j’i — 7L AL
[ "

My [/

<. /¢

Ky

Fig. 2.2.1
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com p sendo o raio da esfera de centro My e superficie e. Seja o volume dado
por

! r -

‘/ == ‘/ — ‘/(J

sendo My fixo o M varidvel. V6 o espaco entre todo Ve a esfora Vo A 2% [drmula
de Green para o volume total V' ¢ dada por (2.9) fazendo w = @ ¢ v = o fornecendo

: Oy (')L,o> )
A — AN AV = —_— - . 2.15
./\'(Y,&(/. 1) dl /s < o (/)f)n @S (2.15)

Fazendo, na {drmula (2.15) acima, ¥ = ,'~ e sendo A}— = 0, exceto em My ponto

ASSLN A eXPressao

singular, obtemos aseguinte expressio para a integral sobre V7

A L0 Loy 0L g ,
lag) v [ (o2t sy (10w g
//< ‘/'AQ> ‘ Js Yc)n(v') ron 45 + ¢ s9(’)” r o dn de. (216

A normal interior a superficie interna de V/ é a mesma normal exterior a superficie
€ ¢ tem amesma diregao de 7o A segunda integral do membro diveito de (2.16) serd
dada pela expressao

' a1 dy : Jd o1 ()Lp)
PRI . 0 = N 10 =
./(<k'(')7/,(1') 1()/;) “ /( (r)/(")l r o “
(2 10 217
/ (7‘2 } " ()]> de. (2.17)

Pelo Teorema do Valor Médio, considerando (2.17), existe M, € ¢ tal que

(M) L oe(M My) 1 Op(M,) !
/{sﬁ(. )+~) 4t )}dc:{@(‘ﬂ oM, ] de. (2.18)
. r? ro dr p? pdp p

Mas [ de = 1 ap? ¢ adrea da superficie daesfora Vo, Portanto, podemos agora

estudar o limite de (2.018) para p = 0, ou seja, para M, — My:

N

o( M, e Mp ;
lim {Y( 2/) + - P M )} 4 wp* = lim P Mp) 4 mp*
p—0 1) /‘) dp p—0  p
1 dp(M
+ lim ~(—k'9—,(—p) 4mp? = hm 4 wp(M,)
p—0p  Jp p—0
) ) /
+ lim 1r/)5—3’( o) oy, (2.19)
pe=-0 ap
dado que U‘P(M) <¢,YM € V. Ora, mas quando p — 0 = V' — V ¢ a expressao

(2.16) serd agora escrita como a 3% (drmula de Green para o volume

/ ' 2..
w(My) //// - A d} //{ ()” 7. - ds, (2.20)
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Mas por outro lado, observamos que

/ de="2mp v Nap= i lfz/>,. (2.25)
/o p
o
IAY 1 9 . 1 N
gr T ap gelbtier) = o (2.26)

Quando » — p, podemos desenvolver (2.23) introduzindo nela (2.25) e (2.26); e em
seguida procedendo ao limite p — 0:

: ONY : /
lim /(u—-—g— - Aw,i)ﬁ> de = lim [« E(—{M + A*(/)QM 2mp
; an 0 o

p—0 . in P : dp
, w(M,) . L ou(M, .
= tiny |~ S5 aep] o 2mpst ) 28 < gy, g
tendo em vista que 7 = =7

Substituindo (2.27) em (2.24) obtemos o resultado

‘ g IANY du
w(wy) = / AvAude + (u—.i/— — Ap— | ds, (2.28)
Jo Jog an an ,
3% Pérmula de Green para @ = g';‘/"zln ry sendo wg = (2o, 2o2) a representacao do
ponto My em Q C R2.

2.3  Aplicagao

\ Como aplicagdo direta vamos fazer uso da 3¢ formula de Green, com base
1o desenvolvimento de Diaz - Greenberg onde aparecem as expressoes (2.30) e (2.31)
abaixo, reconhecidas como sendo a 2% férmula de Green obtida como em (2.22). As-
sim propomos estabelecer a

2.3.1 32 Férmula de Green - duas Integrais de Contorno

Fistudaremos, e seguida, a construgao da 32 férmula de Green para a
solugao fundamental da equagao da placa delgada em fungdo de duas integrais de
contorno. Estudaremos o caso plano, ou seja, @ C R?% ¢y, ¢ a segunda derivada
parcial de ¢ em relagdo & dire¢do normal & superficie interna de V'’ sendo a mesima
normal exterior a superficie ¢ ¢ tem a mesma direcio de 7. Partindo da 28 férmula
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como queriamos demonstrar.

Para o caso plano, ou seja V — Q ¢ R2 ¢ obtivemos, de forma semelhante,
cfetuando todas as contas:

o ' din v Ay _
2mip(My) = [n 1L [ - p—— — n 3, 2.2]
2wp(My) / ‘/“ InrAe dz /aQ ( In )n> d. (2.21)

a 3% Périmula de Green para a superlicie plana, (veja [18]).

2.2.1 32 Férmula de Green - Solugio Fundamental da Equacao da
Placa Delgada.

A equagao da placa AAp = fem Q, para f € La(2) e @ C R%, tem por
solu¢ao fundamental ¢ = J—/’ln r, no sentido que AA® = 0 em Q. Para acompan-
hamento usaremos a fig. 2.2. 2 <Lba1);o

(‘ Lo ¥

P a—
o-[ M

0

O

M
ﬂm /

ﬁ\;
—>
o~

f'

L*

Pig. 2.2.2
Pela 22 {Srnula de Green podemos escrever

/ (vAv — vAu)de = / <'u,, - v—~> ds +/ ( - 7)17—(£> de  (2.22)
Ja—0, Joa \ On on

e daf, no limite para p — 0, usando novamente o teorema do valor médio, obtemos
com M, € ¢ (veja fig. 2.2.2 acima):

v du dv(M,) (?u(M,,)} ' s
- QP R 2N By P 2.23
/€<LV0” ()n> de = [ w(M,)— By — v(M),) p /Cce ( )

Fazendo em (2.22) v = A1, 0 que implica que Av = AAp = 0, obtemos a seguinte

exXpressao
: 0/_\'¢» du / < N 0%) .
—AVAY . — - — — Ap— | de. (2.24
/S"z—szo( Spau)de /a—m (u on Z/J > an wt)'n, de. )

1
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de Green (2.22):

‘ Ov ou
Av - vAu)de =
/Q«Qo(u v vau)de ./ ( on 0&) ds

+ / (u% - v%) de (2.29)

¢ fazendo u = Ay, com v = 1, obtemos as duas expressdes seguintes, a segunda
resultando da permuta de ¢ com 1 da primeira.

/Qmmz/)dx-:/ VAA dz + / (A 9¢ wdAw> ds +
7 (2/

P on v
oY dAgD)
Ap— — 2.0
+ /€< S0071 v an de (2:30)
ApAtp de = / eAAYda  + / < gb— - dA(/)) ds
Q - Jar 071 O

0AY o

+ / ( %._7; - psE >d (2.31)
sendo ' = @ — Q. Fazendo ¢ = w e levando em conta a solucio fundamental
P = ;8-17_1'_ 2 I r,

acima jd referida, ou seja, AAp = 0, introduzimos ¢ e ¢ com seus novos valorés em
(2.30) e (2.31} para obtermos

_ 01& DN

I
+/<A@—0——1_w on )
0 AA / aA”) I
“/ ¥ Wt ag( (911 T an @
. JAw o e
+/<Aw———<p 5 )de . (2.33)

Multiplicando (2.32) por -1 e somando a (2.33) obtemos

de (2.32)

v (?Aw)
0= / wAAwdz + /Oﬂ (Aw()” on ds
dy ()Aw) /
( on ¥ on an e
0hp
<w 811 ds
( ) de (2.34)
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onde

do | ’
= (e 20 ) 2.5
Jdn S ( )
o
| |
DAY = Py + = = —(1 -} In 7). (2.36)
7 27 :
A normal interior 7 & curva de contorno de Q' é a mesma normal exterior # 4 curva
de contorno de 2y, tendo a mesima direcdo e sentidos opostos. Portanto 77 = -7

veja g, 2.3.1. abaixo.

SN

/ _ S
A
AN \\
\\
\\_\-M—*-/
Fig. 2.3.1
Por outro lado temos
ANT IAg o { 1 } L o
= —— = —— |-— (1 4 Inp)| = ——— 2.37
on dp dp 2ﬂ( inp) 2 p ( )
e
/dc = 27p. (2.38)
€
Da mesma forma temos de |
= g—];'rzln r
que
%)
i:r = L (p+ 2plnp) (2.39)
dn S
@ |
Ap = —(1 4+ lnp). (2.40)
27
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Aplicando o teorema do valor médio sobre a integral de contorno de y:

[ 0Ag Jw _ IA@(M,) dw(M,)] [
/< on A%“)f“ = [W“T A%‘Q(MMT} / ae.

que levada ao limite quando p — 0 fornece, com (2.37),(2.38), (2.39) e (2.40)

(3,
gp 9oMs) _ _ohty). (2.41)

lim [ w(ij )2’er - hm i(l + Inp)2w

p—0

Da mesma forma apliquemos o teorema do valor médio sobre a integral de contorno

de Qq:

: Jo dAw B . dp(M,) JAw }
/c (Awa“ B )dc = {Aw(ﬂ./[,,‘)*—-—ap o(M,)— o (M,) /de

que, levada ao limite quando p — 0, fornece com (2.37), (2.38), (2.39) e (2.40)

. 1 ) ) L, . 0Aw v

/ELnb {—Aw(z\(ﬁﬁ;(p%— 2plnp)2mp ~ é—;(pzlvzp)hp o J =0. (2.42)
Mas quando p — 0 temos que M, — My e que 2y tende a um ponto de Q. Portanto
Q' = Q. Com (2.41), (2.42) e (2.34) obtemos

IA(r*In v)

8mw(Mo) = /Q (¥l r)AAwdz + 0 {‘” on

’ : dAw
A —72n = ds, (2.43
+ o0 [ ¥ on an } ( )
que é a 3% férmula de Green com duas integrais de contorno, para p = ——7 2in .

Mados (inpuat)
De=1rnr emQ
2) AAw = fem Q
3)w= [ sobredq
4) 2 = J sobre 9§
5) PALTInT)  obre 90

dn
6) JLJ%L sobre 90
7) A(r2nr)  sobre 9Q.

Incégnitas (output)
1) Aw =7 sobre 9Q
2) 82 = 7 sobre 90

In




Capitulo 3

Confinamento de Funcionais
Lineares

3.1 Confinamento nas equagoes variacionais

Seia A0 )L v espaco Hinear, coma definido no eapitulo 1. podendo
ser o esto v cspaco pre Hithert [ o espago de thilbert /7. Seja taanbém o

subespago Wode v e a(, ) uma forma bilincar continua para a qual 3 ¢ > 0 tal que
alu, o) < ¢f|ull o Yu, v €y,
con

alu,u) >0 Yu € x (3.1)
alu,w) >0 Yu e W, u#0. (3.2)

Vamos considerar o subespago W fechado em x em relagio & norima energética
[u]= (1,('(1,,'11,)1/2 , (3.3)
sendo os funcionais lincares
Jix=R ¢ g:ix—=R

lhmitados em W Eido as seguintes cquagoes variacionais

a{u.w) = flw) Yw € W (3.4)
alv,w) = glw) Ywe W (3.5)

possuem exatamente uma solucio em W que denominaremos % ou' @ respectivamente
para (3.4) e (3.5). [9], [10], [16].
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Fagamos primeiro w=v em (34)e w=u em (3.5) admitindo % e
0 como solugoes em (3.4) e (3.5) respectivamente

a(t,v) = f(v) Yve W (3.6)
a(v,u) = g(u) Yu e W. (3.7)
Entretanto podemos fazer w = % em (3.4) e w = @ em (3.5) admitindo da mesma

forma @ e ¥ como solugoes de (3.4) e (3.5). Isso serd o mesmo’ que fazermos v = ¥
em (3.6) e u = @ em (3.7), resultando de qualquer maneira

(a,0) = f(D) Yo e W (3.8)
a(D,it) = g(a) Vi e W, (3.9)

o que leva ao resultado
a{l,v) (0,4) = f(?) = g(a) (3.10)

pela simetria de a( , ).

O nosso objetivo é encontrar um Lonﬁuamunto para os valores g(@) e f(%)
i busca desse confinaniento vamos escollier w = w ¢ w = v respectivamente para
(3.4) e (3.5) levando em conta que para ambas equagdes supomos @ € W eV e W
endo as respectivas solugoes. Assim temos

alt — 0= 0) = a(u,v) - a(i,v) — a(?,u) + (@, D). (3.11)
Tomemos agora dois elementos ug, vy € Y que satisfazem as equacgoes variacionais

a(ug,w) = f(w) Ywe W (3.12)
a(vg, w) = g(w) Yw e W. (3.13)

Sendo @, € W solucdes de (3.12) e (3.13) por hipétese, temos de (3.11):
a(uo = U, vo — ) = a(uo, vo) — a(@,vo) — a(v,uo) + a(i,v). (3.14)
De (3.10), (3.11), com (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9) construfmos

Ay = —a(u,0) + a(i,v) + (D, u) = —a(u,v) + f(v) + g(u)

a(l, v) = g(u),

com que obtemos, de (3.11), entdo a expressao

a(u—14,v—9)=g(i) = Ay (3.15)
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De (3.14) com (3.10), (3.12) ¢ (3.13) observamos que

(@) Vi € W
(D) Vo e W
= —a(t,v9) — a(0,up) + a(u, ) =

—g(&) = [(?) + g(@) = = [(¥) = —g(u) (3.16)

(L(ﬂ’va) =49
=

aly,v) =

e fazendo Ay = a(ug, vy) obtemos para (3.14) juntamente com (3.16)
alitg — i, vg — B) = Ay — g(i@) (3.17)
Mas da desigualdade de Schwarz
la(w— w0 —=9) <Ju—allv—v]
la{uy — w00 — 0)| < fup — ulvg — o
temos que
la(u =ty 0 = o)+ alug — 0o — v)] < lalw—u, v — 0)] + lalwy — u, 09 — v)|
= fa(u = uy,v = v) + aluy = w00 — 0)] < Ju— o = o) + fug = wllve — vl (3.1%)
Com (3.15), (3.17) e (3.18) obtemos
N+ Ay =29 < fu—iallv—o]+]ug—a]|]vg—5) (3.19)
Aplicando a desigualdade de Schwarz para a soma de produtos obtemos:
A Ay - 2g(u))? < ( L ul 4 Ty — wff ) (I o= vl oy - 'HI‘J) (3.20)

Sejaagora U/ o complemento ortogonal de W em y, ou scja, o subespago linear de

todos 0s v € \ com
afv,w) =0 Vwe W
Assim observamos que w — u € W e v — 9 € W bem como ug— 4 € U e vy —v € U.
Da ortogonahidade de W com 7 resulta
2 2 2 2 o
g — ul =luy — w) - (u— u)l = Jug — ul” 4+ e — i (3.21)
o
2 12 12 2 B
lvo — vl” =loog = ) = (v = D) =vy - 5 +1v— o], (3.22)
Com (3.21) e (3.22) resulta de (3.20) a expressdo procurada para o confinamento de
g(u):

)

[Ay A+ Ay = 2g()]° <ug —u N E— [. (3.23)
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Remanejando essa tltinma expressao obtemos

| —

[T = g(u)] < = (luo —ul fvo —vl), (3.24)

[N

que € a expressao definitiva para o confinamento de g(u) ou f(v), onde 7 ¢ a constante
dada por
Al + Ay

5 (3.25)

3.1.1 Confinamento Para o Funcional

Agora vamos procurar desenvolver um confinamento para o funcional

alw,v) = (Lu, Lv). (3.26)
Consideremos x'[(, ),|| . ||l um outro espaco linear também munido de produto
interno (, ) e norma || . ||, como j4 tratamos no caso de X- Suponhamos que
existe um operador linear L : \ — y/ que satisfaz A equacio variacional (3.26).

Para a solugao u do problema (3.4) o valor g(i) do 29 funcional linear g( ) pode ser
aproximado da seguinte maneira.

De forma andloga ao que desenvolvemos na se¢io (3.1) sejam u,v € W C y
e ug, vy € X' satisfazendo as equacoes

a(u,w) = (Lu, Lw) = (uy, Lw) = flw) Vwe W (3.27)
a(v,w) = (Lo, Lw) = (v, Lw) = gw) Yw e W. (3.28)

Consideremos as relagoes

Avi=glu) + f(v) = alu,v),
onde
A

g(u) = a(u,v) = (Lu,Lv); f(v) = a(@,v) = (La, Lv)
a(u,v) = (Lu, Lv)

a serem substituidas no resultado decorrente do desenvolvimento de

a(u—t,0 —0) = (Lu— L, Lv~ L&) = (Lu, Lv) — (L, Lv)
=(Lu, Le) 4+ (Lu, Lo) = a(u,v) ~ f(v) = glw) + glu)
=g(@) - Ay. (3.29)

Da mesma forma temos as relagoes

(L, v0) = gli0)
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(Lit, L) = g(@)

bem como Ay = (g, 09) a serem substituidos no desenvolvimento de

alwg = Luvg— Lo) = (ug— Lu, vy — L) = (ug,09) = (Lu, vg)
(g, Loy + (Lu, Lv)
= Av = glu) = glu) + g(u)
= Ay — g(it). (3.30)

De (3.29) ¢ (3.30) de modo andlogo a secio (3.1) usamos as desigualdades de Schwarz,

)

para a soma e obtemos

|As+ Az = 2g(@) < ([l L~ Lalf + [|uo - Lafl?) (1Lo = Lo|® + |foo — L
Da propriedade da ortogonalidade, ou seja

(’I.L() — 1117« Lu — I,I—l) = {
(vo — Lo, Lo — Lo) =0
obtemos o confinanento descjado para g(w) em funcio do operador 1
. l 0
|7 — gla)] < E||‘u,() — Lu| |lvo — Lv]| (3.31)
con T o= (A F A/
3.2 Aplicacoes

3.2.1 Problema de Dirichlet para Placa Delgada

Seja o problema de valor de contorno dado na forma

AAu=f em CR? (3.32)
U = ﬂ =0 sobre 082, (33.33)
on

A formulagdo fraca de (3.32) (3.33) se descreve da seguinte maneira. O elemento
w € HE(§)) é procurado como solucio de

alu.w) = f(w) Yw € /’/5((2),
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onde ¢ uma regiio de contorno regular, como definido na secao 1.3 o [ € Ly(€1),
onde

afu,v) / AuAvdax

() /fudz.

A solugao fundamental de (3.32) seja

L
P = 8—7r7'2[7z 7 (3.34)

para a qual ANy = 0, sendo xy € £ um ponto dado onde r = |o — wol, Vo € Q.

Para @y € 0 escrevemos a 32 férmula de Green dada por (2.29) (capitulo

uw(xg) = / _XMA(/JCZLJr/ < ().&(p Aw%> ds (3.35)

2):

para u € I1*(Q), sendo u € C(Q) de acordo com o 19 Teorema de Soholov 1.3.2, 0
que permite definir u(zo).
Por outro lado, olhando para (3.32) e (3.33) a sua formulacio fraca pode
ser agora descrita da seguinte maneira. Procuramos v € HZ(2) como solucio de
alu,w) = flw) Yw € HZ(Q). (3.36)
Para a solugio @ € HZ(Q) a férmula de Green (3.35) se reduz a
u(y) = / AaApda. (3.37)
9]
Vamos introduzir aqui o funcional lincar
glu) = / Aulpde. (3.38)
Q
Aplicando em (3.38) a desigualdade de Schwarz obtemos

[g(uw)]* < /.(L\u)vz(/,&/(_\w) da .
Q2

Com (3.34) obtemos um valor finito para a integral

DYy = ) da
/Q(Az/)) dav = (272 /Q(l-kln/) dz < oo.
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N ~ . . D) . sy . .
ntiao o funcional g @ 114(2) — R ¢ limitado. Portanto a tarefa de confinar o valor
u(ag) dado por (3.37) ¢ equivalente A de confinar o valor g(u) do funcional linear
limitado ¢(.).

Para isso vamos aplicar exatamente o desenvolvimento da segao 3.1 (confi-
na.,m(,nt,() de Tuncionais), onde agora y = /I (82), W = /15(&2) ¢ Lu = Au. Para \'
seja o espago de Hilbert La(S)[(, )o, || - l]o)-

Seja entdo # a solugdo de (3.36) e seja 2o € . Consideremos u e v funcdes
quaisquer de HE(Q) e também ug, vy funcdes de Ly(€2) que satisfazem as equagdes:

/ woAwdy = / fodz, YweW = HXQ) (3.39)
JQ JQ '

/ wAwdr = | AypAwde, VYo c Q). (3.40)
JQ JQ

Depois de alguns calculos e redugdes de termos semelhantes, seguindo os passos
(3:26),..., (3.31), encontramos, com (3.34) ¢ (3.35) para u € HE(Q):

Ay = u(ag) + / fvda — / AuAvdz
JQ JQ

QO

Ay = / ugvy d.
JQ

Finalmente aplicando a desigualdade de Schwartz para a soma de forma andloga
a aplicada sobre (3.29) e (3.30) obtemos com a propriedade da ortogonalidade o
confinamento descjado para o valor ii{ay) como aproximacio:

"y I B .
|3 = uleg)]” < 7 /(u,() - Au)da / (vy — Awv)ida, (3.41)
L/

J0
(Arine)
T
Baseado nesse esquema geral apresentado na se¢do (3.1) vamos desenvolver
o método de Diaz-Greenberg na forma de confinamento de um funcional.

com 3y =

3.2.2 Meétodo de Diaz-Greenberg

Bascado no esquema geral desenvolvido baseado na se¢do 3.1 vamos pro-
ceder em seguida A formulacio variacional do método de Diaz-Greenberg [5], (7] no
que diz respeito ao confinamento da solugio fundamental da equagio governante
do problema de valor de contorno dado. O método de confinamento aparelhado na,
segdo 3.1 teve ponto de partida a hipdtese de que o problema dado estd colocado na
forma semihomogénca. No presente desenvolvimento o problema de valor de con-
torno pode ser dado também na forma inhomogenea. Portanto seja aplicar o método
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de Diaz-Greenberg ao problema [6]

~-Au = f em 2 CRY (3.42)
= Uy .\'/ ()Q] = l“| (3’|”
du ) . ’

o =Y s/ 00y =1y (3.44)

O método de Diaz-Greenberg se resume em confinar a solucao (ay) do problema
dado, expressada na férmula de Green correspondente, com ajuda da qual @(zy) ¢
representada por uma soma de integrais de dominio e de contorno, trazendo imn-
plicitamente a solugéo fundamental da equacio governante dada. Da mesma forma
tratada anteriormente, seja xy um espaco linear (ou uma variedade linear de um
espago de Ililbert ) com um subespago W e seja a(.,.) uma forma bilinear simétrica
continua definida em # x H de tal forma que

alu,v) = a(v,u) Yu,ve H (3.45)
a(u,u) > 0 Vue I (3.46)
a{u,u) > 0 Vue W, us#0. (3.47)

Seja por hipdtese [f completo e W fechado em relacio A norma energética

(WA

Jul = (L(»u,u)l/2 (3.48)
e

FiH —R (3.49)

seja um funcional linear limitado em W com respeito a norma (3.48). O problema
dado (3.42), (3.13), (3.14) considercmos equivalente ao seguinte problena varia-
cional:
Dado wg € 1,
Py ¢ ache w ¢ H satisfazendo
a(u,w)=F(w),Vw e W, u—ug € W.

Por questdo de comodidade vamos demonstrar o seguinte teorema con-
hecido e apresentado em diversos livros de andlise funcional ou calculo variacional
(veja por exemplo [13], [8] ) com base na descri¢io do problema

Seja up € H dado.
Py < Ache wée H | solugao de
J[u] = a(u,u) = 2F(u) — min, v —uy € W.

Teorema 3.1 O problema exiremal P2 tem no mdazimo wmna solugio. P2 é equiva-
lente ao problema P1 dado acima.



3.2. Aplicagdes 29

Prova:

BN o o T - ool - . e 29 4 e o b AP y! rd
Provaremos aqui apenas que toda solugao P2 ¢ solugio de 11 Seja @ uma solu¢io
de P2

2, ou seja, vale escrever J[u] > J[i] para w - uy € W, Bntio vale eserever
St bl > T ] Yoo W, teR
ou desenvolvendo:

J[u] + 2t{ali,w) = Fw)} + Ca(w,w) > J[i]

ou

a(w,w)t* + 2{altt,w) — Fw)t >0, Ywe W

que ¢ um polindémio do 2.° em ¢ cuja condigio de mininio é dada pela derivada do
mesmo em relagdo a ¢:

2a(w,w)t + 2{ali,w) - Flw)} =0 Vw e W,
com a qual o minimo ¢ obtido para ¢ = 0, ou scja
a(it,w) — F(w) =0

ou

a(t,w) = F(w) Yw e W.

Assim % ¢ solugao de P1.
Observagao: Se w # u entio sé vale a desigualdade

J{u) > Jli]

'

ou seja: it ¢ a tnica solugao de P2 . Portanto o problema P2 tem também solucio
dnica, sob as hipdteses (3.45), (3.46), (3.47).

Como considerado na se¢ao 3.2.1, seja o espaco linear x'[(, ).]|.||] munido de
correspondente seminorma | .| e produto interno semidefinido ((,))!. Introduzamos
um operador linear 7' que age no mapeamento

,/.:\_?,\/

de tal forma que
alu,v) = (Tw,Tv) Yu,v € y. (3.50)

Yque por motivo de comodidade serd escrito na forma do produto interno oridindrio (, ), o que,

sem divida nao trard confusio.
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Counsideremos 17 o subespaco lincar de todos os elementos o ¢ X' (ou no caso
especial X' = 1) que satisfazem a cquagio

(0", Tw) =0 Yw e W. (3.51)
Além disso tomemos vy € \’ como sendo, por hipdtese, uma solugao de

!/ eyt - )

(v, Tw) = Fw) Yw e W. : (3.52)
Sew € x = H ¢ um elemento com u —up € W e se w' € H' é um elemento corm
u' — vy € V! entao vale também a pertinéncia
u—u € W,
bem como
W —-TueV.

Mas de (3.51)comv' =v' -~ T4 ¢ w=u—1a

(W -Ta,Tu-Tu)=0 , u—aeW

encontraremos primeiramente
! — Isa "t = p / = al ral y
J(' = Ta) + (Tw - Tu)*=)(v' - T@) — (T ~ T7)|?
e com isso tambdém
Ju' + Tu = 2T =]u — Tul. (3.53)
iscolhamos dois clementos v € H(2) e v € H'(Q) que de alguma maneira adequada
estao a nossa disposi¢ao. Da desigualdade de Schwarz obtemos entio

(' 4 T = 210,00 = To)| <]’ + Tw - 2Ta| v —To| (3.51)

que juntamente com (3.53) fornecem a desigualdade fundamental do método de Diaz-
Greenberg [5], [6], [7]

(0" + Tu, v = To) = 2(Ta,0" — T)| <Ju' —Tu|  Jo' = T . (3.55)

Em seguida vamos escolher apropriadamente v e v’ tais que uma relacio
entre'o produto interno (1'%, v — T'v) em (3.55) e o valor da fungio @(xp) da solu¢io
@ no ponto zy € § possa ser realizada. Essa relagdo entre o p.i 2 ¢ o valor 4(zg)
para v e v' pode ser conseguida usando a 32 férmula de Green relacionada com a
solugao fundamental 9 da equagio diferencial governante do problema de valor de

2pd. é o mesmo que produto interno.
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contorno dado (3.12), (3.43). (3110, Para isso vamos admitir fungoes wy € 11'(Q) .
J € La(82) bem como g € Ly(1%, ) com I'y = 98 - 'y, Vamos definiv W como

W=due 1N(Q):in=0 sobre 1), (3.56)

Para ' escolhamos o espago linear dos campos vetoriais o' = (0p, ..., on) com
componentes v, € L,(§2) tais que

N

>_J/ ujvida,

I=1
Com seminorma
B
Ju'|= (o a2,
e seja o operador linear T': y — \' definido por

Tu=ygradu , weyx=H Q). (3.57)

Com base no 1Y "Teorema de Sobolev, secao 1.3.2, vamos traballhar com funcoes
9 b

wE H2(Q)N ). Para essas fungoes podemos usar a 3% (ormula de Green (2.28)
para a solugio lundamental de (3.42) em @ € RY dada por v (Ex. ¢ = ' /IL , para
N = 2) conforme (2.7):

" ) o o
u(xy) = / gradw grad ¥ dz — / u—rds (3.58)
Ja a0 On

que depois de alguma transformacio segundo (2.28), pode ser escrita na forma

' ‘ C [ du ()(/r
w{wa) = /(._.\II,){/N[‘IT I / ( -y - ds. (3.59)
Ja Joa \on ()n

Para a solucio « do problema de valor de contorno dado (3.42), (3.13)0
(340 tomemos - Au = [ e as condicoes de contorno, substituindo-os ¢m (3.59):

(20) / [ da +/ (/gu//s+/ uo——ds

Ju ()z/
s - s
! /1, ()/1 ‘ /| t Jn s

- : P .
=2ou{ayg) - ; [oda — /1 m D-;-I—(l,\‘ —~ / gy ds
/42 JI ' 1

'

- / 9U s — / a2 4. (3.60)
1y dn o on
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B (3.60) aparccem integrais de contorno que trazem a solugao @ explicitamente.
Com (3.57) e para v € x , v' € )/ com componentes em HY(Q) obtemos, usando
integragao por parte:

(Tu,v" ::/g?‘a,dil.v' dz = ~/ % dew 'v'd:l;+/ a(v'n)ds
Q Q 229!

. : L 01U
(7w, Tv) = / grad . gradv de = — / At.vde +/ —.vds.
Q Jo o9 On
Dessas duas expressdes obtemos por subtragio:

(Tit, v —Tv) + / Jvdy ~ / wp(v'n)ds + guds
Q Iy

[

= —/ wdivv'da —/ @vds+ w(v'n)ds. (3.61)
Q r, On I

Esta dltima expressao (3.61) comparada com (3.60) sugere para divv’ a composicio
de um problema acessério de valor de contorno, qual seja:

dive' =0 em £

P3 v’n:—%‘,{% s/ Ty
==y s/

que submetido & expressio (3.61) fornece
Tu,v' —Tv) = )ds—/ u———ds 3.62
( )= k, 9717/ N, ( )

coincidente com (3.60). Por comparagio de (3.62) comn (3.60) obtemos

(Ta,v" — 1) = a(xg) — 6 (3.63)
sendo
§= / f(2) + v)da - / Ug (f)_%_b_ + v’n) ds + / g(p + v)ds. (3.64)
Q° r on T,

Consideremos u € \ um elemento tal que para W dado por (3.56) vale a pertinéncia
u—1uy € W, esejau €y wun elemento que satisfaga a equacao variacional

(v, T'o)=Flp) VoW, (3.65)
sendo ela a forma variacional fraca do problema de valor de contorno

1.)4{ —dive = f em

wn=yg sobre I’y
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Introduzindo em (3.55) as expressdes:

Ap = (Tuo' = To)y o Ay = (u', v — (o)

obtemos com (3.55) ¢ (3.63) o confinamento da solugio @i(wg) dado pela expressio

(6+B)=Ju' = Tul Jv' = To[< (o) < (§ 4 B)+]u — Tul Jv' - Tw|, (3.66)

sendo (3.66) o resultado do método de Diaz e Greenberg aplicado sobre o problema
de valor de contorno (3.42), (3.43), (3.44), onde |.| é a seminorma energética. £ im-
portante observar que no desenvolvimento de (3.66) aparece a solugio lundamental
exceto na férmula de Green (3.59) ou seja, na férmula de Green (3.60) que resulta de
(3.59). O que necessitamos é simplesmente a validade da férmula de Green (3.59),
enquanto que a pergunta se a solugao fundamental 9 possui norma energética finita,
nio tem importancia alguma no método de Diaz-Greenberg,

Observacio:

Quando o' = Twu, o que redundae noaturalnente em que o= U, o lado
diveilo de (3.66) serd & + F. O mesio acontece para v’ = Tv. Assim

teremos para (UIL()O.S 08 CUS0S!
‘fl(:EU) = (/\1 + /\2)/2 + (5
Nesse cuso, para v' = Tv, v é a solugdo do problema
Av =0

P5 ’lﬁ’}"(}:() S/Fl
Z(p+v)=0 s/
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