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ABSTRACT: A volumetric data set is a collection of data in which each
data has an associated location in the three-dimensional space. In this work
we review the wavelets theory and discuss the application of this technique
to the visualization of volumetric data. We show the main algorithms, and
discuss some implementation issues.

Keywords: computer graphics, volume rendering, ray casting, medical ima-
ging, wavelets, multiresolution.

Resumo: Um conjunto de dados volumétricos é uma colecao de dados
amostrados em uma grade no espaco 3D. Neste trabalho apresentamos uma
introducao da teoria de wavelets e discutimos a aplicacao desta técnica a
visualizacao de dados volumétricos. Apresentamos os principais algoritmos
e discutimos alguns aspectos de sua implementacao.
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Capitulo 1

Introducao

Visualizagao é um termo empregado para descrever os métodos que permitem
a extracao de informacoes relevantes a partir de complexos conjuntos de
dados, o que é feito com a utilizacao de técnicas de computacao grafica e
processamento de imagens. Uma subarea importante é representada pelos
métodos de Visualizacao Volumétrica.

Segundo [Mccormick et al., 1987], visualizacao volumétrica é o conjunto
de técnicas utilizadas na visualizacao de dados associados a regioes de um
volume, tendo como principal objetivo a exibicao de seu interior para ex-
plorar sua estrutura e facilitar sua compreensao. De uma maneira geral,
podemos definir visualizacao volumétrica como o processo realizado com o
objetivo de obter uma melhor compreensao da estrutura contida nos dados
volumétricos. Entendemos como dados volumétricos, um conjunto de valores
escalares amostrados em uma grade tridimensional.

Em algumas aplicagoes de visualizagao volumétrica, em geral associadas
a ambientes distribuidos, WWW e realidade virtual, existe uma demanda
por representacoes comprimidas dos dados e a possibilidade de extracao de
versoes em varias resolucoes deste dado. Esta demanda é resultante das
necessidades de adequagao ao meio de comunicagao, gerando a exibicao mais
apropriada em taxas interativas. Como resultado disto, varios modelos de
multiresolucao foram propostos na literatura para representacao de objetos
tridimensionais. Por outro lado, os volumes de dados em geral possuem a
caracteristica de alto consumo de memoéria, o que influencia os requisitos de
armazenamento e de tempo de visualizacao. Isto acaba resultando também
na necessidade de adocao de modelos aproximados do conjunto de dados.

Para atender estes dois requisitos uma escolha natural sao os modelos de
representagao dos dados em multiresolugao. Entre as vantagens destes mo-
delos, podemos destacar: reducao da quantidade de dados, quando represen-
tacoes em baixa resolucao sao suficientes; acesso rdpido aos dados, através



da exploracao da indexacao espacial inerente aos modelos; processamento
hierarquico.

A abordagem principal para modelagem em multiresolucao é baseada em
um modelo de decomposicao, onde a resolucao é controlada pelo nivel de
refinamento da subdivisao do dominio. A idéia basica deste modelo é que a
precisao da representacao é proporcional ao nimero de células de subdivisao.

Diferentes arquiteturas foram propostas para lidar com a representacao
em multiresolucao. Estas arquiteturas vao desde uma simples colecao de
varias versoes do objeto em diferentes resolucoes (por exemplo, nés LOD
(level of detail) do Open Inventor ou VRML [Wernecke, 1994]); passando
por modelos que mantém relacoes entre dois niveis de detalhes consecuti-
vos (por exemplo quadtrees, representagoes piramidais ou hierdrquicas); até
modelos mais sofisticados que mantém uma estrutura compacta, de onde po-
dem ser extraidas diferentes representacoes dos dados, geradas com resolugao
diferente. Uma arquitetura ainda mais flexivel consiste em considerar uma
representacao cuja resolucao é varidvel espacialmente. Representacoes deste
tipo, em geral, requerem o uso de métodos nao-lineares e sao dificeis de serem
obtidas.

Podemos classificar as técnicas que tratam multiresolucao de dados volu-
métricos em duas grandes areas: baseados em superficies ou em representa-
¢oes volumétricas.

Na primeira classe se encontram os métodos que obtém uma represen-
tacao por superficies do dado volumétrico, representacao aproximada. Como
representante desta classe temos o algoritmo proposto por [Williams, 1993,
que é baseado no uso de uma parti¢cdo hierdrquica recursiva (parecida com
uma (octree), e a proposta de [Cignoni and Scopigno, 1995] baseada em de-
composicoes tetraédricas.

Na outra classe podemos incluir as técnicas diretas, que representam
os dados volumétricos em multiresolugao sem a conversao para uma re-
presentacao por superficies, o que garante uma eficiente representacao de
objetos amorfos. Nesta classe encontram-se extensoes para 3D dos métodos
de multiresolucao aplicados a imagens (piramides de imagens).

As representacoes volumétricas em multiresolucao desenvolvidas para da-
dos volumétricos, sao em geral baseadas na transformada de wavelet. Em
[Muraki, 1992] e [Muraki, 1993] estas tansformadas foram aplicadas a dados
volumétricos com o objetivo de obter aproximacoes compactas. Enquanto
Westerman [Westerman, 1994] demonstrou como podemos utilizar o algorit-
mo de ray casting diretamente sobre os coeficientes de wavelet que represen-
tam o volume.

Neste trabalho apresentaremos as técnicas de visualizacao de volumes em
multiresolucao baseadas na transformada de wavelets. No capitulo seguinte



é apresentada uma introducao a transformada de wavelets com sua extensao
para 2 e 3 dimensoes. No capitulo 3 é apresentada a teoria basica de visua-
lizagao volumétrica, e sao descritos os algoritmosray casting e splatting. Em
seguida, capitulo 4, duas técnicas para visualizagao de volumes baseadas nos
coeficientes de sua representacao na base de wavelets sao apresentadas.



Capitulo 2

Transformada de Wavelets

2.1 Introducao

A decomposicao de sinais em bandas de frequencia tem se mostrado uma
aplicacao bastante ttil para tratamentos de sinais. Esta decomposicao for-
nece uma representacao intermedidria entre o espaco temporal e o espaco das
frequéncias de Fourier.

A transformada de Fourier (FT) de uma funcgao f(z) fornece uma medida
das frequéncias do sinal, mas estas informacoes nao estao localizadas no
espaco. Isto se da em razao do atomo tempo-frequéncia da transformada,
e~ nao possuir localizacao temporal. Para localizar melhor a informacao,
foi introduzida por Gabor [Gabor, 1946] uma transformada de Fourier com
janela(WFT), através da introducao de uma “janela” espacial g(x) a integral
da Transformada de Fourier. Assim, a Transformada de Fourier com Janela
mede a amplitude de uma componente senoidal de frequéncia que ocorre na
vizinhanca de um ponto u. O problema desta representacao é a escala fixa,
introduzida pela janela, cobrindo o dominio tempo-frequéncia. Surge entao
a necessidade de um filtro espacial que se adapte as irregularidades do sinal,
o que propde a Transformada de Wavelets (WT). Esta transformada surgiu
como resposta as deficiéncias da Transformada de Fourier e Transformada
de Fourier com Janela, através da introducao de uma base de funcoes de
suporte compacto, e que variam sua posicao e frequéncia. Estas funcoes sao
denominadas wavelet (ou ondelettes em francés) (figura 2.1).

Segundo [Castleman, 1996] a transformada de wavelets pode ser compre-
endida como uma representacao andloga a de uma pauta musical. Considere
a pauta apresentada na figura 2.2, e que pode ser vista como uma repre-
sentacao bidimensional do espaco tempo-frequéncia. Frequéncia (quao grave
ou agudo é o som) aumenta da base da escala para seu topo, enquanto o



AAANAAAAAANAAAAD
HUUUUUUUUUUUUUUU%

ANALNANNMNNMANA
AAAAAAAA

Figura 2.1: Ondas (waves) e wavelets.

Figura 2.2: Notacao Musical como um espago tempo-frequéncia.

tempo (medido em batidas (compassos)) avanca para a direita. Cada nota
corresponde a uma componente de wavelet que aparecera durante a execugao
da miusica. A duracdo de cada wavelet é codificada pelo tipo de nota (e.g.,
colcheia, semi colcheia, etc.).

Se fossemos analizar uma musica gravada e gerar a partir da sua execugao
uma pauta, estariamos aplicando uma transformada de wavelet & misica (si-
nal sonoro). De maneira semelhante um musico executando uma miusica a
partir de sua pauta, pode ser visto como executando uma transformada de
wavelet inversa, pois ele reconstréi o sinal sonoro a partir de uma represen-
tacao no dominio tempo-frequéncia.

A idéia basica da transformada de wavelet é a decomposicao de uma
funcao em uma base que gera um subespaco de funcgoes, de modo que esta
representacao possua propriedades bem determinadas. Por exemplo, locali-
zar no tempo as frequéncias.

Uma wavelet é uma funcao, através da qual, por translagoes e escalas,
formamos uma base do subespaco desejado. Chamamos ¢ a funcao de escala
que permite gerar uma versao filtrada por passa-baixa do sinal e ¢ a funcao



de wavelet (wavelet mae) que permite a obtengao dos detalhes entre dois
filtros ¢ em escalas consecutivas.

A analise de wavelets adota um funcao base e realiza suas analises varian-
do temporalmente o suporte da base, adaptando-se de modo automético nas
regioes em que a funcao apresenta altas frequéncias.

A Transformada Continua de Wavelet (CWT) foi introduzida por Gross-
man e Morlet [Grossman and Morlet, 1984]. Se ¢(z) é uma funcao real cujo
espectro de Fourier, 1/3, satisfaz o critério de admissibilidade ([Chui, 1992]
e [Grossman and Morlet, 1984]):

o (u) P
C’,p—/ | ds < 00, (2.1)

o I8

entao ¢(x) é denominada uma wavelet basica. Devido a varidvel s no deno-
minador é necessario que:

~ +OO
$(0) =0= Y(z)dr =0 (2.2)
— 00
A equacao 2.2 forca que a funcao 1 oscile de modo a cancelar areas na
regiao positiva com areas na regiao negativa do espaco de modo a anular
a integral. Para isto esta funcao deve possuir caracteristica ondulatoria,
com seu grafico formando uma onda de curta duracao e frequéncia crescente,
conforme mostrado na figura 2.1.
Uma familia de wavelets {15 :(x)} é gerada através de escalas e translagoes
da wavelet bésica, (x):

o) = f@b (‘” @t) (2.3)

S

com s > 0ets € R A varidvel s representa a escala (largura) de uma
funcao da base, enquanto ¢ representa a translacao da funcao ao longo do
eixo .

Exemplo 1

Considere a funcao, com grafico apresentado na figura 2.3, que é dada
por:

1, se T € [0, %)
P(r) =¢el, sexe (51 (2.4)
0, sex <OQouz>1



Figura 2.3: Wavelet de Haar

Esta fungao satisfaz a condigao de admissibilidade (equagao 2.1), sendo
possivel mostrar que o conjunto t,, ,, onde:

Umn(u) = 275 (2™ on), m,n € Z, (2.5)

forma uma base ortonormal de L?(R), gerando pois uma base de wavelets.
Para demonstracao deste fato veja [Daubechies, 1992]. Esta é a mais simples
e antiga base de wavelets, tendo sido proposta por Haar, no inicio do século
com o nome de transformada de Haar, e muito utilizada em processamento
de imagens.

Exemplo 2

Considere a distribuicao Gaussiana com média 0 e variancia 1, dada por:

w2

b(u) = e T, (2.6)

—_

e sua segunda derivada dada por:

2

u

5 (2.7)

1 2
ih(u) m(u &le
Esta funcao, conhecida como sombrero, também satisfaz a condicao de
admissibilidade e define uma transformada de wavelets. A figura 2.4 apre-
senta o grafico destas duas fungoes.
O fator de escala ﬁ na equacgao 2.3 assegura que a norma das funcgoes da
base de wavelet sao todas iguais, pois:

(=) - \//Z N = T I Y

assim todas as funcoes da base de wawvelets possuem média zero, como a
wavelet basica.
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Figura 2.4: Grafico da Gaussiana e da wavelet sombrero

A transformada continua de f(x) em relacao a wavelet ¢ (x) é:

Wyls,t) = fotn) = [ f@bude) do 29)

Grossman e Morlet [Grossman and Morlet, 1984] mostraram que a trans-
formada continua inversa de wavelet é dada por:

t@ =g [ minv e (2.10)

2.1.1 Transformada Discreta de Wawvelets

Para implementar a transformada de wavelets é necessario encontrar uma
maneira apropriada de realizar a amostragem dos parametros s e ¢, de modo
a obter um conjunto de wavelets nestes parametros discretos. O problema
central neste desenvolvimento é a discretizagao do dominio tempo-escala onde
a transformada é definida.

Uma caracteristica marcante da transformada de wavelets é sua inva-
riancia quanto a mudancas de escala. Ou seja, se aplicarmos uma mudanca
de escala a uma funcao f e simultaneamente aplicarmos a mesma mudanca
de escala ao espaco em que esta funcao é descrita, nao causaremos nenhuma
mudanca na transformada de wavelet de f (W). Formalmente, se tomarmos

Iso(t) = s;%f (i) entao:
Wi, (508, s0t) = Wy(s,t) (2.11)

A discretizacgao da transformada deve manter esta propriedade. Para
isto, ao passarmos da escala s, = sI* para a escala s, = sy'*", devemos

11



incrementar o tempo por um fator de escala sy. Se escolhermos um intervalo
de tempo ty e tomarmos os intervalos de amostragem no tempo como At =
50't0, geramos um reticulado de amostragem no tempo, representado por:

tmpn =nsg'ty, nE Z, (2.12)
e o reticulado do espaco tempo-escala fica definido por:

A507t0 = {(S(r)n: ns?to); m,n & Z} (2.13)

Figura 2.5: (a) Reticulado tempo-escala (b) Reticulado tempo-frequéncia

Um dos reticulados mais usados é o baseado na particao diddica do es-
paco. Considerando sqg = 2, formamos o reticulado didadico, representado na
figura 2.5a, e expresso por:

Aoy = {(2™,n2™ty); m,n € Z} (2.14)

Considerando que a frequéncia é o inverso da escala, podemos obter o
reticulado de discretizacao no espaco tempo-frequéncia, para uma frequéncia
inicial wy, (figura 2.5 b), por:

Aowote = {(27Mwy, n27™tg); myn € Z} (2.15)

O reticulado gerado no espaco tempo-frequéncia divide este espago em
regioes retangulares de mesma &rea, conforme mostrado na figura 2.5 (b).

12



A discretizagao da transformada de wavelet Wy, . = (f,1.(u)) no espago
tempo-escala é dada por:

Wi = (fs mn(u)) (2.16)
onde
Umn(U) = Y ntosp (u)
_ sy <u <:>nt086”>

m
S0

= so_m/zv,l)(samu <ntp). (2.17)

2.1.2 Nocao Intuitiva

Considere a wawvelet sombrero figura 2.4, dada por :

M

1 9 .
g(r) = —=(@"&=l)e 2 2.18
(#) = (e eh)e 7, (2.18)
Se usarmos esta fun¢ao como wavelet bésica (1)), entdo a func¢ao a ser decom-
posta deve ser expressa como uma combinacao linear de diferentes versoes
escaladas g(x <) e transladadas g(z/s) desta wavelet.
Assim, a wavelet transladada e escalada pode ser escrita como:

bude) =g (2. (2.19)

S

onde s e t representam a escala e translacao da wavelet g.
Para um conjunto de amostras representando uma dada funcao f(x), a
decomposicao de wavelet pode ser escrita como:

f(ib') = chi,jwi,j(l’), (220)

i=0 j=0

que é uma combinacao linear das funcoes 1); j, onde ¢; ; sao os coeficientes de
wavelet, e seus valores representam a contribuicao relativa de uma wavelet
respectiva na decomposicao. Assim, verificamos que uma decomposicao em
wavelet de uma funcao f é uma funcao bidimensional em s e t.

A transformada de wavelet desta funcao discreta pode ser calculada com
o auxilio de uma regra de quadratura de modo, a ser expressa por:

Wyt (1) = 5= 3 F(k)n () (2.21)

13



Para implementar a transformada discreta de wavelet basta escolher a dis-
cretizacao apropriada e aplicar a equacao 2.21. No algoritmo 2.1 utilizamos
uma discretizacao arbitraria.

Algoritmo 2.1
** Implementacdao direta da transformada de wavelets
void WaveTrans1D ( float *data, float wt[][], int n)

{
wt[0][0] = 0.0;
s = al;
for (i=0; i < n; i++) {
sqa = sqrt(s);
t=s%0.99
for (j=0; j < n; j++) {
sum = 0.0;
for (k=0; k < n; k++){
sum += data[k] * mother(s, t, k);
wtfil[j] = sum /sqa;
t *= 1.03; ! particao arbitraria dos tempo
¥
s *= 1.01; ! particao arbitraria dos espaco
}
¥
float mother ( float a, float b, float t )
{
float vy, z;
z = sqrt(a);
if (21=0.0)2=1.0/z
else z = 0.0;

return z*sen(4(t+b)/a)*exp(-(t+b)/a*((t+b)/a));

2.2 Analise de Multiresolucao

Um problema bastante dificil consiste em determinar a wavelet mae ) asso-
ciada a uma determinada funcao escala ¢. Uma solucao para esse problema
pode ser obtida usando andlise de multiresolucao. A analise de multiresolucao
é uma outra forma de introduzir a transformada de wavelets. Formalmen-
te, a Andlise de Multiresolucao esta relacionada a descricao das funcoes f de
L? como um limite de aproximacoes sucessivas, sendo cada aproximacao uma

14



versao suave de f. As aproximacoes sucessivas utilizam diferentes resolucoes,
de onde se origina a denominacao.

Mais precisamente, uma analise de multiresolucao é constituida por um
conjunto de espacos aninhados.

V; C L*(R),me Z
CcVocVicVyCc Vo Vg e (2.22)

tal que,
1. V; C Vi
2. Njez Vi =103
3. Ujezv}‘ = LQGR)
L feV & f2u) C Vi

5. Existe uma funcao ¢ € V4 tal que o conjunto {¢(u <k); k € Z} forma

uma base ortonormal de V. Como consequéncia ¢, = 2_%¢(2_jx &
k),k € Z é base ortonormal de V;.

1, 2 e 3 asseguram que qualquer funcio f € L*(R) pode ser descrita pela
andlise de multiresolucao. 4 assegura que os espacos V,, correspondem a
diferentes escalas, e de 5 vem que os espagos V,, sao invariantes a translacoes
no tempo. Podemos notar que a andlise de multiresolugao aproxima uma
funcdo f por uma funcio f7 em cada subespago V;. Como a unido de todos
os V; é densa em L?*(R), temos que a aproximagdo converge para a fungio
original:

f= lim f7 (2.23)
J—+oo

Na figura 2.6 observamos a funcao f e suas representacoes nos espacos de
escala Vjy e V_; da representacao em multiresolucao de Haar.

A projecao ortogonal de uma fun¢io f € L*(R) em V; é obtida usando
uma operagao de filtragem de f com diferentes nicleos ¢, £ € Z que
definem um filtro passa-baixa. Indicando a frequéncia de corte destes filtros
por «; (figura 2.7), podemos concluir que o espaco V; é constituido por
fungoes cujas frequéncias estao no intervalo [©a;, a;], o > 0.

Uma outra interpretacao da equacao 2.23 pode ser obtida analisando a
figura 2.8. Nesta figura podemos perceber que o espaco V;_; é obtido do
espago V; adicionando todas as fungdes de L?(R) com frequéncias na banda

15
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Figura 2.6: Aproximagoes de uma fungao em duas escalas [Daubechies, 1992].

[0, ;] do espectro. Indicamos este “espago de detalhes” por W;, que é
ortogonal a V}, assim temos:

Vii=V,eWw, (2.24)

Da equacao 2.24, verificamos que para cada j € Z, teremos W; como o
complemento ortogonal e, se fixarmos Jy € Z, para cada j < Jy teremos
(figura 2.8):

Jo—j

Vi =V & @ Wioos (2.25)
k=0

2.2.1 Funcao de Escala e Espacos V;

Se ¢ € V) C V_1, entao existe uma sequéncia {h;} € I*(R) de modo que:

$(x) =2 hpo (2w k), (2.26)

16
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Figura 2.7: Espectros das funcoes de escala.
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Figura 2.8: Bandas de Frequéncia entre V; e V;_; [Gomes and Velho, 1998a].

onde

he = (¢, 6-1p). e Y Ihell> =1 (2.27)

keZ

A equacao 2.26 é denominada equacao de escala dupla ou equacao de refina-
mento, e a colecao de fungoes {¢(x <t)} forma uma base de ortonormal de
Vj.

Assim, a funcao de escala é definida pela equacao de escala dupla e pela
normalizagao ( [Daubechies, 1988] e [Daubechies and Lagarias, 1991]):

/_oo b(@)de = 1 = $(0) = 1 (2.28)

Na maioria dos casos a expressao de ¢ nao esta disponivel, no entanto
existem algoritmos rapidos para avaliar ¢ nos pontos do reticulado didadico
{z = 277k, k € Z}, o algoritmo cascade. Podemos verificar que na maioria
das aplicacoes nao se trabalha com ¢, mas somente com os coeficientes hy,.

Da equacao 2.26 temos que a transformada de Fourier de ¢ satisfaz

d(w) = H(w/2)d(w/2), (2.29)
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onde H é uma funcao 2m-periddica definida por:

H(w) =Y e (2.30)

2.2.2 Funcao de Wavelet e Espago W;

W, é o espaco complementar a V; em relagao a V;_i:
Via=V;eWj, (2.31)

este espaco contém a informagcao de diferenca entre uma aproximacao a escala
j e uma aproximacao a escala j <1. Como consequéncia temos que:

Pw; =L*w), (2.32)

o que mostra que W; nao é dnico. O espago Wy é gerado por uma wavelet
1. Malis precisamente, existe uma wavelet 1) que satisfaz a propriedade de
admissibilidade, e tal que ¢ (z <*k) é base de Wy. Como 1) é um elemento de
V_1, entao existe uma sequéncia g, € [2(Z), tal que

Y(r) =2 gud(2r k) (2.33)
k
Aplicando a transformada de Fourier a equacao 2.33 temos:

~

P(w) = G(w/2)d(w/2), (2.34)

onde G é uma funcao 27 periddica
G(w) =) gre™™", (2.35)
k

donde tiramos que

=0 ou G(0)=0 (2.36)

2.3 A Transformada Rapida de Wawvelets

Mallat [Mallat, 1989] definiu um algoritmo para a transformada discreta de
wavelet que é mais eficiente que o calculo dos produtos internos representados
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na equagao 2.9 para o caso continuo. O algoritmo apresentado pode ser

deduzido através da analise de multiresolucao descrita na secao anterior.
Assumindo que temos uma func¢ao f; que pertence a um dado espago V,

podemos descrever esta funcao, através da analise de multiresolucao, por:

fi = fiti + 011, (2.37)

onde f;i1 e 0j11 sao as projecoes de f nos espagos Vjyi e W;i; respectiva-
mente.
Aplicando 2.37 recursivamente, obtemos:

fi = fix1+0j12+ 041
fi = fiantoun+-+oj0+ Py f (2.38)

A equacao 2.38 descreve a funcao f; através de suas projecoes no espacos
Wig1++-Wign, e de um residuo no espago de escala V;;;. Este processo
recursivo esta ilustrado na figura 2.9.

firw — R R R el TTR f
ra s I i - :

Ojen Dp N | 841

Figura 2.9: Reconstrucao de uma Funcao na Base de Wauvelets.

Posto que W; C V;_; e V; C V;_4, podemos reconstruir a funcao origi-
nal através de suas projecoes. O processo de reconstrucao, apresentado na
figura 2.10, é o reverso do apresentado na figura 2.9.

fiomefpn o g o e T dB
! “-~, b T

E_TI] ug"iﬁ ﬂ'_]-lﬁl'

Figura 2.10: Decomposicao em Wavelets de uma Funcgao.

Como consequéncia da andlise de multiresolugao, temos que os conjuntos
{pjn; n € Z} e {tj,; n € Z}, definidos por:

(N1

(2772 k)

djr(T) ¢
(27 x ok), (2.39)

Yik(z) =

2
2
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formam uma base ortonormal de V; e ;.
Assim, os operadores Py, e Py,, usados para obter f; e o; podem ser
definidos através de produtos internos com os elementos destas bases.

Py, = Z<f,¢jn>¢jn=2nj( / f<x>m) Sin

n

Py, = Y (fithin)tbim = Xn: </f($)W> Pjns

n

onde (f, ¢jn) € (f,1¥jn) sa0 0s coeficientes de escala ¢/ e de detalhes d’. Estes
operadores ficam completamente definidos por:

Py, = ) i (2.40)
Py, = Y dii, (2.41)

O processo recursivo de decomposi¢ao/reconstrugao utiliza somente proje-
coes entre subespacos consecutivos da estrutura de multiresolucao. Assim,
podemos utilizar a rela¢do de escala dupla (equagao 2.26), que relaciona as
funcoes da base de escala e de wavelet, V; e W; no nivel j, com o espago de
escala subsequente no nivel j 1.

$(x) = hed_1x(z) (2.42)
k
v(z) = ngwfl,k(x) (2.43)
k
Substituindo 2.39 em 2.42 temos:
bin(z) = 2736270 k) =277 Y hud_i (22 k)
= 2753 n2YV%02 s 82k on) = Y hudj12u4a(2)

= Y hoskti1a(x), (2.44)
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e similarmente pra v

’g/)jk(l‘) = 27%1&(27]1’4:”{?)
= 272 gup14(22 k)

= 275 212627y o2k o)
= Z 9n¢j—1,2k+n($)
= Z gn—2k¢)j—1,n(1') (245)

Se substituirmos as equacoes 2.42 no produto interno que define ¢/ e d’,
obtemos uma maneira de calcular estes coeficientes a partir das sequéncias

hk € gk.

k= (fidin)

= {fi; D hu-ondjmra)

= Zh:_2k<fj,¢j_1,k> (2.46)
= (fj ¥

= ([5 D> On i 14)

= Zg:_zk<fj,¢j—1,k> (2.47)

Como (f, ¢j_1x) = /71, temos
a = > hpad) (2.48)
di, = En:gnzkc-f;l (2.49)

Como assumimos que a funcao a ser decomposta possui uma escala na-
tural associada a ela, dizemos que a funcao f a ser decomposta pertence
ao espago de escala Vj, sendo descrita pela sequéncia (c?) contendo 27 coe-
ficientes. Em razao da existéncia do fator 2k no indice do filtro, verifica-

mos que apenas os coeficientes pares sao mantidos para o préoximo passo da
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transformacao. Isto pode ser visto na figura 2.11, onde iniciamos com um

vetor com n = 8 = 2% elementos (J = 3), que é decomposto nas sequéncias
1 1 1 J A

(dry2), (dyya)s ==+ (dy jg0)s € (€550), Tesultando em uma sequéncia com o mes-

mo numero de elementos da sequéncia inicial.

nivel vetor original
0 ¢ ¢ ¢ < I ¢ ¢ ¢
h / \gA

1 c/ c| c c d} d) d; d;

" / \gA
2 < < d; d,

N
3 IS d;

vetor transformado
c, d; d, d, d; d} d; d;

Figura 2.11: Exemplo de Aplicacao da FWT

O processo de reconstrucao gera os coeficientes da sequéncia que represen-
ta a fungao na escala desejada, a partir dos coeficientes de wavelet (¢’ e d’).
A reconstrucao exata é possivel em razao da operacao realizada representar
apenas uma transformacao em bases ortogonais.

Podemos verificar que no processo de decomposicao a funcao f; é dividida
em suas componentes, através dos operadores Py, ., e Py, .

fi PVJ‘+1f+PWj+1f

= > A M bian(@) + ) (2.50)
k k

No processo de reconstrugao o objetivo é descobrir os coeficientes ¢! a
partir dos coeficientes ¢/ e d’, conforme mostra a figura 2.12 onde a recons-
~ ~ . 3 ’ . y _
trucdo de uma sequéncia com 2° elementos ¢ realizada. Como ¢, = (f;, ;)
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substituindo 2.50, podemos escrever:

a7 = O dM @) D A ik dio1n)

- i Ci+1<¢j+1,k(x)a ¢j,:> + Z di+1<7/)j+17k7 ¢J}n> (2'51)
k k
nivel
4 % | yetor transformado
2
1
0 [ e P g e @ e e d | yetor original

Figura 2.12: Exemplo de Aplicacao da Inversa WT

Da equacao 2.27 verificamos que:

hn = <¢07 ¢fl,n> (252)
gn = (Y0, P—1,n) (2.53)

Estes resultados levam a férmula de reconstrucao, que gera os coeficientes
¢) a partir das sequencias de decomposi¢ao do passo j + 1.

A=Y hpae™ D gud]
k K

= > [, + gnoad] (2.54)
k

2.4 Tratamento das Condicoes de Contorno

Na prética as fungoes (sinais) possuem duracao finita. Em razao disto apa-
rece o delicado problema dos efeitos de bordo no instante da aplicacao da
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convolucao com os filtros A ou g nos limites do sinal. Alguns coeficientes
destes filtros teriam que ser convoluidos com uma porcao do sinal que nao
existe. As principais maneiras de tratar este problema sao:

e a mais simples, completa a sequéncia que representa a funcao com zeros
(figura 2.13(a));

e possivelmente a mais usada, trata a funcao como periddica, repetindo
o sinal a partir de cada bordo (x(N + i) = (7)) (figura 2.13(b));

e uma outra opcao é através da reflexao do sinal nos bordos. Assim,
(N +i) =x(N<i+1) ex(si) =x(i 1) (figura 2.13(c));

e finalmente, temos a opcgao de utilizar funcoes da base que se adaptem
ao intervalo. Em [Gomes and Velho, 1998a] pode ser encontrada uma
discussao sobre esta possibilidade.

(c)

Figura 2.13: Tratamento do Contorno (a) Extensao com Zeros (b) Periodi-
zagao (c) Reflexao ([Gomes and Velho, 1998a])
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2.5 Implementacao

2.5.1 Transformada Rapida de Wavelet(FWT).

O algoritmo FWT ¢é a implementacao direta do esquema da andlise de mul-
tiresolucao, resultando da aplicacao direta das equagoes 2.48. Para compre-
ender a implementagao deste algoritmo podemos usar a notagao matricial,
de modo que estas equacgoes podem ser descritas como:

(W} = [MI{f}, (2.55)

onde {W} é a transformada de wavelet da funcao {f}, e [M] é o nicleo da
transformacao dado por:

he - hy,
go .« s e gn .« s e .« s e
cor hy hy -+ hy,
= | TR gy
Bisi -+ hp cv+ oo hg e Ry
_gl+1 ... gn ... ... gO ... gi i

Através da equacao 2.55 realizamos um passo da transformacao de wavelet
(um nivel de decomposicao), obtendo a partir de f; os coeficientes de wavelet
{71} e {d’*1}. Podemos entao verificar que a sequéncia {WW} é dada por:

{W}j+1 = {Cé+17 d6+17 C{Jrl: d{+17 e C]]‘\;rla d]]\;rl} (257)
O algoritmo 2.2 apresenta uma implementacao da equacao 2.55

Algoritmo 2.2
ForwardFWT1 (h, g, f, w, nh, ng, nf )
h <> filtro h da transformada de wavelets com nh elementos
g &> filtro g da transformada de wavelets com ng elementos
f<> funcao a ser transformada com nf elementos
{
for (i=0; i < nf;i+=2){

k=1i%*nh/2

wfi] = 0

for (1=0; j < nh; j++){

wfif += h{j] * [[k]
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= (k+1)%nf
¥
1
for (i=1; i <=nf; i+=2 ){
k=(i-1) *ng / 2
wfi] =0
for (7=0; j < ng; j++){
wfi] += g[j] * flk]
= (k+1)%nf
¥
}

return w

Apés a execucao deste codigo serd obtida uma sequéncia representando W
como a apresentada na equacao 2.57, sendo necessario separar as sequéncias
de coeficientes ¢ e d, para gerar a sequéncia:

{W}j+1 = {Cg-i_la C{+17 T CJ].\j_la dg+17 d{+17 T 7dg\}|—1} (258)

Isto pode ser feito movendo os elementos de wli] para wll], com [ igual
al = an + L%J Assim, o cédigo que realiza um nivel de decomposicao da
transformada gerando as sequéncias {c} e {d} separadas, é apresentado no
algoritmo 2.3.

Algoritmo 2.3
ForwardFWT2 (h, g, f, w, nh, ng, nf )
h <> filtro h da transformada de wavelets com nh elementos
g &> filtro g da transformada de wavelets com ng elementos
f<> funcao a ser transformada com nf elementos
{
for (i=0; i < nf; i+=2 X
=i*nh/2
wfi/2] = 0
for (j=0; j < nh; j++) {
wfi/2] += hfj] * f[k]
= (k+1)%nf
¥
ki
for (i=1; i <=nf; i+=2 ) {
k=(i-1) *ng / 2
wfi/2 + nf/2] = 0
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for (1=0; j < ng; j++) {
wli/2 + nf/2] += g[j] * flk]
= (k+1)%nf
}
}

return w

Finalmente, uma outra alteracao deve ser realizada para tratar filtros de
convolucao com origem diferente de 0, ou seja com inicio das sequéncias em
ho e go. O algoritmo 2.4 contem estas alteracoes e gera todos os niveis de
decomposicao da transformada.

Algoritmo 2.4
ForwardFWT (h, g, f, w, nh, ng, h0, g0, L )
h <> filtro h da transformada de wavelets com nh elementos
h0 <> origem do filtro h
g <> filtro g da transformada de wavelets com ng elementos
g0 &> origem do filtro g
f <> funcdao a ser transformada com nf elementos
L& > numero de niveis de decomposicao
{
nf = 2%
for (I1=L-1; 1 <=0; <) {
for (i=0; 1 < 2'; i+=2 ) {
k= ((i* %) + h0)%2'
wf 5] =0
for (j=0; j < nh; j++) {
wf 5] += h{j] * flk]
k= (k+1)%2
}
¥
for (i=1; i <=2'; i+=2 ) {
k =((i xng/2) + g0)%2'

w((i/2) +ng/2] = 0
for (1=0;5 < ng; j++) {
wl(i/2) +ng/2] += g[j] * f[K]
k= (k+1)%2
}
}
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copie w para f

}

return w

2.5.2 A FWT Inversa

A transformada inversa recebe uma sequéncia {IW'} como gerada pelo algo-
ritmo 2.4 e converte em uma representacao no espaco de escalas. O algorit-
mo 2.5 apresenta esta implementacgao:

Algoritmo 2.5
ReverseFWT (h, g, w, nh, ng, h0, g0, nf, L )
h <> filtro h da transformada de wavelets com nh elementos
h0 <> origem do filtro h
g &> filtro g da transformada de wavelets com ng elementos
g0 <> origem do filtro g
f<> funcao a ser transformada com nf elementos
L <> numero de niveis de decomposicao
{
tmp = W !l copia os coeficientes para vetor temporario
for (j=0; j < L; j++) {
fl0---2¢(5 1) =0 !! zera o vetor do sinal reconstruido
for(k=0; k < 2079, k++) {
i = ((k <h0)/2)%2
b= (k <h0)%2
for (1=lb; | <= nh; I+=2) {
flk]+ = hll] = tmpli]
i =CIRC(i &1,27)
}
i = ((k<¢0)/2)%27
Ib = (k<g¢0)%2
for (1=lb; | <=ng; 1+=2) {
FIE]+ = g[l] = tmpli + 27]
i =CIRC(i &1,27)
ki
ki
copia f para tmp

}

retorne f
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2.5.3 Representacao da Funcao de Escala e de Wauvelet

Podemos verificar que para gerar uma transformada discreta de wavelet ne-
cessitamos apenas do filtro passa baixa h. A partir de h podemos gerar a
fungao ¢(x) associada, o filtro de passa banda g e a fungao de wavelet (wavelet
bésica). Assim, seja h uma sequéncia que satisfaga:

S bk =V2Y  hiphgyn =0 (2.59)
k k

Entao, existe uma funcao de escala :

B(t) = (2t &k), (2.60)

que pode ser construida como uma soma ponderada de copias em meia escala,
usando h como os pesos da ponderacao. Ou seja, ¢(t) pode ser calculada
numericamente [Daubechies, 1988] através de repetidas convolugées do filtro
h com versoes escalada da fungao pulso retangular (2.14), algoritmo cascade.
Formalmente temos:

¢(x) = lim 7;(x), (2.61)

T—00

onde

ni(z) = V2 Z h(n)n;_1(2x <n) (2.62)

é uma aproximagcao por partes de ¢(¢), e

(2.63)

=
S
—
8
SN
Il
=
—
8
SN
Il
O = =
8
Il
NI N = N —

Se iniciarmos o processo com a funcao ¢, podemos calcular o filtro A
através de:

h(k) = (d10(t), Poi(t)), (2.64)

onde

bi(t) =2 36(27t k), com j=0,1,-- e k=0,1,---,27 &1  (2.65)
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Figura 2.14: Construcao da Funcao de Escala.

O filtro passa banda ¢ pode ser obtido a partir do filtro A usando a
expressao

g(k) = (81)Fh(ek +1) (2.66)

e, a partir do filtro g obtemos v

(1) = 3 gk)o(2t k) (2.67)

k

A funcao de wavelet ¢ também pode ser obtida através da aplicacao do
algoritmo cascade apresentado para a funcao de escala.

2.6 Bases de Wavelets

Um problema central no desenvolvimento de aplicacoes baseadas em wavelet
é a escolha das fungoes que compoem a base de wavelets, as quais dependem
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essencialmente das propriedades da wavelet mae. Existe uma grande varie-
dade de bases de wavelet, e sua escolha depende dos requisitos da aplicacao.
Nesta secao apresentaremos as propriedades importantes de bases de wavelet
e algumas bases mais conhecidas e utilizadas.

2.6.1 Projeto de Bases de Wavelets

Como a solucao da equagao de refinamento possui muitos graus de liberda-
de, é necessario acrescentar restricoes a esta equacao para obter a base de
wavelets com as caracteristicas(propriedades) necessarias de modo a obter o
comportamento desejado para a aplicacao. As principais propriedades, que
caracterizam o comportamento de uma base de wavelet sao: ortogonalida-
de, suporte compacto, simetria, regularidade, nimero de momentos nulos,
interpolacao, e coeficientes racionais.

A andlise de multiresolucao gera funcgoes de wavelet e de escala ortogonais
ou bi-ortogonais. A caracteristica de ortogonalidade, esta associada a capa-
cidade de reconstrucao perfeita da transformada, resultando em um processo
de decomposicao/reconstrugao numericamente estdvel. Nas wavelet ortogo-
nais o mesmo par de filtros é usado para decomposicao e reconstrucao, o que
evita a perda de informacao, desejavel em algumas aplicagoes. Além disto,
os operadores de projecao nos diferentes espagos V; e W, resultam em apro-
ximagoes 6timas das fungoes de L2(R). A desvantagem das bases ortogonais
reside no fato de somente uma delas (Base de Haar) ser formada por funcoes
simétricas. Em func¢ao disto podemos em algumas aplicagoes substituir a
base ortogonal por uma base biortogonal, que resulta em uma maior liber-
dade para o projeto de bases de wavelet. Uma outra caracteristica das bases
ortogonais é possuir uma ligacao direta entre a norma dos coeficientes e a
norma da funcao transformada em L?, que é dada pela expressao:

1= [> &, (2.68)

A transformada rapida de uma base ortogonal é uma transformagcao unitd-
ria, ou seja, a sua adjunta é igual a transposta. Isto é uma importante pro-
priedade em aplicacoes de andlise numérica, pois significa que o erro presente
no dado inicial nao vai crescer, mantendo o calculo o mais estavel possivel.

A largura do suporte das funcoes ¢ e ¥ é determinada pelo comprimen-
to dos coeficientes das sequéncias (h,) e (g,). A caracteristica de suporte
compacto é basica para efeito de localizacao de frequéncias no sinal. Quanto
menor o suporte das funcoes da base, menor serd o numero de coeficientes
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necssarios para a reconstrugao de uma parcela do sinal (func¢ao). Para wave-
let ortogonais de suporte compacto, os filtros i e g sao filtros de impulso de
resposta finito, o que acelera o algoritmo de construcao da piramide de de-
composicao. Esta caracteristica influi diretamente no esfor¢o computacional
necessario para o cdlculo da transformada, pois se o suporte for muito largo
é grande o niimero de amostras envolvidas na convolucao dos filtros com o
sinal.

O nimero de momentos nulos, definido como o maior inteiro n que anula
as integrais:

(™) = /_00 Y(z)z"de,n=0...p&1, (2.69)

determina a taxa de convergéncia da aproximacao por wavelet de funcoes
regulares. Esta propriedade também caracteriza a regularidade da wavelet,
sendo bastante importante na deteccao de singularidades. Este ntimero de-
termina a razao de convergéncia de aproximacoes por wavelet de funcoes
regulares.

A caracteristica de regularidade das funcoes da base é desejada em aplica-
coes que envolvem o calculo de derivadas e compressao. Esta caracteristica
estd associada a uma melhor localizacao das frequéncias dos filtros usados,
o que resulta em melhores taxas de compressao. Por outro lado, a remocao
de coeficientes abaixo de um certo limite serd menos percebida se forem
usadas wavelet regulares. Em bases nao ortogonais podemos verificar que
esta caracteristica é mais relevante para a base priméria que para a dual.

A simetria é importante em aplicagdes como processamento de imagens e
visao computacional. Esta propriedade pode ser explorada na quantizacao de
imagens para compressao e no processamento dos bordos de sinais de duracao
limitada usando periodizacao por reflexao do dado. Segundo demonstrado
em [Daubechies, 1992], simetria e ortogonalidade sdo caracteristicas incom-
pativeis, exceto para a wavelet de Haar. Como decorréncia da simetria da
funcao da base, verifica-se que os filtros sao simétricos, denominados filtros
de fase linear. Isto garante que nao haverao distorcoes de fase durante a
reconstrucao.

Quando os coeficientes dos filtros sao numeros racionais, a implemen-
tacao computacional se torna mais eficiente e precisa. Melhor ainda se forem
nimeros racionais diadicos, assim podemos substituir a divisao por dois, por
um shift de bits.

Geralmente, a funcao analitica das funcoes de escala e de wavelet nao
estao disponiveis. Mas em certos casos elas podem ser bastante uteis. Um
importante exemplo de base de wavelet com esta caracteristica é a formada
pelas B-splines. A propriedade de interpolacao torna possivel o calculo de
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coeficientes de escala em qualquer posicao do dominio, a partir de amostras da
fungao. Quando a fungao de escala ¢(k) = dy, para k € Z, os coeficientes c,i =
(f,¢;) da projecdo Py; em Vj, sdo os valores da funcao f(27k) , amostrados
em um reticulado com espacamento 277

Como estas diferentes propriedades nao sao inerentes a uma tnica base de
wavelet, algumas sao conflitantes, surgindo entao diferentes bases apropriadas
para cada aplicacdo. Assim, vamos apresentar a seguir as classes de bases de
wavelet mais comuns e suas principais caracteristicas.

2.6.2 Bases Ortogonais

Na maioria das aplicagoes, as bases ortogonais representam a melhor escolha,
embora sejam nao simétricas (exceto a de Haar). A simetria das fun¢oes da
base pode ser reduzida no projeto da base de fungoes. Estas bases resultam
como consequéncia direta da analise de multiresolucao, onde os espacos W;
sao definidos como complemento ortogonal de V; em V;_;. A condicao que
garante a ortogonalidade pode ser expressa por:

(v, 0(&h)) =0, (2.70)
ou seja
Wy L Vo (2.71)

Entre as bases ortogonais mais comuns podemos citar as bases de Haar,
Daubechies, e Coiflet.

Base de Haar

A wavelet mais simples é a de Haar. As funcoes desta base sao definidas por:

1, se T € [0, %]

P(r) = e, sexe i 1] (2.72)
0, sex <OQouz>1
Pou(r) =27 3p(2 u &t),m,n € Z (2.73)

A funcao de escala associada, pode ser representada por:

0,sex<0ouzxz>1
z) =X " 2.74
¢(z) {1, se x € [0, 1] (2.74)
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Tabela 2.1: Filtros da Base de Haar

Podemos verificar que cada fun¢ao 1, () tem seu suporte nos intervalos
fechados I, = [27™n,27™]. Os filtros que definem esta transformada estao
descritos na tabela 2.1.

As funcoes de Haar nao sao continuas, nem regulares, mas representam
as wavelet mais compactas, possuindo boa localizagao no espaco. Adicional-
mente, possuem a vantagem de nao precisar de processamento numérico para
determinar valores arbitrarios das funcoes da base.

Base de Daubechies

Em [Daubechies, 1988], é apresentada uma familia de wavelet, { D} ()}, que
é ortonormal e possui suporte compacto. Para cada valor do inteiro r, o
conjunto de wavelets

(D74 (2)} = {25 D" (2w &k)}, com j k€ 7, (2.75)

forma uma base de wavelets ortonormal. Podemos verificar que D" () é zero
fora do intervalo [0, 2r <1], e os r primeiros momentos se anulam, ou seja:

/ 2"D"(x)dr =0, n=0,1,---,r, (2.76)

o0

também temos que o nimero de derivadas continuas é aproximadamente .

E interessante notar que D' é a wavelet basica de Haar, e a regularida-
de aumenta com o nimero de momentos nulos. As wavelet de Daubechies
possuem o menor suporte para um dado nimero de momentos nulos. Pa-
ra uma descricao dos valores dos filtros de varias wavelets de Daubechies
ver [Sévenier, 1994]. A figura 2.15 mostra as fungoes de escala e wavelets D?
a DT,

2.6.3 Bases Biortogonais

A condicao de ortogonalidade impoem uma, forte restricao para a construcao
de wavelets. Por exemplo, sabe-se que a wavelet de Haar é a unica wawvelet
ortogonal, simétrica e com suporte compacto. A generalizagao para wavelets
biortogonais aumenta a flexibilidade no projeto de bases de wavelets.
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Figura 2.15: Funcoes de escala e de wavelets da familia de Daubechies

A analise de multiresolucao biortogonal emprega operadores de projecao
similares aos apresentados nas equacoes 2.40, sendo expressos por:

Pyf = > (fbjn)Pin

Py, f = > (f,tjn)jn,

n

35

onde os pares de funcoes ¢, 1, e &, @/; sao usados como func¢oes para decom-
posicao e reconstrucao respectivamente, sendo denominadas pares de funcoes
primal e dual.

As funcoes duais de wavelet i e de escala ¢, geram uma andlise dual de




multiresolucao com subespagos f/J e Wj, tal que:

Vi LW;eV; LW, (2.78)
e consequentemente:

W, L W, para j # j' (2.79)

A analise de multiresolucao dual nao necessariamente é a mesma gerada
pela base de funcoes original. De uma maneira mais geral, podemos afirmar
que:

(ji, djr) = 61v, I\l € Z
<'l/)jl7,¢}j’l’> = 5]'—]"76!—[’7 llalajajl €z (280)

As definicoes para 1) e ¢ sao as mesmas usadas para ¢ e 1, ou seja, as
funcoes devem satisfazer:

pla) =2 hpd(2x k)
U(r) =2 Gk (2a k) (2.81)

Assim, das equacoes 2.80 e 2.81 temos que:

By = (d:)(x el), ¢(2z k)
Gr—o1 = (V(z 1), 02z &k)) (2.82)

Um par de fungoes (escala e wavelet) biortogonal é denominado semior-
togonal se geram uma andlise de multiresolu¢ao ortogonal [Chui, 1992]. A
denominacao pré-wavelet também ¢é usada. Posto que os espagos W; sao
mutualmente ortogonais, temos que:

W, L Wy e W; LW para j # j' (2.83)

Consequentemente, W; = Wj, o que implica que V; = Vj. Assim, as
funcoes primal e dual geram a mesma analise de multiresolucao (ortogonal).
Dentre as vantagens das bases de wavelets biortogonais, podemos destacar a
capacidade de projetar uma base de fungoes simétricas.
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Figura 2.16: Funcoes de escala e de wavelets biortogonais.

Base de Splines

A base de splines, proposta por [Chui and Wang, 1991], é uma base biortogo-
nal que possui varias propriedades interessantes como: suavidade e momentos
nulos. Além disto, estao disponiveis as expressoes analiticas para a funcao
de escala e de wavelet e suas duais, tanto no dominio espacial quanto no da
frequéncia. A figura 2.16 apresenta algumas fungoes de escala e de wavelets
Bsplines.
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A funcgao de escala de ordem 0 é dada por:

1, se0<z<1
Oz) =< B 2.84
¢ () {0, de outra forma ( )

Funcoes de escala com suporte compacto de ordem 7 podem ser geradas
recursivamente em termos de B-splines cardinais:

. X
Cjel

V() = ) + 2w ) (2.85)

No dominio da frequéncia as funcoes correspondentes sao descritas por

o 1 <e—i27f J
)= —— 2.86
v = (%) (2.86)
A funcao de wavelet é expressa por:
352
V() =) s 2z k), (2.87)
k=0

com

Gk = (1) > <%¢ZJ(K +1 @l)) (2.88)

2] &1 P

Pode ser verificado que o supp(y?) = [0, 2j<1]. Definigoes para as fungoes
duais podem ser encontradas em [Chui, 1992]

2.7 Transformada de Wavelets 2D e 3D

As transformadas de wavelets 2D e 3D podem ser obtidas por consideracoes
de separabilidade, o que pode ser feito através da aplicacao de um certo
nimero de transformadas unidimensionais. Por exemplo, para uma trans-
formada 2D podemos aplicar a transformada as linhas do sinal 2D, e em
seguida as colunas. Assim, a teoria de andlise de multiresolucao pode ser
facilmente extendida para espacos 2D e 3D. Para uma aproximacgao em mul-
tiresolugao n-dimensional, cada espago de aproximagao V" € L*(R) pode
ser decomposto como um produto tensorial de n espacos unidimensionais
idénticos V; € L*(R) por:

Vi=V;® -0V (2.89)
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2.7.1 Transformada 2D

Para n igual a dois, podemos extender a analise de multiresolucao através
do seguinte teorema:

Se ¢ é a base de V}, entao Vf é construido através do produto tensorial
o(z,y) = ¢(x)p(y). Se ¢(x,y) é a funcao de escala bidimensional de uma
aproximagao em multiresolugdo de L*(R), e ¢(x) é a wavelet unidimensional
associada com a fungao ¢(x), entao os espagos de diferencas bidimensionais
sz sao construidos a partir de 3% (2" <1) wavelet bidimensionais, dadas por:

N (,y) = 4] (2)05,(y)

Nop(x,y) = il{f(w)aﬁin(y)

NZ3 (@, y) = 6] ()9, (), (2.90)
L*(R?) = é w2 (2.91)

Se considerarmos uma imagem n x n, f;(z,y), onde n é uma poténcia
de 2, e j representa a escala da funcao. Podemos representd-la em termos
das wavelet bidimensionais. Em cada estagio da transformacao decompomos
a imagem em quatro subimagens de resolugdo n/2 x n/2 como mostrado
na figura 2.17. Cada uma destas imagens é gerada pelo produto vetorial
da imagem com uma das funcoes da base 2D de wawvelet, seguida de uma
subamostragem em x e y. Para o primeiro passo podemos escrever:

= (f(z,y), ¢z ©2m,y <2n))

fi = (), Ny j(x <2m,y <2n))

o= (), Ny j(x <2m,y <2n))

2= (), Noj(a &2m, y &2n)) (2.92)

Para passos subsequentes, fzoj (x,y) é decomposta da mesma forma para
gerar imagens na escala 2771,
Escrevendo os produtos internos como convolugoes temos:

o= {2y« é(e )] (2m,2n)}
o= {3 (@), Noj(e, <y)] (2m,2n) } (2.93)
fio= {[f20] (z,y), N1 j(&z ] (2m, 2n) }
o= {[f3 (@, y), Noj(&z, <y)] (2m,2n)}
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Figura 2.17: Transformada de Wawvelets Discreta 2D

Como as funcgoes de escala e de wavelet sao separaveis, cada convolucao
bidimensional pode ser quebrada em uma convolucao ao longo das linhas e
outra ao longo das colunas de f, conforme mostrado na figura 2.18.

No primeiro estagio realizamos uma convolucao das linhas da imagem fzoj
com o filtro A e com o filtro g, colocando os coeficientes ¢ e d em suas posicoes
respectivas, de modo a gerar as sequéncias apresentadas na equacao 2.58 para
sinais unidimensionais. Em seguida repetimos o processo para as colunas,
gerando assim as quatro subimagens. Se considerarmos que os filtros h e g sao
filtros ideais passa banda e passa baixa, temos que fOZ_J contém a informacao
de baixa frequéncia da escala anterior, fZ',f7, e fZ contém a informacao
acerca das arestas horizontais, verticais e diagonais respectivamente, estes
filtros sao denominados anisotropicos.

A transformada inversa é realizada por um processo similar. Em cada
passo do algoritmo combinamos as sequéncias de coeficientes das linhas das
imagens dos niveis subjacentes e em seguida realizamos o mesmo para as
colunas (figura 2.19).

2.7.2 Transformada 3D

Podemos extender a andlise de multiresolucao para trés dimensoes. Assim, se
¢ ¢ afuncao da base de V;, entao Vj3 é construido através do produto tensorial
d(x,y,2) = ¢(x)p(y)p(z). Se ¢(x,y,z) é a funcao de escala tridimensional
de uma aproximagao em multiresolucao de L?(R), e ¢ (z) é a wavelet uni-
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Figura 2.18: Passo da transformada de Wavelets Discreta 2D

3 (5, y) —

linhas colunas colunas linhas

h(-x)

—»  A(x)

g(x)

—>  g(x)

g(-x)

—»<{>—>
_+<:>__+

i) —»@—» £2(x,)
—>Q>—>

(%)

£,y

dimensional associada com a funcdo ¢(x), entdo os espagos de diferengas
tridimensionais WJ?’ sao construidos a partir de sete wavelet tridimensionais,

dadas por:

NP3 (. 2) = ] ()03, (y) i (2)
N3 (@y,2) = ¥ (@) v, (y)dh(2)
N2 (@ y, 2) = o] ()6l ()i (2)
N3 @y, 2) = ¥ (2) 8, (1) P (2)
NS @y, 2) = 6 (@)l ()i (2)
N2 (g, 2) = 6] ()], (1) 8 (2)

L*(R?) = éé w?.

j=—o0

(2.94)

(2.95)

O algoritmo tridimensional para decomposicao de um volume segundo
uma base de wavelet é obtido através da aplicacao dos filtros h e g ao longo

dos eixos z, y e x repetidamente, como esquematizado na figura 2.20

O resultado deste processo sao 7 subvolumes de detalhes D;ﬁf f--- DI +f
e um sinal resultante de uma filtragem por um passa baixa A,,f que serd
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colunas linhas

£ (x,¥) —»<>—> ()
£ (x,y) —»<>—> )
SO
£ xy) —-@—» o

linhas

colunas

o

h(-x)

g(x)

—> f;-—l (X! y)

Figura 2.19: Transformada Inversa 2D.

decomposto nos passos posteriores. A piramide resultante da aplicacao deste
processo pode ser vista na figura 2.21.
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Figura 2.20: Esquema de Convolucao para Wavelet 3D

Sk

Figura 2.21: Decomposicao em Wauvelets do Volume
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Capitulo 3

Visualizacao Volumétrica

3.1 Introducao

Podemos conceituar visualizagao volumétrica como o conjunto de técnicas de
visualizacao relacionadas com a representacao, manipulacao e visualizacao de
conjuntos de dados, denominados dados volumétricos. Estes dados podem ser
enquadrados dentro do conceito de objeto grafico [Gomes and Velho, |, sendo
assim denominados objetos volumétricos. Um objeto volumétrico (objeto
grafico 3D) pode ser definido como uma fungiao f : U C R* + R™, onde
U é o suporte geométrico do objeto e f é a funcao de atributos funcao de
densidade). Assim, verificamos que é a funcao de densidade que descreve o
objeto volumétrico.

Baseados nos niveis de abstracao do paradigma dos quatro universos pro-
posto em [Gomes and Velho, |, podemos verificar que o processamento de
objetos gréficos é baseado na descri¢ao, representacao e reconstrucao do ob-
jeto, e nas estruturas de dados utilizadas para sua manipulacao.

Neste trabalho vamos considerar como dados volumétricos os objetos
graficos volumétricos representados no esquema por matriz [Gomes and Velho, 1998b)].
Neste esquema a funcao de densidade é representada por uma matriz onde
cada célula (vozel) contém a informagao de densidade e os outros atributos
do objeto. Assim, podemos dizer que os dados volumétricos aqui tratados,
sao dados escalares ou vetoriais amostrados em uma grade tridimensional
regular

Estes conjuntos de dados tem sido largamente utilizados em muitas apli-
cagoes cientificas e de engenharia, tais como dinamica dos fluidos, ciéncias
dos materiais e em vdrias técnicas de diagnosticos de patologias por imagens.
Também a area de sintese de imagens realistas tem utilizado as técnicas de vi-
sualizacao volumétrica para gerar imagens de fenémenos amorfos, tais como
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chamas, nuvens e gases.

Dentre as técnicas de visualizagao volumétrica existem duas classes bési-
cas: extragao de superficies (surface fitting) e visualizacao direta de volumes.
Estas duas abordagens diferem basicamente pela utilizagao ou nao de repre-
sentacoes intermediarias dos dados volumétricos para a geracao da visuali-
zacao adequada. Nos métodos de extracao de superficie é gerada uma repre-
sentacao por poligonos dos dados volumétricos, a partir da qual é realizada a
visualiza¢ao com os métodos de visualizagao de poligonos. Os métodos de vi-
sualizacao direta de volumes nao representam os objetos 3D como superficies
geométricas e arestas. Os dados volumétricos sao visualizados diretamente,
sendo tratados como um objeto amorfo semitransparente.

A seguir descreveremos as técnicas bdsicas para visualizacao direta de
volumes, e os dois principais algoritmos representantes destas técnicas: ray
casting e splatting.

3.2 Visualizacao Direta de Volumes

Na visualizagao direta de volumes, a imagem é gerada através de um processo
de composicao dos valores dos vozels ao longo da direcao de visualizagao. Este
principio bésico esta ilustrado na figura 3.1, que representa como o valor de
um pizel é obtido através da composicao dos vozels interceptados pelo raio
de visao associado.

L
observador *b*

fonte de luz

lano da imagem e T . .
p 8 \ raio de visdo

Figura 3.1: Principio basico de rendering de volumes

O processo de visualizacao de volumes pode ser definido como a criagao de
uma imagem p(z;, y;) que representa a projecao da funcao f(z;,y;, zx)(fungao
de densidade do objeto volumétrico) segundo uma diregao especificada. Este
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processo, em geral, é realizado através de trés etapas bésicas (diagrama da
figura 3.2):

e (lassificacao
e Calculo da Iluminacao

e Formacao da Imagem

volurae ES AN
cor e opacidade “(X.,}'J,Z,) Ca(x.,JJ,,Z;)
Corﬂmdﬁ C.{Gu}'j!zi) a(xl:}'j:zi)
e opacidade
pixels 7 (x,,y,)

Figura 3.2: Etapas basicas da visualizacao direta de volumes

A primeira etapa é a classificacao dos dados. Esta etapa permite ao
usudario encontrar as estruturas existentes no conjunto de dados, permitindo
isola-las, definir sua forma e extensao. A classificacao envolve o mapeamento
dos valores escalares a serem visualizados, em valores de cor e opacidade
associados. Isto é feito através de funcoes de mapeamento que sao especificas
para cada aplicagao (fungoes de transferéncia).

A opacidade é uma medida da transparéncia de cada vozel, descrevendo
a quantidade de luz incidente no wvozel que é absorvida por ele. Em geral
esta propriedade varia entre 0 e 1, sendo o valor 1 associado a wvozels que
absorvem toda a luz incidente (completamente opacos).

O mapeamento do valor escalar em cor, é feito para gerar uma represen-
tacao visual do material que representa cada vorel. Ja o mapeamento em
valores de opacidade, é usado para possibilitar a exibicao ao observador ape-
nas da parte do volume que lhe interessa, tornando transparentes as porcoes
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que nao precisarem ser visualizadas, e permitindo a visualizacao de estrutu-
ras internas ao volume. Resumindo, a funcao do processo de classificacao é
possibilitar a identificagao do material que compoem cada vozxel.

O calculo da iluminacao é a etapa do processo de visualizacao que tem o
objetivo de descrever a aparéncia dos objetos. Este processo envolve a des-
cricao da interacao dos diferentes tipos de luz, de diferentes fontes luminosas,
em diferentes posicoes, com os materiais dos vozels que compdem o volume.
Esta etapa modifica a cor especificada para cada vozel pelo mapeamento da
funcao de transferéncia, de modo a realcar a percepgao tridimensional na
imagem final. Em geral sao usadas adaptagoes dos modelos de iluminacao
tradicionais da computacao gréfica (e.g. Phong).

A terceira etapa envolve o processo de formacao da imagem com a pro-
jecao de um volume de valores escalares representando a cor de cada vozel, ja
considerando a iluminacao. Nesta etapa verifica-se como cada vozel contribui
para o valor dos pizels . Este processo envolve a utilizacao dos métodos de
reconstrucao volumétrica (interpolacao) e uma modelagem da forma como a
imagem do volume sera formada.

Nas secoes seguintes detalharemos cada uma das etapas deste processo
de visualizacao, usando para isto uma abordagem similar a utilizada pelo
algoritmo ray casting.

3.2.1 Classificacao

O passo de classificacao é a etapa inicial do processo de visualizacao vo-
lumétrica. Isto se da por que a manipulacao do volume de dados é indepen-
dente da técnica que vai ser utilizada para visualizagao, sendo utilizada como
uma etapa de pré-processamento para adequacao do volume de dados. Em
algoritmos de visualizacao direta de volumes, a classificacao é feita através
de um mapeamento dos valores dos wvozels em valores de cor e opacidade.
Esta é uma tarefa sujeita a erros, e exige que o usuario possua um certo co-
nhecimento acerca do que espera encontrar no volume. Em aplicagoes como
imagens médicas, os dados e valores de componentes sao razoavelmente co-
nhecidos, assim este nao é um problema critico. No entanto, para aplicagoes
como interpretacao sismica, esta etapa é critica, pois a priori o analista nao
sabe o que irda encontrar no volume. Uma ferramenta eficiente para o au-
xilio do projeto da funcao de mapeamento é o histograma do volume. O
histograma representa o nimero de vezes que ocorrem vozels de cada um dos
valores possiveis (valores discretos de wvozels). Assim pode-se conhecer um
pouco da estrutura dos dados do volume e decidir os valores que representam
a estrutura que se deseja visualizar.
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3.2.2 Calculo da Iluminacao

O processo de iluminacao é utilizado para melhorar a aparéncia 3D da ima-
gem através da criacao de uma ilusao de profundidade. Esta ilusao de pro-
fundidade é obtida através da variacao da cor dos objetos de acordo com: sua
distancia em relacao ao plano da imagem; material constituinte; e orientacao
com respeito a fonte de luz e ao observador. A forma de efetuar estes calculos
da cor dos objetos é definida de acordo com um modelo, denominado modelo
de iluminagao.

Os modelos de iluminagao para computacao grafica sao divididos em duas
classes: locais e globais. Os modelos globais geram imagens de melhor qua-
lidade, pagando o preco de serem computacionalmente mais caros. Em geral
estes modelos tentam levar em consideracao a luz refratada que é transmiti-
da através dos objetos, e as componentes especular e difusa da luz refletida.
Alguns trabalhos propoem a utilizagao de modelos globais de iluminagao pa-
ra a visualizacao de volumes em aplicagoes como sistemas de visualizacao
cientifica e cenas sintetizadas. No entanto a maioria dos sistemas de visuali-
zacao volumétrica utiliza os métodos de iluminacao local. Os modelos locais
de iluminacao baseiam-se apenas na reflexao da luz na superficie do objeto.
A figura 3.3 apresenta as componentes de iluminagao na interagao da luz com
a superficie do objeto. Nesta figura fica claro que é fundamental a determi-
nacao da orientacao da superficie do objeto a ser visualizado. Estes modelos
somente computam a reflexao difusa e especular da luz emitida pelas fontes
luminosas sobre a superficie do objeto.

|, fonte luminosa A N

VV

/ T N ~ observador

Superficie
do objeto

Legenda

raios langados
T trajetéria fisica dos raios
raio de reflexdo difusa

. raio de reflexdo especular

. raio de luz transmitida
Luz transmitida

vetor normal a superficic

vetor de visada

= vz 4% 0

vetor da fonte luz

Figura 3.3: Relagoes da luz com a superficie do objeto.

Um modelo bastante popular foi proposto por Phong [Phong, 1975]. Nes-
te modelo a reflexao difusa é causada pela absorcao e reirradiacao unifor-
memente distribuida da luz a partir da superficie iluminada. Este efeito é
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modelado pela lei de Lambert, descrita pela equagao:
I =1I7ky(N-L). (3.1)

Nesta equacao I é a intensidade refletida, I; é a luz incidente, k; é o
coeficiente de reflexao difusa caracteristico do material, e NV é o vetor normal
a superficie no ponto em questao. Para situacoes praticas, a fonte de luz é
modelada como um termo constante (luz ambiente) e um termo linear, assim
o modelo pode ser descrito por:

I = Iky + I;kg(NL), (3.2)

onde I, é a intensidade da fonte de luz e k, é a constante de reflexao am-
biental. Se considerarmos ainda a componente especular, temos o modelo de
iluminacao expresso pela equacao:

Ii(ka(N - L) + ky(E - R)")
D+ K ’
onde d ¢é a distancia entre o observador e o objeto, K é uma constante

arbitraria, R é o vetor da fonte de luz, E é o vetor do observador, ks é o
coeficiente de reflexao especular, e n é o expoente de reflexao especular.

I =1k, + (3.3)

N

i,
7 :u»\&‘

=<F
R
#
Cr = Copy * D Co(ky (N = L)+ k(R V)"
luz

Figura 3.4: Modelo de iluminacao de Phong

Definido o modelo de iluminac¢ao podemos utilizar um dos dois algoritmos
de iluminagao: Gourad [Gouraud, 1971] ou [Phong, 1975]. O algoritmo de
Gourad fornece a intensidade de luz no centro de cada wozel do volume,
entao usa este valor para interpolar a iluminacao em pontos intermedidrios.
O algoritmo de Phong, interpola o valor da normal e calcula a iluminagao
em cada ponto intermediario que surja. Estes modelos sao utilizados para
calcular a cor de cada vozel do volume. Isto esta representado na figura 3.4.
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interpolada & # corinterpolada

normal @ cordo voxel
dovoxel R ; #*

Figura 3.5: Algoritmos de iluminacao de Gouraud e Phong

Um ponto central a aplicacao dos algoritmos de iluminagao ¢ a necessidade
de utilizacao da orientacao da superficie. Isto é feito através da estimativa do
vetor normal a superficie no ponto em que sera iluminado. Quando se trata
de visualizagao de volumes nao faz muito sentido falar em superficies. No
entanto considera-se no calculo da iluminacao que o ponto a ser iluminado
pertence a uma isosuperficie existente no volume e que passa pelo vozel. A
figura 3.6 apresenta uma representacao desta questao.

NIV
EoS

M normal ??7?

normal

- N

Figura 3.6: Estimativa da normal para iluminagao

Considere o dado volumétrico, representado por V, um campo escalar
diferenciavel. Entao para V definido numa grade regular, o gradiente pode
ser aproximado através de diferencas finitas por:
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Vo= (V,V,,V,), onde (3.4)
Vo = 5 (Vw2 &V (@,0,2),
Vo = 5 V@02 SV (@52),
Vo = SV @y ma) SV (55 )

Desta forma a determinacao da normal N é feita baseada no valor do
campo escalar que representa o volume, e as componentes desta normal sao:

N, =V(x+1,y,2) &V (rel,y, 2);
Ny, =V(z,y+1,z2) V(z,y <1, 2); (3.5)
N, =V(z,y,z +1) &V(z,y,z 1);

(3.6)

3.2.3 Formacao da Imagem

Esta etapa do processo de visualizagao recebe um volume (vetor 3D) de valo-
res escalares (valores de cor e opacidade em cada ponto), e gera uma imagem
resultante da projecao e acumulagao das contribuicoes dos valores de cada
um dos vozels. Para isto, modela-se este processo como uma aproximacao
do célculo da propagacao de luz através de um meio participativo (volume).
O meio pode ser modelado como um bloco de um gel semi-transparente com
os valores de cor e opacidade representados a partir das amostras do volume
classificado. A luz ao percorrer este meio interage com o gel, podendo ser
absorvida, espalhada ou emitida pelo meio (figura 3.7).

Se considerarmos somente estes processos de interagao luz/meio, podemos
trabalhar com a aproximacao da Otica geométrica. Assim, a interacao da luz
com os elementos de volume pode ser completamente descrita no ambito da
teoria de transporte [Krueger, 1990]. Isto significa que para gerar a imagem
devemos integrar continuamente os efeitos das propriedades 6ticas ao longo
de cada raio de visao. O valor do pizel (i,j) é gerado pela integracao dos
efeitos de interacao da luz com os vozxels ao longo do raio de visao r.

Em geral, assume-se 0 modelo emissao-absor¢ao (density emitter model)
[Sabella, 1988], no qual o volume é assumido como preenchido por particulas
emissoras de luz, controladas por uma funcao de distribuicao de densida-
de. A aproximagao para volumes de baixa reflectancia (low albedo) pode ser
expressa por:
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Figura 3.7: Modelo de iluminagao no vozel

tp ¢
Ii,j = / e ftA 7(s) ds[v(t) dt, (37)
t

A

onde I; ; é a intensidade luminosa do volume transportada na direcao do
raio associado ao pizel (i,j) da imagem; 7(s) é o coeficiente de atenuagao
(oclusdo) por unidade de comprimento ao longo do raio; e I, é a intensidade
luminosa do volume por unidade de comprimento ao longo do raio.

Esta equacao é obtida admitindo as seguintes hipoteses:

e todos os fotons atingindo a imagem foram refletidos apenas uma vez
no objeto visivel;

e nao é considerada a atenuacao da luz pelos vozels que ficam entre a
fonte luminosa e o vozxel a ser iluminado;

e ¢ considerada a absorcao isotropica.

Para distribuicoes arbitrarias de I, e 7, nao existe solugao analitica para
esta integral, o que torna necessario utilizar uma aproximacao numeérica.
Usando uma regra de quadratura para a integral em ¢ (externa) e assumindo
que [y e 7 sao constantes para um certo segmento ¢ de comprimento do raio,
reduzimos a integracao a um somatorio:

n k

-1
Ly=Y IL]]e (3.8)
0

k=0 =
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onde

th+t
Iy = Iy <%> (3.9)

t+1
=T <%> (3.10)

Definindo oy = 1 <€~ como a opacidade da amostra [, e Cy = I, como
a cor da amostra, temos:

L =S (Cy 1(1 sa) (3.11)

7
L

=~
Il
Il

o

O operador over proposto em [Porter and Duff, 1984], expresso por:

over(fg,bg) = arfg+ (1 &ap,)bg, (3.12)

simula a composicao da cor de dois materiais transparentes de cor fg (fren-
te) e bg (fundo). Utilizando este operador, podemos avaliar este somatério
através de operacgoes lineares ao longo do comprimento do raio de visao.

Ii,j = Co+01(1<:>a0)+02(1<:>a0)(1<:>a1)+ . '+Cn_1(1<:>&0) v (1<:>Oén_2)

= C, over C; over Cy over --- over Cp, 1. (3.13)

3.3 Algoritmos

Uma vez obtido o volume classificado e iluminado, o algoritmo fica deter-
minado pelo método utilizado para percorrer o conjunto de dados (structu-
re traversal) e gerar a imagem com a projecao adequada. Existem quatro
abordagens bésicas para o problema de visualizacao direta de volumes: or-
dem da imagem (forward mapping), ordem dos objetos (backward mapping),
métodos baseados em mudanca de base e métodos baseados em transfor-
magoes geométricas do volume. Na primeira abordagem usualmente langa-se
um raio associado a cada pizel da imagem e encontra-se os vozxels intercepta-
dos, os quais contribuem para o valor do pizel (figura 3.8a). Ja a abordagem
baseada na ordem dos objetos, percorre o volume, e para cada vozel encontra
os pizels que sao afetados pela sua contribuicao(figura 3.8b).

O algoritmo de ray casting, representante da primeira classe de algorit-
mos, baseia-se em raios lancados do ponto de vista do observador passando
através de cada pizel da tela e interceptando o volume. Se o raio interceptar o
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Figura 3.8: Algoritmo do espago da imagem e do objeto

volume, o conteido do volume ao longo do raio é amostrado, transformando-
se o valor em cor e opacidade, resultando na contribuicao destes elementos
de volume que serd atribuida ao pizel correspondente.

Técnicas da ordem da imagem, possuem como principal vantagem o fato
de trabalharem apenas com os elementos do volume que contribuem para a
imagem a ser gerada, e a inexisténcia de representacoes intermediarias do
volume. Além disto, algumas otimizacoes podem ser implementadas para
volumes esparsos de modo a tirar proveito da coeréncia espacial. Para isto,
estruturas de dados do tipo octree sao usadas, o que acelera consideravelmen-
te o processo de visualizac¢ao [Fujimoto and Iwata, 1985] e [Levoy, 1990]. Por
outro lado, algoritmos da ordem da imagem acessam os dados do volume de
forma aleatéria, dificultando estratégias de cache de dados, e aumentado o
tempo de laténcia da memoria. Podemos, afirmar que os principais proble-
mas desta classe de algoritmos estao relacionados a utilizacao intensiva de
memoria e ao tempo necessario para gerar a imagem.

O algoritmo splatting, que trabalha na ordem dos objetos, projeta os
vozels no espago da tela ([Westover, 1990]). Este método necessita que os
vozels sejam ordenados do mais distante para o mais préximo (back-to-front)
ou vice-versa (front-to-back). Em geral é sacrificada a qualidade da imagem
para obter um melhor desempenho, gerando assim imagens de pior qualidade
que os métodos do espaco da imagem. No entanto, estes métodos permitem
resolver o problema de laténcia da meméria e a implementacao de estratégias
eficientes de cache, pois processam o volume segundo a ordem de armazena-
mento.

Uma outra classe de algoritmos, mais recente, contém os algoritmos ba-
seados na transformagao do volume para um outro espaco (e.g. freqiiéncias)
a partir de onde é realizada a visualizacao. Estes métodos se baseiam na

54



utilizacao do teorema da projegao-fatia de Fourier [Cartwright, 1990], mo-
dificando consideravelmente o métodos utilizado para percorrrer os dados.
Como representantes desta classe temos as propostas de [Malzbender, 1993]
e [Totsuka and Levoy, 1993]. Também podem ser incluidos nesta classe os
métodos baseados em transformadas de wavelets que percorrem uma estru-
tura hierarquica que representa o volume.

A seguir apresentamos os dois algoritmos basicos para visualizacao direta
de volumes. Inicialmente apresentamos o algoritmo ray casting, que gera ima-
gens de muito boa qualidade, necessitando de um considerdavel esforco de pro-
cessamento, para em seguida discutir o algoritmo splatting [Westover, 1990],
ordem dos objetos, muito utilizado em implementacoes paralelas de visuali-
zacao de volumes.

3.3.1 Ray Casting

O algoritmo ray casting percorre todo os pizels da imagem determinando
a cor e a opacidade de cada um. Para isto, um raio é percorrido partindo
de cada pizel em direcao ao volume. As opacidades e cores encontradas ao
longo do raio sao acumuladas até se determinar a cor e a opacidade final do
pizel . Varias otimizacoes, melhorias e métodos hibridos sao citados na lite-
ratura, principalmente em [Tuy and Tuy, 1984], [Levoy, 1988], [Levoy, 1990],
[Seixas et al., 1994] e [Upson and Keeler, 1988]. Este algoritmo possui alto
custo computacional, mas é facilmente paralelizavel e permite a exibicao de
todo o conjunto de dados. O algoritmo 3.1 apresenta em linhas gerais as
etapas do algoritmo ray casting.

Algoritmo 3.1
para i de 1 a Image Width
para j de 1 a ImageHeight
prevColour = backgroundcolor
para | de 1 a RayLength
//calcula prozima posicao ao longo do raio
rayPoint = TraverseData (i, j, viewDirection)
// acessa os vozels correspondentes para interpolagdo
sample = Interpolate VozelData(rayPoint)
// calcula a cor do vozel
color=Shade(sample, normal, lightSource,...)
// realiza a classifica¢ao
opacity = Classify(sample, normal, transferFunction)
//etapa de composi¢ao
intensity=Composite(color, prevColor, opacity)

%)



plano de
visualizagdo

volume dos
raios

4

slices raio

volume dos

Figura 3.9: Lancamento do raio

A primeira etapa a ser realizada é o lancamento dos raios, para isto po-
demos calcular a intersecao de um raio de visao com o volume de dados e
definir o ponto de entrada (t¢.) e saida (t5). Em seguida a interse¢do pode
ser calculada de maneira incremental. Entao, é realizada uma amostragem
com espacamento unitario dentro do volume, e para cada amostra é aplicado
um filtro de reconstrucao (interpolacao) para determinar o valor do cam-
po escalar do volume no ponto amostrado. Em cada ponto amostrado sao
determinadas as propriedades do material representado (cor e opacidade),
sendo realizado o célculo da iluminagao. A abordagem mais comun para este
processo utiliza uma tabela associando valores escalares do volume a cor e
opacidade (Tabela LUT) e utiliza um modelo local de iluminagao como o de
Phong [Phong, 1975]. Determinados os valores das amostras ao longo do
raio, ¢ realizado o processo de composicao através da aplicagao da equacgao
3.13.

Algumas técnicas de aceleragcao foram propostas, todas tentam aproveitar
o conhecimento explicito sobre os dados volumétricos durante o processo de
integracao.

Levoy [Levoy, 1988], introduziu os conceitos bésicos de aceleracao por
presenca e terminacao precoce do raio (terminagio «), que se tornaram co-
muns nas implementacoes atuais. A aceleracao por presenca detecta espacos
vazios no volume e nao realiza a composicao em trechos do raio que cruzam
essas subregides. A terminagao a mantém um valor da opacidade acumulada
durante o processo de composicao, o qual é parado quando este valor se torna
suficientemente préximo de 1 (totalmente opaco), desprezando as amostras
que se encontram na, parte posterior do raio, as quais nao irao contribuir para
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cor do pizel .

Danskin [Danskin and Hanrahan, 1992] extendeu a idéia de aceleracao
por presenca para aceleracao por homogeneidade, o que permite percorrer
regioes vazias ou homogeéneas do volume mais rapidamente. A terminagao
precoce também foi extendida, para adaptar o passo de amostragem ao longo
do raio & opacidade acumulada (aceleracao 3).

Sakas [Sakas and Gerth, | associou a frequéncia ao longo do raio as me-
nores frequéncias presentes na versao passa-baixa em diferentes niveis da
piramide de multiresolucao do volume. Para acelerar o processo de visuali-
zagao o passo de integracao é adaptado a resolucao das versoes filtradas que
serao percorridas.

3.3.2 Splatting

O algoritmo splatting [Westover, 1990] é inspirado na estrutura do pipeline
de rendering de poligonos, onde cada primitiva passa ao longo dos varios
estagios por vez. Neste algoritmo, cada elemento é mapeado no plano da
imagem, e através de um processo de acumulacao, tem sua contribuicao
adicionada a formacao da imagem. O algoritmo termina quando todas as
primitivas sao mapeadas na imagem.

Podemos definir o algoritmo através da aplicacao de quatro etapas prin-
cipais: transformacao, classificacao/iluminacao, reconstrugao e visibilidade.
O processo de transformacao é composto do mapeamento das coordenadas
(x,y, 2z) do volume em coordenadas de visualizacao (i, j, k). Este mapeamen-
to é realizado através da definicao da matriz de projecao ortografica, sendo
efetuado de maneira mais eficiente através de calculos incrementais.

Apés determinada a matriz de transformacao para incrementos nas trés
direcoes do volume, o algoritmo determina a ordem em que devera percorrer
o volume para manter a ordem de composicao desejada. Os dois primeiros
eixos que serao percorridos primeiro, formam um plano que sera projetado e
onde serao acumuladas as contribuicoes dos vozxels, este plano forma um buffer
denominado sheet. Assim, sao projetados cada um dos vozels do volume, os
quais sao enviados para o processo de classificacao/iluminagao.

Este processo determina a cor e opacidade de acordo com o valor do vozel,
e aplica o modelo de iluminagao apropriado gerando a cor e a opacidade final
de cada vozel.

O passo seguinte, central ao algoritmo, é a reconstrucao. Neste passo o
algoritmo se propoe a reconstruir um sinal continuo, a partir de um volume
discreto, de modo a reamostrar o sinal na resolucao desejada para gerar a
imagem.
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Para isto é criada uma tabela representando a funcao de footprint, a qual
é centralizada na projecao de cada voxel. Em seguida determina-se os pizels
cujos centros estao contidos sob a projecao da tabela. Nestas posigoes pega-
se o valor da tabela e pondera-se os valores do wvozrel, somando-o ao valor
corrente no sheet buffer.

centro dos pixels m
G =
: . centro de projecdo
: do voxel
footprint

Figura 3.10: Utilizacao da tabela de footprint

A forma mais simples de construir a tabela que representa a funcao de
footprint é determinar a extensao da projecao do nicleo do filtro de recons-
trugao (kernel) sobre o plano da imagem, e selecionar uma resolu¢ao maior
que a da imagem para a amostrar a funcao. Em seguida, a integracao do
nicleo de recosntrucao é realizada para cada um dos pontos gerados. Uma
forma diferente de realizar este processo é através da modelagem do resultado
com uma fungao simples (e.g. Gaussiana), que é avaliada para cada ponto
da tabela.

Para construir a tabela, o algoritmo calcula a extensao da projecao do
nticleo de reconstrucao e o mapeamento entre ela e a tabela normalizada
bésica gerada a partir de uma projecao ortografica, sem operacoes de escala,
da esfera unitaria que contém o nicleo.

Para projecao ortografica e grid igualmente espacado nas trés direcgoes,
temos que o ntcleo de reconstrucao é mapeado em uma esfera. O algoritmo
precisa criar uma tabela transformada apenas para levar em consideracao
as escalas uniformes que a transformacao de visualizacao impos aos voxels.
Assim, a extensao da projecao do nucleo é dada nas duas direcoes por: ext =
2 x filterwidth % gridscale x viewscale, e o mapeamento é dado pela razao
entre os raios das duas circunferéncias:
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1
ng = 3.14
mappig gridscale x viewscale ( )

O processo de visibilidade recebe a cor e opacidade do vozel e pondera
estes valores para gerar a contribuicao em todos os pizels que estao sob
a extensao do footprint. Os valores ponderados sao compostos no buffer
de acumulacao, usando o esquema de acumulacao apropriado a ordem de
caminhamento no volume.

Como reconstrucao é um processo aditivo e visibilidade nao, ao finalizar
a projecao de uma fatia do volume sobre o sheet buffer, realiza-se a etapa de
composicao deste buffer com a imagem ja existente no acumulation buffer.
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Capitulo 4

Visualizacao Volumétrica com
Wavelets

4.1 Introducao

A visualizacao volumétrica envolve a manipulacao de grandes quantidades
de dados, o que transforma a eficiéncia dos algoritmos seu objetivo central.
Esta eficiéncia se manifesta em termos de requisitos de memoria e tempo
de execucao. Isto pode ser observado, verificando que o processo de vi-
sualizacao volumétrica estda baseado em uma solucao precisa da equacao de
visualizacao, para o que é necessario a realizacao de um grande nimero de
calculos numéricos, resultando em tempos de processamento que impossibi-
litam a interatividade. Varias técnicas de aceleragao foram propostas para
os métodos existentes, mas o crescente aumento na resolucao dos volumes
impossibilita algumas vezes o seu processamento.

Para melhorar a eficiéncia dos algoritmos de visualizacao volumétrica com
relacao a utilizacao da memoria, tem sido desenvolvidas eficientes técnicas
de compressao, que permitem a visualizacao do volume diretamente a partir
dos dados comprimidos.

A idéia basica destes métodos é permitir a reconstrucao local de pontos no
volume, sem precisar descomprimir todo o volume. Assim, é possivel resolver
a integral de visualizacao sobre o dominio comprimido, e com isto diminuir
os requisitos de memoria necessarios a execucao do algoritmo.

Malzbender [Malzbender, 1993] e Totsuka [Totsuka and Levoy, 1993] de-
senvolveram as primeiras técnicas nesta direcao, baseados na transformada
de Fourier do volume. Muraki [Muraki, 1993] acrescentou a idéia de re-
construcao local do volume a partir de sua descricao hierdrquica e tnica
oferecida pela teoria de wavelets. Esta representacao permite a descricao do
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volume em termos de uma forma bésica (sinal de baixa frequéncia) adicio-
nada de detalhes (alta frequéncia) espacialmente localizados que variam em
sua largura. Explorando as propriedades de localizagao, podemos obter es-
tratégias eficientes para a compressao, modelagem e visualizacao dos dados
volumétricos. Isto é possivel, entre outras razoes, por que a representacao
hierdrquica pemite a exploracao da coeréncia no volume.

Os principais beneficios esperados da utilizacao de estruturas hierarquicas
para a representacao e visualizacao de dados volumétricos sao a reducao da
quantidade de dados envolvidos no processo de visualizacao e uma melhoria
na eficiencia computacional destes algoritmos.

Entre outros aspectos que tornam vantajosa a utilizacao da represen-
tacao em wavelets para os dados volumétricos, podemos citar: o controle
global ou local do nivel de detalhe (LOD) para a visualizacdo e recons-
trugdo do dado(multiresolugao), existéncia de representacoes analiticas e
continuas dos parametros, e métodos de cdlculo progressivos e rapidos para
estes parametros.

A representacado em wavelets fornece basicamente uma organizacao em
arvore (octree) dos coeficientes da transformada, que contém uma versao fil-
trada por passa-baixa dos dados e um conjunto de informacoes de detalhe.
Como grande parte dos coeficientes sao zero ou proximos de zero, podem ser
alcancadas altas taxas de compressao. Além disto ha a possibilidade de utili-
zacao de técnicas de aceleragao aproveitando a esparsidade da representacao.

Neste capitulo apresentamos as principais técnicas propostas para a vi-
sualizacao de volumes que utilizam a representacao do volume na base de
wavelets. Inicialmente apresentamos a técnica de ray casting, e em seguida o
algoritmo de splatting, ambos baseados em representagoes por wavelets dos
dados volumétricos.

4.2 Ray Casting Baseado em Wavelets

O objetivo do algoritmo de visualizacao em multiresolucao é resolver a inte-
gral de visualizacao do volume utilizando uma representacao em multireso-
lugao do campo escalar amostrado (dados volumétricos) ( [Westerman, 1994]
e [Gross et al., 1995]).

O algoritmo de visualizacao baseado em piramides de multiresolucao é
representado por trés passos basicos:

1. representa a funcao volumétrica f, fornecida pelos dados amostrados,
em um novo sistemas de coordenadas (base de wavelets), e comprime
caso seja desejavel;
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2. usa esta representacao como um esquema de interpolacao para aproxi-
mar o valor da funcao f em qualquer ponto x do volume;

3. resolve a integral de visualizacao usando um algoritmo de ray casting .

O primeiro passo, decomposicao do volume na base de wavelets, é em
geral assumido como um passo de pré-processamento, pois assumimos que
o volume a ser visualizado ja esta representado na base de wavelets. Esta
decomposicao pode ser feita, conforme visto no capitulo 2.

O segundo passo consiste na avaliacao da funcao f em um ponto qualquer
do espaco através da utilizacao de sua decomposicao em wavelets. Iniciando
no nivel mais refinado de resolugao podemos calcular a contribuicao de todos
os coeficientes de wavelets diferentes de zero e adiciona-los a contribuicao
decorrente da funcao de escala. Neste [oop verificamos qual o nivel de re-
solucao mais refinado cujos coeficientes de wavelet nao contribuem para a
reconstrucao de f. Se um nivel j > 1 (j = 1 sendo o nivel mais refinado de
resolucao) é encontrado, entao podemos incrementar o passo de integragao
por um fator de 2/~!, adaptando assim o passo de integracio & informacio
contida nos coeficientes de wawvelet . O ponto central do algoritmo é como
percorrer a piramide de multiresolucao e coletar os coeficientes relevantes.
No pior caso, quando todos os coeficientes de wavelet sao diferentes de zero,
em torno de uma centena de multiplicagoes com ponto flutuante é realizada
para interpolacao de um ponto ao longo do raio.

O tltimo passo do algoritmo consiste na avaliacao da integral de visuali-
zacao, que pode ser realizada por um esquema de ray casting . Quase todas
as aceleracoes implementadas para o ray casting podem ser utilizadas, tais
como aceleracao (3, corte de frequéncia, terminagao precoce do raio. O unico
aspecto novo, é o ajuste do tamanho do passo de integracao baseado nas
informacoes dos coeficientes de wavelets.

Existem duas maneiras basica de trabalhar com estes algoritmos. Na
primeira (Transformada RGBA), assume-se que a funcdo f do volume Iy
e a atenuagao a sao fornecidos de maneira independente. Esta abordagem
é baseada na geracao da decomposicao do volume de intensidade luminosa
e de opacidade (até 4 volume transformados), os quais sdo modificados a
cada alteracao da funcao de transferéncia. Esta abordagem é proposta por
[Gross et al., 1995] e estd representada na figura 4.1

A outra abordagem (Transformada da Densidade) [Westerman, 1994]
trabalha somente com a transformacao do conjunto de dados inicial, obtendo
a cor e opacidade através de tabelas LUT (lookup table), que mapeiam os
valores da funcao f em cor e opacidade. Nas se¢oes seguintes apresentaremos
estas duas abordagens.
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Figura 4.1: Decomposicao do volume inicial em 4 canais

4.3 Transformada RGBA

Este método de visualizacao de volumes baseado em wavelets considera que
para um volume discreto amostrado em um grid 3D igualmente espagado, te-
mos: as amostras de cor do volume ¢y, e as amostras de opacidade Conopar
Seja 1, a wavelet basica na escala m e ¢, a funcao de escala associada.
Assim, pela andlise de multiresolucao podemos construir uma aproximacao
continua das amostras através da utilizacao das funcoes de escala na reso-

lugao m = my, e geramos os volumes de cor e opacidade por:

x Yz Z Cmopar qur(x Y, = )

pareZ
QRGB T, Y, % Z C%ﬁ)%gr mopqr(x Y, 2), (4.1)
pareZ
onde
mopar (T2 Y5 2) = G (2) Smg (y) $rar (2) (4.2)
e
Gmn = 272 H(2 ™x n) (4.3)
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Se for utilizada a base de splines ([Chui, 1992]), podemos verificar que
estas equacoes correspondem a uma aproximacao do volume de dados por
B-splines.

Assumimos que existe uma transformada de wavelets 3D, como em [Muraki, 1993]
e [Gross et al., 1995], que decompdem separadamente cada componente RGB
e a de acordo com a figura 4.1

Os coeficientes resultantes representam as coordenadas das funcoes de-
compostas no espaco de wavelets(Wf) e de escala(‘/}?’). Como consequéncia,
temos uma aproximacao hierarquica das amostras iniciais. Esta expansao
em multiresolucao ¢ dada por:

atype 3,type
= 3 S S B S b

m=myg type=1 pqrez pqrez
1rGB,tYPE, ) 3,type | JRGB
mnd= 3 Y S a0
m=myg type=1pqreZ pqrezZ

Baseado na expansao das equagoes 4.4 podemos calcular o gradiente de
opacidade Va, fundamental para os modelos locais de iluminacao. A normal
n(z(t),y(t), 2(t)) definida para uma posigdo espacial qualquer ao longo de
um raio de visao é dada por:

Va(t
n(t) = 7( )
| Va(t) |

Como « é definido por uma combinacao linear de funcoes de wavelet e
escala, temos:

3043(33(15),@/(75), a,t e 3.type
o -2 Z Z D

m=mo+1 type=1p,q,reZ

0 a
+% Z CMpqr¢?V[pqr (46)

pqrez

(4.5)

380‘ e 3% Em razao da

natureza tensorial das funcoes da base ¢ e 13, as expressoes 4.6 podem ser
calculadas analiticamente. Temos que a funcao de escala satisfaz:

ad)amqur _ (d¢mp( )¢mq( )b (2)) (4.7)

e expressoes semelhantes podem ser derivadas para as wavelets. Se as funcoes
da base possuirem forma analitica (caso das Bsplines), a normal pode ser
calculada analiticamente.

Expressoes semelhantes podem ser obtidas para
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Escrevendo a equacao de visualizacao (equagao 3.7) como uma férmula
de recorréncia temos:

ti 4
Lgltat) = Teat) + [ Ie(0eFior % (48)
t

i—1

Esta relacao resulta em uma discretizacao do parametro ao longo do raio
t. Baseados na aproximacao de o e g (4.4) devemos encontrar um método
de quadratura para resolver a equagao 4.8 numericamente.

O ponto central do algoritmo é a reconstrucao local. Neste passo, os
termos da iluminacao e opacidade do volume sao compostos, a partir dos
coeficientes de wavelet . Em razao do suporte compacto das funcoes da base,
é necessario apenas utilizar um limitado nimero de wauvelets para avaliar as
fungoes o e ¢ em qualquer posicao espacial. Assim o problema central se
torna como encontrar eficientemente as fungoes da base que sao relevantes
para o ponto a ser reconstruido.

Para isto, podemos definir relevancia como o conjunto de todas as funcgoes
da base que nao se anulam, e.g.

rel(f,t) ={(m,p,q,r) € Z" | (2(t), y(t), 2(1)) € supp(fope)} ~ (4.9)

Uma técnica rapida e precisa para detectar este conjunto é essencial para
restringir as somas nas equacoes 4.4. Em 1D definimos o suporte de uma
funcao de wavelet 1) ou de escala ¢ como:

[lg: 9] = supp(9) (4.10)

[y, ] = supp(¥) (4.11)

Esta expressao generalizada para uma escala m e uma translacao p pode
ser escrita como:

supp(fmp) = [(Ly +0)2™, (rp +p)2™]; f € o, p,mn € Z (4.12)

Assim, para cada resolugao m e uma dada posi¢ao (r,y,z) € R* os
parametros p, ¢, e r devem satisfazer:

LQ—m erp] <p< (Q—m ly] (4.13)
LQ% erp] <q< (2% S (4.14)
o ©77] <7 < o] (4.15)



4.3.1 Estrutura de Dados e Implementacao

Em razao da miiltipla sobreposicao das regioes de suporte das funcoes de
wavelet e de escala, é necessario um esquema sofisticado para gerenciar os
dados, de modo a garantir um desempenho eficiente.

A implementagao proposta em [Gross et al., 1995] utiliza uma estrutura
baseada em uma lista de dois niveis para cada raio. Esta lista contém as
funcoes da base que contribuem para a reconstrucao dos valores ao longo do
raio.

O primeiro nivel da lista é organizado de acordo com os diferentes niveis
de decomposicao. No segundo nivel sao mantidos todos os coeficientes RGBa
nao nulos cujo parametro de saida t,4 é maior que o atual parametro t do
raio. Estes coeficientes sao ordenados em relacao a t 4, conforme ilustrado na
figura 4.2.

¥
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4 coellicienis:
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defimitions of wavelets o
P, e
lixeal ~frr] i wf--- funetions Mpar *I'J':I"IM i~ Moge
- [
e LR e [T o T i Teuving prameier
—-E .- Poiniter 1o frst list 14
—E --- elernenl T Poiner Lo pext elemenl ——a
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Figura 4.2: Estrutura dos coeficientes de wavelet relevantes para um raio

Uma vez que o parametro de integragao t excede o parametro de saida t 4
de um elemento da lista ele é removido. Novos elementos sao adicionados se
t entra na regiao de suporte de uma nova wavelet .

Para uma wavelet de um tipo especifico e um passo de iteracao m, as
regioes de suporte nao diferem em tamanho e sao alinhadas com os eixos
principais do sistema de coordenadas. Ou seja, todos os parametros de inter-
secao podem ser derivados de um calculo inicial usando as arestas da funcao
base fmo00-

Seja um raio de visao definido por sua origem r; e pela direcao de visua-
lizacao r4;,. Os parametros de intersecao do raio com as trés leaving edges

66



sao obtidos por clipping paramétrico:

B se 1y > 0
tleaving,i =3\« Se Tdiry = 0 (416)
a;—r;
Tt se Tair; < 0
b,_a.
T se Ty 7 0
dt; = § "4 (4.17)
0 S€ T'dirs = 0

,onde a e b determinam a caixa de fronteira (bounding boz) da funcao da base
ei€{z,y,z}.

Cada funcao da base, transladada a partir da funcao base por p, ¢, r
fornece os seguintes parametros de intersecao:

ly = tleaving,:v + pdtxty = tleaving,y + pdtytz = tleaving,z + pdtz (418)

, e 0ty édado por: t4 = minimo(t,,t,,t,). Estes cdlculos estao ilustrados
na figura 4.3 para um caso bidimensional.

A y rayipitiai
' : t =7 !
— = — = 1 TaY jirection' = 1
o I ay givectio Vb.b
FaY direction.y I ‘f”(_l”_[i_” ________ ._( £ _\) =
1
L | support region of !
| i 1
' Jmooo |
| |
[ [ !
Ay = FAY direction,y | | 1
| | |
| | |
N A __
[ [ !
[ [ !
| | Teaving.x
| |
L 1 !
|—)-| b\ - FAY direction, x :
e 1
! e
A direction,x f o

Figura 4.3: Calculo do parametro ¢4 para uma funcao da base
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4.4 Transformada da Densidade

O algoritmo proposto por Westermann [Westerman, 1994], assume que é
possivel reconstruir pontos arbitrarios entre amostras discretas do volume, o
que permite a utilizacao de uma descricao continua em todo o intervalo em
que as amostras estao definidas.

Considerando que a hierarquia de multiresolucao é definida do nivel 0 ao
nivel &N, entao, um ponto = pode ser reconstruido a partir dos coeficientes
de wawvelet ng,i de cada nivel [ e da informacdo de escala p, ", por:

F) =D NG @)+ pp Ve (@) (4.19)

m=01=—N ijk ijk

Na implementacao, estes coeficientes devem ser inspecionados para veri-
ficar se contribuem para o ponto a ser reconstruido. Estes coeficientes sao
encontrados através de uma busca por fungoes da base que se sobrepoem ao
ponto que serd reconstruido. No final, as contribuicoes de todos os espacos
de diferenca e a informacao de escala final devem ser somados como mostra
o algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1
float volume::pyramide_3D () // volume transformado
Sample X // ponto a ser reconstruido
int  depth = &N
float volume::reconstruct (Sample X, int* depth )
{
float val =0
level =0 ;
while(level >= <N ) // passos nos niveis de resolugao

{

for ( each wavelet wlevelijk)

{
val+ = volume.coeffilje,’;el ‘eveljr(z)
xdepth = max(level, xdepth)

}

level = level <1

}
// adiciona a informacdo final
]{”07' (each funcdo de escala ¢Z’]g )

val+ = volume.coeffO’Nqﬁi’jch(x)

68



}

retorne val

}

Ja que é possivel reconstruir pontos arbitrarios dentro do volume, pode-
mos resolver a integral de visualizagao diretamente sobre a aproximac¢ao em
multiresolucao. Na discussao a seguir vamos ignorar a influéncia da funcao
de escala.

Representando o volume de dados discretos f(z) em termos das fungoes
da base de wavelets e movendo o somatorio para fora, temos a seguinte apro-
ximagao da integral de visualizagao:

6 0 t
I~ 3 ) g /t; N, (4.20)

m=01=—N ijk

onde a atenuacgao ao longo do raio foi desprezada. Em cada amostra ao longo
do raio devemos reconstruir o valor do campo escalar do volume, e as cores
e opacidades correspondentes sao determinadas pela LUT.

A equacao 4.20 é repetida para cada canal RGBA da descricao do volume.
Esta expressao afirma que a precisao do processo de integracao é definida
pelas escalas das fungoes da base envolvidas. O algoritmo 4.2 apresenta o
nicleo de uma implementacao de ray casting em um volume representado
por multiresolucao.

Algoritmo 4.2
Sample X
float lenght = volume::intersect(ray, €X)
int  step=1
rgba ray:mr_trace (Volume volume, float lenght, Sample X)
{
rgba s, ¢(0,0,0,0)
float val
int depth
while(lenght > 0 )
{
val = volume::reconstruct(X, édepth)
s = map (val)
¢ = over (c,s)
lenght -= step
x += step.ray.dir
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return c

}

Uma das principais vantagens da projecao de wavelets advém da proprie-
dade de momentos nulos das funcoes da base. Em regioes onde os dados
sao homogéneos um grande nimero de coeficientes terd valor préximo a ze-
ro. Em razao disto podem ser desprezados sem afetar a qualidade visual da
imagem. E a avaliacao da integral de visualizagao sobre projecoes esparsas
em diferentes espacos possui algumas propiedades interessantes:

1. Compressao: como é possivel reconstruir pontos arbitrarios, nao ha a
necessidade de reconstrucao total do volume para gerar a visualizagao.
Consequentemente o volume pode ser reconstruido localmente ao longo
dos raios de visao, e somente estes coeficientes devem ser levados em
consideragao.

2. Aceleracao: quanto menor o nimero de coeficientes que contribuem
para a soma da equacao 4.20, menor o nimero de operacoes de multi-
plicacao que serao efetuadas.

3. Previsao: em razao da integral da equacao 4.20 ser realizada ao longo
das funcoes da base, podemos prever a coeréncia espacial do volume ao
longo de um raio.

4.4.1 Aceleracoes

Este algoritmo permite a implementagao de varias técnicas comuns de ace-
leracao no algoritmo de ray casting .

A aceleracao  pode ser realizada, baseada na deteccao de regioes ho-
mogeéneas ou vazias no volume, o que pode ser feito de maneira implicita na
estrutura de multiresolucao. Posto que regioes suficientemente homogéneas
sao representadas nas resolucoes menos refinadas, somente funcoes da base
até esta escala sao envolvidas no processo de reconstrucao. Assim, a homo-
geneidade da funcao pode ser estimada a partir do nivel de resolucao mais
refinado que contribui para os valores reconstruidos.

Iniciando no nivel de resolucao mais refinado da hierarquia de multireso-
lugao, podemos adaptar o passo integracao em cada nivel subsequente para
adapta-lo a escala das fungoes da base associadas. Da relacao de escala dupla
podemos verificar que o passo de integracao dobra a cada nivel de resolucao
que descemos. No entanto, em regioes onde o passo de integracao é maior
que a unidade, deve ser tomado cuidado na aplicacao do operador over, pois
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a opacidade do volume é expressa por unidade de comprimento ao longo do
raio.

Observando a funcao reconstruct no algoritmo 4.2, que sempre retorna a
escala mais refinada que contribui para o valor a ser reconstruido, podemos
adaptar o passo de integracao a medida que o caminhamento ao longo do
raio é realizado. O passo de integracao é inversamente proporcional a esca-
la, devendo ser restaurado em regidoes menos homogéneas. O algoritmo 4.3
apresenta a implementacao com esta aceleracao.

Algoritmo 4.3
Sample X
float lenght = volume:intersect(ray, X)
it step =1
rgba ray:mrtrace(Volume volume, float lenght, Sample X)
{
rgba s, ¢(0,0,0,0)
int depth, level= 0
float val
while(length > 0)
{
val = volume:reconstruct(X, depth)
s = map(val)
c = over(c,s)[l << (Elevel)]
level = depth > level?depth : level
step =1 << (Elevel)
X+= step * ray.dir
lenght -= step
level -=1

}

return c

}

Outra possibilidade de aceleracao pode ser implementada observando que
o efeito de erros de integracao em regioes opacas sao de pouca relevancia.
Assim, o erro decorrente da eliminacao de coeficientes de wavelets pode ser
relacionado a opacidade acumulada ao longo do raio. Esta idéia esta apre-
sentada no algoritmo 4.4.

Algoritmo 4.4
float Ae !l erro adicional
int  depth =0
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Sample X !I ponto amostrado
float volume:reconstruct(Sample X, float de, int depth)
{
float val, error=0.0
int level = 0
while(level >= <N ) {
foreach (wavelet Ylevelyr) {
tmp=volume.coef fis iy (X)
if (Ylevel;jp(X) # 0 and (error +tmp < de ) {
error += tmp
} else {
depth = mazx(level, depth)
val += tmp
}
¥
level -= 1
1
for each ( funcao de escala ) {
val+ = volume.coef fi N o7 (X)
}

ijk
return val

4.4.2 Estruturas de Dados

Westermann propos duas formas para armazenar e manusear os dados de
maneira eficiente. A primeira organiza os coeficientes da transformada em
uma octree, com o custo de gastar algumas posicoes de memoria para arma-
zenar os ponteiros da estrutura. A outra opcao utiliza um vetor de bytes
para esta representacao.

A Estrutura em Arvore

A decomposicao do volume através de convolugoes ao longo dos eixos x, y e z,
leva naturalmente a uma octree como estrutura apropriada para armazenar
os coeficientes resultantes. Se o algoritmo inicia na resolucao 2° e processa
até a resolucao 2%, entdo uma arvore de profundidade N <1 é construida.
Na raiz da arvore a informagcao associado ao espaco de escala py e os sete

. 0,0 6,0 .~ .
coeficientes de wavelet @ik 4 S0 armazenados. Em cada nivel J de
O E) W

. (. . 0,J 6,J
um até N <2, cada né é composto por 7 coeficientes de wavelets g; Tk Gk
e no maximo 8 ponteiros para os nés do proximo nivel. No nivel final, N <1,
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as folhas sao construidas sem links adicionais para outros nos, possuindo
somente os 7 coeficientes de wavelet (figura 4.4). Além destes coeficientes, em
cada nivel armazena-se uma mascara de 8 bits para identificar os coeficientes
armazenados.

LEVEL RESOLUTION

coctficients[(...6] 0 2

coefficients|()...6] | 4

2 8

| 3 16

2

O coefficients[0...6] N-1

Figura 4.4: Representagao em arvore da estrutura de multiresolucao do vo-
lume.

A vantagem desta estrutura aparece quando coeficientes de wavelets sao
descartados em niveis de maior resolucao. Devido a representacao esparsa,
ramos completos da arvore serao vazios e poderao ser removidos. Isto minimi-
za a quantidade de memoria necessaria e acelera o algoritmo de visualizac¢ao.
Além do que, a estrutura de subdivisao permite encontrar facilmente os nos
que precisam ser inspecionados.

Estrutura em Vetor

Para evitar a utilizacao de ponteiros e diminuir a quantidade de memoria
necessaria, podemos armazenar os coeficientes em uma octree sem ponteiros.
Esta abordagem nao permite a economia de memoria quando um conjunto
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de coeficientes for descartado. A estrutura proposta é um vetor de bytes com
coeficientes nulos codificados via run-lenght. Para cada nivel da estrutura de
multiescala um vetor é construido. Assim, coeficientes de uma certa escala J
sao diretamente acessados. Todos os conjuntos de 7 coeficientes qu, ]Jk .- -qg ]Jk
sao armazenados na ordem x, y, z com uma mascara de guia, que define
quais sao os coeficientes presentes. A principal desvantagem desta estrutura
é o tempo de busca para coeficientes arbitrarios, necessitando percorrer a
estrutura varias vezes para reconstruir um ponto.

4.5 Splatting em Multiresolucgao

Um outro algoritmo para visualizacao de volumes baseados em multireso-
lugao, foi proposto por [Gross et al., 1997]. Este algoritmo usa a técnica de
splatting proposta por [Westover, 1990].

O algoritmo proposto, se baseia na idéia de que em muitas aplicacoes, e.g.
imagens médicas, imagens como as produzidas por exames de raios X sao
satisfatorias. Estas imagens podem ser obtidas através de uma simplificacao
da integral de visualizacao que pode ser expressa por:

L) = [ ataltmv)lton ) stmmde, (121)
introduzindo a aproximacgao do volume por wavelets temos:
Lrgy(p,v) = C?\}Z’Zq,«/ g P (w(t, p,v), y(t ), 2(t, g, v))dE +
pqr
(4.22)

M 7
rab,tYpe ,
Z Z Zd%z?]l;qryp / ¢3t5]§1; t m, v )7y(t7:u’7 l/),Z(t,/,L, V))dt

m=mo+1 type=1 pqr

Esta equacao pode ser interpretada como uma acumulacao ponderada de
integrais do tipo f ®3 pqrdt representando as fungoes de escala e para as wa-
velets: [ ¢2ltggfdt Estas integrais podem ser compreendidas como splats
das amostras, em termos de texturas RG'Ba ponderadas pelos coeficientes
da transformada associados. A similaridade das funcoes da base permitem
que as calculemos uma vez para cada uma das 8 funcoes prototipos ¢?\/1,000

rros- Todas as outras texturas podem ser derivadas destas através de
escalas e translagoes no plano da imagem. Este método transforma a visua-
lizacao de volumes em um processo de acumulacao de versoes transladadas e
escaladas das texturas RGB.

O calculo das integrais de linha podem ser realizados através da aplicacao

do teorema da Projegao-fatia de Fourier [Cartwright, 1990]. Este teorema
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afirma que a transformada de Fourier de um conjunto de integrais de linha
de uma fungao f(z,y,z) podem ser obtidas através de uma fatia da trans-
formada de Fourier F'(w, wy, w3), em um plano perpendicular as linhas de
integracao e que passa pela origem.

Como algumas wavelets, e.g. Bspline, possuem uma forma fechada para
sua transformada de Fourier, a aplicacao do teorema pode permitir o calculo
direto dos splats. A figura 4.5 apresenta a aplicacao deste teorema para uma
wavelet de Shannon.

B slicing plane

) D(u, v) J. Olx(u, v, 1), y(u, vor), z(W, v, 0)de
P o, e
; \ v V
Lil] 0, 0y, 0y \
0, : !
| | u l"l
~a
n/ R [of
o
(oH frequency domain spatial domain

Figura 4.5: Aplicacao do Teorema da Projecao de Fourier

Uma vez determinada a tabela de footprint através de uma amostragem
apropriada dos splats, o algoritmo se processa como proposto por Westover
([Westover, 1990]), usando os coeficientes da transformada como fatores de
ponderacao.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho foram apresentados alguns métodos para a aproximacao da
equacao de visualizagao de volumes, tirando partido da representacao hierar-
quica e esparsa fornecida pela transformada de wavelets do dado volumétrico.

Esta abordagem pode ser considerada como a principal abordagem uti-
lizada pelos métodos de visualizagao volumétrica baseados no dominio da
compressao. Isto por que permite a utilizacao das ténicas basicas de acele-
racao dos algoritmos de visualizagao volumétrica, além de possibilitar uma
facil implementacao de técnicas de extracao de caracteristicas do volume
(segmentacao).

Os resultados experimentais apresentados na literatura ( [Lippert, 1998]
e [Westerman, 1994]) demonstram que os conjuntos de dados volumétricos
podem ser visualizados com um tempo de processamento aceitavel, com a uti-
lizacao de apenas um pequeno subconjunto dos dados originais, preservando
a informacao de alta frequéncia.

Nas implementagoes apresentadas do algoritmo de ray casting, podemos
observar que ha um aproveitamento da representacao esparsa do volume no
dominio de wavelets, que resulta do potencial de compressao das funcoes da
base. No entanto, o tempo de processamento é fortemente dependente do
suporte das funcoes da base utilizada. Quanto maior o nimero de momentos
nulos da wavelet mae, mais esparsa é a representacao e consequentemente
mais trabalho é dispendido durante a integracao.

No algoritmo proposto por [Lippert, 1998], a utilizacao da base de B-
Splines permite uma reconstrucao precisa dos dados e principalmente, uma
estimativa do gradiente, essencial para o calculo da iluminacao. Estes métodos
permitem também o controle do erro de reconstrucao localmente, fornecendo
ao usuario uma maneira de controlar a precisao da imagem e decidir acer-
ca da qualidade da imagem e do tempo de processamento necessario para
gera-la com a precisao desejada.
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O algoritmo de splatting baseado em wavelet , se beneficia da combinacao
da representacao de wavelets com a utilizacao do teorema da projecao-fatia
de Fourier. Através da utilizacao deste teorema sao calculados os footprints
das wavelets de maneira rapida e precisa.

As principais desvantagens destes métodos estao relacionadas a eficiéncia.
Somente para representacoes muito esparsas temos tempo de processamento
proximo dos obtidos pelos métodos tradicionais. Se o suporte das funcoes
da base de wavelet crescem, entao os tempos aumentam consideravelmente.
Isto limita a utilizacao de wawvelets com grande nimero de momentos nulos
e consequentemente limita a capacidade de compressao da transformada.

Como em quase todas as aplicacoes de wavelet , o problema central é a es-
colha de uma base de funcoes que trate esta questao da maneira mais proxima
da étima, possibilitando altas taxas de compressao e tempos aceitaveis de
processamento.

Como problemas ainda em aberto, podemos citar:

1. nao existéncia de uma funcao suave com suporte pequeno e compacto;

2. estudo da transformada de wavelet em dados espalhados (scattered da-
ta), o que pode permitir o desenvolvimento de estratégias hierarquicas
eficientes para a visualizacao de volumes;

3. o desenvolvimento de uma estratégia combinada (ordem da imagem-—
ordem dos objetos) para a visualizagao;

4. desenvolvimento de estruturas de dados eficientes e flexiveis para o
algoritmo de visualizagao.

77



Bibliografia

[Cartwright, 1990] Cartwright, M. (1990). Fourier Methods for Mathemati-
cians Scietists and Engineers. Ellis Horwood, New York.

[Castleman, 1996] Castleman, K. (1996). Digital Image Processing. Prentice
Hall, New Jersey.

[Chui, 1992] Chui, C. K. (1992). An Introduction to Wavelets. Academic
Press, San Diego.

[Chui and Wang, 1991] Chui, C. K. and Wang, J. Z. (1991). A cardinal
spline approach to wavelets. Proceedings of the American Mathemathics
Society, (113):785-793.

[Cignoni and Scopigno, 1995] Cignoni, P., M. C. P. E. and Scopigno, R.
(1995). Multiresolution modeling and visualization of volume data. Tech-
nical Report C95-22, INRIA, College Park, MD.

[Danskin and Hanrahan, 1992] Danskin, J. and Hanrahan, P. (1992). Fast
algorithms for volume rendering. In ACM Workshop on Volume Visuali-
zation 1992.

[Daubechies, 1988] Daubechies, I. (1988). Orthonormal bases of compactly
supported wavelets. Communications on Pure and Applied Mathematics,

(41):909-996.

[Daubechies, 1992] Daubechies, I. (1992). Ten Lectures on Wavelets. STAM
Books, Philadelphia,PA.

[Daubechies and Lagarias, 1991] Daubechies, I. and Lagarias, J. C. (1991).
Two scale difference equation : Existence and global regularity of solutions.
SIAM Journal on Mathematics Analysis, 22(5):1388-1410.

[Fujimoto and Iwata, 1985] Fujimoto, A. and Iwata, K. (1985). Accelerated
ray tracing. In Computer Graphics: Visual Technology and Art (Procee-
dings of Computer Graphics Tokyo’85.

78



[Gabor, 1946] Gabor, D. (1946). Theory of communication. Journal of the
IEEFE, pages 429-457.

[Gomes and Velho, | Gomes, J. and Velho, L. Abstract paradigms for com-
puter graphics. The Visual Computer, 11:227-239.

[Gomes and Velho, 1998a] Gomes, J. and Velho, L. (1998a). From fourier
analysis to wavelets. In SIGGRAPH’98, Course Notes.

[Gomes and Velho, 1998b] Gomes, J. and Velho, L. (1998b). From fourier
analysis to wavelets. SIGGRPAH98 Course notes.

[Gouraud, 1971] Gouraud, H. (1971). Continuous shading of curved surfaces.
IEEE Transactions of Computers, 20(6):623-629.

[Gross et al., 1997] Gross, M. H., Lippert, L., Dittrich, R., and Haring, S.
(1997). Two methods for wavelet-based volume rendering. Computers €&
Graphics, 21(2):237-252.

[Gross et al., 1995] Gross, M. H., Lippert, L., Dreger, A., and Koch, R.
(1995). A new method to aproximate the volume rendering equation using
wavelets bases and piecewise polynomials. Computer Graphics, 19(1):47—
62.

[Grossman and Morlet, 1984] Grossman, A. and Morlet, J. (1984). Decom-
position of hardy functions into square integrable wavelets for constant
shape. SIAM Journal of Applied Mathematics, (15):723-736.

[Krueger, 1990] Krueger, W. (1990). The application of transport theory to
visualization of 3d scalar data fields. In IEEFE Visualization’90, Conference
Proceedings, pages 12-15.

[Levoy, 1988] Levoy, M. (1988). Display of surfaces from volume data. IEEE
Computer Graphics and Applications, 5(3):29-37.

[Levoy, 1990] Levoy, M. (1990). Efficient ray-tracing of volume visualization
algorithms. ACM Transactions on Graphics, 9(3):245-261.

[Lippert, 1998] Lippert, L. (1998). Wavelet-Based Volume Rendering. PhD
thesis, Swiss Federal Institute of Technology Zurich.

[Mallat, 1989] Mallat, S. (1989). Multifrequency channel decomposition of
images and wavelet models. IEEE Transactions on Acustic, Speech, and
Signal Processing, 37(12):2091-2110.

79



[Malzbender, 1993] Malzbender, T. (1993). Fourier volume rendering. ACM
Transactions on Graphics, 12(3):233-250.

[Mccormick et al., 1987] Mccormick, B., Defanti, T., and Brown, M. (No-
vember, 1987). Visualization in scientific computing. Computer Graphics,
. 21(No. 6).

[Muraki, 1993] Muraki, S. (1993). Volume data and wavelet transform. IEEE
Computer Graphics and Applications, 13(4):50-56.

[Muraki, 1992] Muraki, S. (October 1992). Aproximation and rendering of
volume data using wavelet data fields. In IEEE Visualization’92 Confe-
rence Proceedings, pages 21-28.

[Phong, 1975] Phong, B. T. (1975). Illumination for computer generated
pictures”. Communications of the ACM, 18(6):311-317.

[Porter and Duff, 1984] Porter, T. and Duff, T. (1984). Compositing digital
images. Computer Graphics, 18(3):235-259.

[Sabella, 1988] Sabella, P. (1988). A rendering algorithm for visualizing 3d
scalar fields. Computer Graphics, 22(4):51-58.

[Sakas and Gerth, | Sakas, G. and Gerth, M. Sampling an anti-aliasing of
discrete 3d volume desnity textures. In FUROGRAPHICS 91, pages 87—
102.

[Seixas et al., 1994] Seixas, R. B., Gattass, M., Figueiredo, L., and Martha,
L. (1994). Otimizagao do algoritmo de ray-casting na visualizagao de to-
mografias. In SIBGRAPI’9j.

[Sévenier, 1994] Sévenier, M. B. (1994). Réalisation d’une bibliotheque ¢ de
fonctions ondelettes. Technical Report 2362, INRIA.

[Totsuka and Levoy, 1993] Totsuka, T. and Levoy, M. (August, 1993). Fre-
quency domain volume rendering. Computer Graphics, 27:271-278.

[Tuy and Tuy, 1984] Tuy, H. and Tuy, L. (1984). Direct 2d display of 3d
objects. IEEE Computer Graphics and Applications, 4(10):29-33.

[Upson and Keeler, 1988] Upson, C. and Keeler, M. (1988). V-buffer - visible
volume rendering. Computer Graphics, 22(4).

[Wernecke, 1994] Wernecke, J. (1994). The Inventor Mentor: Programming
Object-oriented 3D GRaphics with Open Inventor. Addison Wesley.

80



[Westerman, 1994] Westerman, R. (1994). ”a multiresolution framework for

volume rendering”. In 1994 Symposium on Volume Visualization, pages
51-58.

[Westover, 1990] Westover, L. (1990). Footprint evaluation for volume ren-
dering. Computer Graphics (Proc. SIGGRAPH), 24(4):367-376.

[Williams, 1993] Williams, P. L. (1993). Interactive Direct Volume Rendering
of Curvilinear and Unstructured Data. PhD thesis, University of Illinois
at Urbana-Champaign.

81



