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ABSTRACT: A volumetric data set is a collection of data in which each
data has an associated location in the three-dimensional space. In this work
we review the wavelets theory and discuss the application of this technique
to the visualization of volumetric data. We show the main algorithms, and
discuss some implementation issues.
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ging, wavelets, multiresolution.

Resumo: Um conjunto de dados volum�etricos �e uma cole�c~ao de dados
amostrados em uma grade no espa�co 3D. Neste trabalho apresentamos uma
introdu�c~ao da teoria de wavelets e discutimos a aplica�c~ao desta t�ecnica �a
visualiza�c~ao de dados volum�etricos. Apresentamos os principais algoritmos
e discutimos alguns aspectos de sua implementa�c~ao.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Visualiza�c~ao �e um termo empregado para descrever os m�etodos que permitem
a extra�c~ao de informa�c~oes relevantes a partir de complexos conjuntos de
dados, o que �e feito com a utiliza�c~ao de t�ecnicas de computa�c~ao gr�a�ca e
processamento de imagens. Uma sub�area importante �e representada pelos
m�etodos de Visualiza�c~ao Volum�etrica.

Segundo [Mccormick et al., 1987], visualiza�c~ao volum�etrica �e o conjunto
de t�ecnicas utilizadas na visualiza�c~ao de dados associados a regi~oes de um
volume, tendo como principal objetivo a exibi�c~ao de seu interior para ex-
plorar sua estrutura e facilitar sua compreens~ao. De uma maneira geral,
podemos de�nir visualiza�c~ao volum�etrica como o processo realizado com o
objetivo de obter uma melhor compreens~ao da estrutura contida nos dados
volum�etricos. Entendemos como dados volum�etricos, um conjunto de valores
escalares amostrados em uma grade tridimensional.

Em algumas aplica�c~oes de visualiza�c~ao volum�etrica, em geral associadas
a ambientes distribu��dos, WWW e realidade virtual, existe uma demanda
por representa�c~oes comprimidas dos dados e a possibilidade de extra�c~ao de
vers~oes em v�arias resolu�c~oes deste dado. Esta demanda �e resultante das
necessidades de adequa�c~ao ao meio de comunica�c~ao, gerando a exibi�c~ao mais
apropriada em taxas interativas. Como resultado disto, v�arios modelos de
multiresolu�c~ao foram propostos na literatura para representa�c~ao de objetos
tridimensionais. Por outro lado, os volumes de dados em geral possuem a
caracter��stica de alto consumo de mem�oria, o que in
uencia os requisitos de
armazenamento e de tempo de visualiza�c~ao. Isto acaba resultando tamb�em
na necessidade de ado�c~ao de modelos aproximados do conjunto de dados.

Para atender estes dois requisitos uma escolha natural s~ao os modelos de
representa�c~ao dos dados em multiresolu�c~ao. Entre as vantagens destes mo-
delos, podemos destacar: redu�c~ao da quantidade de dados, quando represen-
ta�c~oes em baixa resolu�c~ao s~ao su�cientes; acesso r�apido aos dados, atrav�es
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da explora�c~ao da indexa�c~ao espacial inerente aos modelos; processamento
hier�arquico.

A abordagem principal para modelagem em multiresolu�c~ao �e baseada em
um modelo de decomposi�c~ao, onde a resolu�c~ao �e controlada pelo n��vel de
re�namento da subdivis~ao do dom��nio. A id�eia b�asica deste modelo �e que a
precis~ao da representa�c~ao �e proporcional ao n�umero de c�elulas de subdivis~ao.

Diferentes arquiteturas foram propostas para lidar com a representa�c~ao
em multiresolu�c~ao. Estas arquiteturas v~ao desde uma simples cole�c~ao de
v�arias vers~oes do objeto em diferentes resolu�c~oes (por exemplo, n�os LOD
(level of detail) do Open Inventor ou VRML [Wernecke, 1994]); passando
por modelos que mant�em rela�c~oes entre dois n��veis de detalhes consecuti-
vos (por exemplo quadtrees, representa�c~oes piramidais ou hier�arquicas); at�e
modelos mais so�sticados que mant�em uma estrutura compacta, de onde po-
dem ser extra��das diferentes representa�c~oes dos dados, geradas com resolu�c~ao
diferente. Uma arquitetura ainda mais 
ex��vel consiste em considerar uma
representa�c~ao cuja resolu�c~ao �e vari�avel espacialmente. Representa�c~oes deste
tipo, em geral, requerem o uso de m�etodos n~ao-lineares e s~ao dif��ceis de serem
obtidas.

Podemos classi�car as t�ecnicas que tratam multiresolu�c~ao de dados volu-
m�etricos em duas grandes �areas: baseados em superf��cies ou em representa-
�c~oes volum�etricas.

Na primeira classe se encontram os m�etodos que obt�em uma represen-
ta�c~ao por superf��cies do dado volum�etrico, representa�c~ao aproximada. Como
representante desta classe temos o algoritmo proposto por [Williams, 1993],
que �e baseado no uso de uma parti�c~ao hier�arquica recursiva (parecida com
uma (octree), e a proposta de [Cignoni and Scopigno, 1995] baseada em de-
composi�c~oes tetra�edricas.

Na outra classe podemos incluir as t�ecnicas diretas, que representam
os dados volum�etricos em multiresolu�c~ao sem a convers~ao para uma re-
presenta�c~ao por superf��cies, o que garante uma e�ciente representa�c~ao de
objetos amorfos. Nesta classe encontram-se extens~oes para 3D dos m�etodos
de multiresolu�c~ao aplicados a imagens (pirâmides de imagens).

As representa�c~oes volum�etricas em multiresolu�c~ao desenvolvidas para da-
dos volum�etricos, s~ao em geral baseadas na transformada de wavelet. Em
[Muraki, 1992] e [Muraki, 1993] estas tansformadas foram aplicadas a dados
volum�etricos com o objetivo de obter aproxima�c~oes compactas. Enquanto
Westerman [Westerman, 1994] demonstrou como podemos utilizar o algorit-
mo de ray casting diretamente sobre os coe�cientes de wavelet que represen-
tam o volume.

Neste trabalho apresentaremos as t�ecnicas de visualiza�c~ao de volumes em
multiresolu�c~ao baseadas na transformada de wavelets. No cap��tulo seguinte
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�e apresentada uma introdu�c~ao �a transformada de wavelets com sua extens~ao
para 2 e 3 dimens~oes. No cap��tulo 3 �e apresentada a teoria b�asica de visua-
liza�c~ao volum�etrica, e s~ao descritos os algoritmosray casting e splatting. Em
seguida, cap��tulo 4, duas t�ecnicas para visualiza�c~ao de volumes baseadas nos
coe�cientes de sua representa�c~ao na base de wavelets s~ao apresentadas.
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Cap��tulo 2

Transformada de Wavelets

2.1 Introdu�c~ao

A decomposi�c~ao de sinais em bandas de frequência tem se mostrado uma
aplica�c~ao bastante �util para tratamentos de sinais. Esta decomposi�c~ao for-
nece uma representa�c~ao intermedi�aria entre o espa�co temporal e o espa�co das
frequências de Fourier.

A transformada de Fourier (FT) de uma fun�c~ao f(x) fornece uma medida
das frequências do sinal, mas estas informa�c~oes n~ao est~ao localizadas no
espa�co. Isto se d�a em raz~ao do �atomo tempo-frequência da transformada,
e�iwt, n~ao possuir localiza�c~ao temporal. Para localizar melhor a informa�c~ao,
foi introduzida por Gabor [Gabor, 1946] uma transformada de Fourier com
janela(WFT), atrav�es da introdu�c~ao de uma \janela" espacial g(x) �a integral
da Transformada de Fourier. Assim, a Transformada de Fourier com Janela
mede a amplitude de uma componente senoidal de frequência que ocorre na
vizinhan�ca de um ponto u. O problema desta representa�c~ao �e a escala �xa,
introduzida pela janela, cobrindo o dom��nio tempo-frequência. Surge ent~ao
a necessidade de um �ltro espacial que se adapte �as irregularidades do sinal,
o que prop~oe a Transformada de Wavelets (WT). Esta transformada surgiu
como resposta �as de�ciências da Transformada de Fourier e Transformada
de Fourier com Janela, atrav�es da introdu�c~ao de uma base de fun�c~oes de
suporte compacto, e que variam sua posi�c~ao e frequência. Estas fun�c~oes s~ao
denominadas wavelet (ou ondelettes em francês) (�gura 2.1).

Segundo [Castleman, 1996] a transformada de wavelets pode ser compre-
endida como uma representa�c~ao an�aloga a de uma pauta musical. Considere
a pauta apresentada na �gura 2.2, e que pode ser vista como uma repre-
senta�c~ao bidimensional do espa�co tempo-frequência. Frequência (qu~ao grave
ou agudo �e o som) aumenta da base da escala para seu topo, enquanto o
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Figura 2.1: Ondas (waves) e wavelets.

Figura 2.2: Nota�c~ao Musical como um espa�co tempo-frequência.

tempo (medido em batidas (compassos)) avan�ca para a direita. Cada nota
corresponde a uma componente de wavelet que aparecer�a durante a execu�c~ao
da m�usica. A dura�c~ao de cada wavelet �e codi�cada pelo tipo de nota (e.g.,
colcheia, semi colcheia, etc.).

Se fôssemos analizar uma m�usica gravada e gerar a partir da sua execu�c~ao
uma pauta, estar��amos aplicando uma transformada de wavelet �a m�usica (si-
nal sonoro). De maneira semelhante um m�usico executando uma m�usica a
partir de sua pauta, pode ser visto como executando uma transformada de
wavelet inversa, pois ele reconstr�oi o sinal sonoro a partir de uma represen-
ta�c~ao no dom��nio tempo-frequência.

A id�eia b�asica da transformada de wavelet �e a decomposi�c~ao de uma
fun�c~ao em uma base que gera um subespa�co de fun�c~oes, de modo que esta
representa�c~ao possua propriedades bem determinadas. Por exemplo, locali-
zar no tempo as frequências.

Uma wavelet �e uma fun�c~ao, atrav�es da qual, por transla�c~oes e escalas,
formamos uma base do subespa�co desejado. Chamamos � a fun�c~ao de escala
que permite gerar uma vers~ao �ltrada por passa-baixa do sinal e  a fun�c~ao
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de wavelet (wavelet m~ae) que permite a obten�c~ao dos detalhes entre dois
�ltros � em escalas consecutivas.

A an�alise de wavelets adota um fun�c~ao base e realiza suas an�alises varian-
do temporalmente o suporte da base, adaptando-se de modo autom�atico nas
regi~oes em que a fun�c~ao apresenta altas frequências.

A Transformada Cont��nua de Wavelet (CWT) foi introduzida por Gross-
man e Morlet [Grossman and Morlet, 1984]. Se  (x) �e uma fun�c~ao real cujo
espectro de Fourier,  ̂, satisfaz o crit�erio de admissibilidade ([Chui, 1992]
e [Grossman and Morlet, 1984]):

C =

Z +1

�1

j ^ (u) j2
j s j ds <1; (2.1)

ent~ao  (x) �e denominada uma wavelet b�asica. Devido �a vari�avel s no deno-
minador �e necess�ario que:

 ̂(0) = 0)
Z +1

�1
 (x) dx = 0 (2.2)

A equa�c~ao 2.2 for�ca que a fun�c~ao  oscile de modo a cancelar �areas na
regi~ao positiva com �areas na regi~ao negativa do espa�co de modo a anular
a integral. Para isto esta fun�c~ao deve possuir caracter��stica ondulat�oria,
com seu gr�a�co formando uma onda de curta dura�c~ao e frequência crescente,
conforme mostrado na �gura 2.1.

Uma fam��lia de wavelets f s;t(x)g �e gerada atrav�es de escalas e transla�c~oes
da wavelet b�asica,  (x):

 s;t(x) =
1p
s
 

�
x� t

s

�
; (2.3)

com s > 0 e t; s 2 <. A vari�avel s representa a escala (largura) de uma
fun�c~ao da base, enquanto t representa a transla�c~ao da fun�c~ao ao longo do
eixo x.

Exemplo 1
Considere a fun�c~ao, com gr�a�co apresentado na �gura 2.3, que �e dada

por:

 (x) =

8><
>:
1; se x 2 �0; 1

2

�
�1; se x 2 �1

2
; 1
�

0; se x < 0 ou x > 1

(2.4)
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Figura 2.3: Wavelet de Haar

Esta fun�c~ao satisfaz a condi�c~ao de admissibilidade (equa�c~ao 2.1), sendo
poss��vel mostrar que o conjunto  m;n, onde:

 m;n(u) = 2�
m
2  (2�mu� n); m; n 2 Z; (2.5)

forma uma base ortonormal de L2(<), gerando pois uma base de wavelets.
Para demonstra�c~ao deste fato veja [Daubechies, 1992]. Esta �e a mais simples
e antiga base de wavelets, tendo sido proposta por Haar, no in��cio do s�eculo
com o nome de transformada de Haar, e muito utilizada em processamento
de imagens.

Exemplo 2
Considere a distribui�c~ao Gaussiana com m�edia 0 e variância 1, dada por:

�(u) =
1p
2�
e�

u2

2 ; (2.6)

e sua segunda derivada dada por:

 (u) =
1p
2�

(u2 � 1)e�
u2

2 (2.7)

Esta fun�c~ao, conhecida como sombrero, tamb�em satisfaz a condi�c~ao de
admissibilidade e de�ne uma transformada de wavelets. A �gura 2.4 apre-
senta o gr�a�co destas duas fun�c~oes.

O fator de escala 1p
s
na equa�c~ao 2.3 assegura que a norma das fun�c~oes da

base de wavelet s~ao todas iguais, pois:



f
�
x� t

s

�



 =
sZ 1

�1
j f
�
x� t

s

�
j2 dx =

p
s k f(x) k; (2.8)

assim todas as fun�c~oes da base de wavelets possuem m�edia zero, como a
wavelet b�asica.
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Figura 2.4: Gr�a�co da Gaussiana e da wavelet sombrero

A transformada cont��nua de f(x) em rela�c~ao �a wavelet  (x) �e:

Wf (s; t) = hf;  s;ti =
Z +1

�1
f(x) s;t(x) dx (2.9)

Grossman e Morlet [Grossman and Morlet, 1984] mostraram que a trans-
formada cont��nua inversa de wavelet �e dada por:

f(x) =
1

C 

Z 1

0

Z 1

�1
Wf (s; t) 

�
s;t(x) dt

ds

s2
(2.10)

2.1.1 Transformada Discreta de Wavelets

Para implementar a transformada de wavelets �e necess�ario encontrar uma
maneira apropriada de realizar a amostragem dos parâmetros s e t, de modo
a obter um conjunto de wavelets nestes parâmetros discretos. O problema
central neste desenvolvimento �e a discretiza�c~ao do dom��nio tempo-escala onde
a transformada �e de�nida.

Uma caracter��stica marcante da transformada de wavelets �e sua inva-
riância quanto a mudan�cas de escala. Ou seja, se aplicarmos uma mudan�ca
de escala a uma fun�c~ao f e simultâneamente aplicarmos a mesma mudan�ca
de escala ao espa�co em que esta fun�c~ao �e descrita, n~ao causaremos nenhuma
mudan�ca na transformada de wavelet de f (Wf). Formalmente, se tomarmos

fs0(t) = s
� 1

2
o f

�
t
so

�
ent~ao:

Wfs0
(s0s; s0t) = Wf(s; t) (2.11)

A discretiza�c~ao da transformada deve manter esta propriedade. Para
isto, ao passarmos da escala sm = sm0 para a escala sm+1 = sm+1

0 , devemos
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incrementar o tempo por um fator de escala s0. Se escolhermos um intervalo
de tempo t0 e tomarmos os intervalos de amostragem no tempo como �t =
sm0 t0, geramos um reticulado de amostragem no tempo, representado por:

tm;n = nsm0 t0; n 2 Z; (2.12)

e o reticulado do espa�co tempo-escala �ca de�nido por:

�so;t0 = f(sm0 ; nsm0 t0); m;n 2 Zg (2.13)

Figura 2.5: (a) Reticulado tempo-escala (b) Reticulado tempo-frequência

Um dos reticulados mais usados �e o baseado na parti�c~ao di�adica do es-
pa�co. Considerando s0 = 2, formamos o reticulado di�adico, representado na
�gura 2.5a, e expresso por:

�2;t0 = f(2m; n2mt0); m;n 2 Zg (2.14)

Considerando que a frequência �e o inverso da escala, podemos obter o
reticulado de discretiza�c~ao no espa�co tempo-frequência, para uma frequência
inicial w0, (�gura 2.5 b), por:

�2w0;t0 = f(2�mw0; n2
�mt0); m;n 2 Zg (2.15)

O reticulado gerado no espa�co tempo-frequência divide este espa�co em
regi~oes retangulares de mesma �area, conforme mostrado na �gura 2.5 (b).
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A discretiza�c~ao da transformada de wavelet Wfm;n
= hf;  s;t(u)i no espa�co

tempo-escala �e dada por:

Wfm;n
= hf;  m;n(u)i (2.16)

onde

 m;n(u) =  sm
0
;ntosmo (u)

= s
�m=2
0  

�
u� nt0s

m
0

sm0

�
= s

�m=2
0  (s�m0 u� nt0): (2.17)

2.1.2 No�c~ao Intuitiva

Considere a wavelet sombrero �gura 2.4, dada por :

g(x) =
1p
2�

(x2 � 1)e�
x2

2 ; (2.18)

Se usarmos esta fun�c~ao como wavelet b�asica ( ), ent~ao a fun�c~ao a ser decom-
posta deve ser expressa como uma combina�c~ao linear de diferentes vers~oes
escaladas g(x� t) e transladadas g(x=s) desta wavelet.

Assim, a wavelet transladada e escalada pode ser escrita como:

 s;t(x) = g

�
x� t

s

�
; (2.19)

onde s e t representam a escala e transla�c~ao da wavelet g.
Para um conjunto de amostras representando uma dada fun�c~ao f(x), a

decomposi�c~ao de wavelet pode ser escrita como:

f(x) =
SX
i=0

TX
j=0

ci;jwi;j(x); (2.20)

que �e uma combina�c~ao linear das fun�c~oes  i;j, onde ci;j s~ao os coe�cientes de
wavelet, e seus valores representam a contribui�c~ao relativa de uma wavelet
respectiva na decomposi�c~ao. Assim, veri�camos que uma decomposi�c~ao em
wavelet de uma fun�c~ao f �e uma fun�c~ao bidimensional em s e t.

A transformada de wavelet desta fun�c~ao discreta pode ser calculada com
o aux��lio de uma regra de quadratura de modo, a ser expressa por:

Wf(x)(s; t) =
1p
s

NX
k=0

f(k) (s;t)(k) (2.21)
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Para implementar a transformada discreta de wavelet basta escolher a dis-
cretiza�c~ao apropriada e aplicar a equa�c~ao 2.21. No algoritmo 2.1 utilizamos
uma discretiza�c~ao arbitr�aria.

Algoritmo 2.1.
** Implementa�c~ao direta da transformada de wavelets
void WaveTrans1D ( 
oat *data, 
oat wt[][], int n)
f

wt[0][0] = 0.0;
s = a0;
for (i=0; i < n; i++) f

sqa = sqrt(s);
t = s * 0.99
for (j=0; j < n; j++) f

sum = 0.0;
for (k=0; k < n; k++)f

sum += data[k] * mother(s, t, k);
wt[i][j] = sum /sqa;
t *= 1.03; ! particao arbitraria dos tempo

g
s *= 1.01; ! particao arbitraria dos espa�co

g
g

oat mother ( 
oat a, 
oat b, 
oat t )
f


oat y, z;
z = sqrt(a);
if ( z != 0.0 ) z = 1.0 / z;
else z = 0.0;
return z*sen(4(t+b)/a)*exp(-(t+b)/a*((t+b)/a));

g

2.2 An�alise de Multiresolu�c~ao

Um problema bastante dif��cil consiste em determinar a wavelet m~ae  asso-
ciada a uma determinada fun�c~ao escala �. Uma solu�c~ao para esse problema
pode ser obtida usando an�alise de multiresolu�c~ao. A an�alise de multiresolu�c~ao
�e uma outra forma de introduzir a transformada de wavelets. Formalmen-
te, a An�alise de Multiresolu�c~ao est�a relacionada �a descri�c~ao das fun�c~oes f de
L2 como um limite de aproxima�c~oes sucessivas, sendo cada aproxima�c~ao uma
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vers~ao suave de f . As aproxima�c~oes sucessivas utilizam diferentes resolu�c~oes,
de onde se origina a denomina�c~ao.

Mais precisamente, uma an�alise de multiresolu�c~ao �e constituida por um
conjunto de espa�cos aninhados.

Vj � L2(<); m 2 Z
� � � � V2 � V1 � V0 � V�1 � V�2 � � � � (2.22)

tal que,

1. Vj � Vj�1

2.
T
j2Z Vj = f0g

3.
S
j2ZVj = L2(<)

4. f 2 Vj , f(2u) � Vj�1

5. Existe uma fun�c~ao � 2 V0 tal que o conjunto f�(u� k); k 2 Zg forma

uma base ortonormal de V0. Como consequência �jk = 2�
j

2�(2�jx �
k); k 2 Z �e base ortonormal de Vj.

1, 2 e 3 asseguram que qualquer fun�c~ao f 2 L2(<) pode ser descrita pela
an�alise de multiresolu�c~ao. 4 assegura que os espa�cos Vm correspondem a
diferentes escalas, e de 5 vem que os espa�cos Vm s~ao invariantes a transla�c~oes
no tempo. Podemos notar que a an�alise de multiresolu�c~ao aproxima uma
fun�c~ao f por uma fun�c~ao f j em cada subespa�co Vj. Como a uni~ao de todos
os Vj �e densa em L2(<), temos que a aproxima�c~ao converge para a fun�c~ao
original:

f = lim
j!+1

f j (2.23)

Na �gura 2.6 observamos a fun�c~ao f e suas representa�c~oes nos espa�cos de
escala V0 e V�1 da representa�c~ao em multiresolu�c~ao de Haar.

A proje�c~ao ortogonal de uma fun�c~ao f 2 L2(<) em Vj �e obtida usando
uma opera�c~ao de �ltragem de f com diferentes n�ucleos �j;k, k 2 Z que
de�nem um �ltro passa-baixa. Indicando a frequência de corte destes �ltros
por �j (�gura 2.7), podemos concluir que o espa�co Vj �e constitu��do por
fun�c~oes cujas frequências est~ao no intervalo [��j; �j] ; �j > 0.

Uma outra interpreta�c~ao da equa�c~ao 2.23 pode ser obtida analisando a
�gura 2.8. Nesta �gura podemos perceber que o espa�co Vj�1 �e obtido do
espa�co Vj adicionando todas as fun�c~oes de L2(<) com frequências na banda
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Figura 2.6: Aproxima�c~oes de uma fun�c~ao em duas escalas [Daubechies, 1992].

[��j ; �j] do espectro. Indicamos este \espa�co de detalhes" por Wj, que �e
ortogonal a Vj, assim temos:

Vj�1 = Vj �Wj (2.24)

Da equa�c~ao 2.24, veri�camos que para cada j 2 Z, teremos Wj como o
complemento ortogonal e, se �xarmos J0 2 Z, para cada j < J0 teremos
(�gura 2.8):

Vj = VJ0 �
J0�jM
k=0

WJ0�k (2.25)

2.2.1 Fun�c~ao de Escala e Espa�cos Vj

Se � 2 V0 � V�1, ent~ao existe uma sequência fhkg 2 l2(<) de modo que:

�(x) = 2
X
k

hk�(2x� k); (2.26)
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Figura 2.7: Espectros das fun�c~oes de escala.

Figura 2.8: Bandas de Frequência entre Vj e Vj�1 [Gomes and Velho, 1998a].

onde

hk = h�; ��1;ki, e
X
k2Z

khkk2 = 1 (2.27)

A equa�c~ao 2.26 �e denominada equa�c~ao de escala dupla ou equa�c~ao de re�na-
mento, e a cole�c~ao de fun�c~oes f�(x� t)g forma uma base de ortonormal de
Vj.

Assim, a fun�c~ao de escala �e de�nida pela equa�c~ao de escala dupla e pela
normaliza�c~ao ( [Daubechies, 1988] e [Daubechies and Lagarias, 1991]):Z 1

�1
�(x) dx = 1() �̂(0) = 1 (2.28)

Na maioria dos casos a express~ao de � n~ao est�a dispon��vel, no entanto
existem algoritmos r�apidos para avaliar � nos pontos do reticulado di�adico
fx = 2�jk; k 2 Zg, o algoritmo cascade. Podemos veri�car que na maioria
das aplica�c~oes n~ao se trabalha com �, mas somente com os coe�cientes hk.

Da equa�c~ao 2.26 temos que a transformada de Fourier de � satisfaz

�̂(w) = H(w=2)�̂(w=2); (2.29)
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onde H �e uma fun�c~ao 2�-peri�odica de�nida por:

H(w) =
X
k

hke
�ikw (2.30)

2.2.2 Fun�c~ao de Wavelet e Espa�co Wj

Wj �e o espa�co complementar a Vj em rela�c~ao a Vj�1:

Vj�1 = Vj �Wj; (2.31)

este espa�co cont�em a informa�c~ao de diferen�ca entre uma aproxima�c~ao a escala
j e uma aproxima�c~ao a escala j � 1. Como consequência temos que:M

Wj = L2(<); (2.32)

o que mostra que Wj n~ao �e �unico. O espa�co W0 �e gerado por uma wavelet
 . Mais precisamente, existe uma wavelet  que satisfaz �a propriedade de
admissibilidade, e tal que  (x� k) �e base de W0. Como  �e um elemento de
V�1, ent~ao existe uma sequência gk 2 l2(Z), tal que

 (x) = 2
X
k

gk�(2x� k) (2.33)

Aplicando a transformada de Fourier �a equa�c~ao 2.33 temos:

 ̂(w) = G(w=2)�̂(w=2); (2.34)

onde G �e uma fun�c~ao 2� peri�odica

G(w) =
X
k

gke
�ikw; (2.35)

donde tiramos que X
k

gk = 0 ou G(0) = 0 (2.36)

2.3 A Transformada R�apida de Wavelets

Mallat [Mallat, 1989] de�niu um algoritmo para a transformada discreta de
wavelet que �e mais e�ciente que o c�alculo dos produtos internos representados
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na equa�c~ao 2.9 para o caso cont��nuo. O algoritmo apresentado pode ser
deduzido atrav�es da an�alise de multiresolu�c~ao descrita na se�c~ao anterior.

Assumindo que temos uma fun�c~ao fj que pertence a um dado espa�co Vj,
podemos descrever esta fun�c~ao, atrav�es da an�alise de multiresolu�c~ao, por:

fj = fj+1 + oj+1; (2.37)

onde fj+1 e oj+1 s~ao as proje�c~oes de f nos espa�cos Vj+1 e Wj+1 respectiva-
mente.

Aplicando 2.37 recursivamente, obtemos:

fj = fj+1 + oj+2 + oj+1

fj = fj+N + oj+N + � � �+ oj+2 + PWj+1
f (2.38)

A equa�c~ao 2.38 descreve a fun�c~ao fj atrav�es de suas proje�c~oes no espa�cos
Wj+1 � � �Wj+N , e de um res��duo no espa�co de escala Vj+1. Este processo
recursivo est�a ilustrado na �gura 2.9.

Figura 2.9: Reconstru�c~ao de uma Fun�c~ao na Base de Wavelets.

Posto que Wj � Vj�1 e Vj � Vj�1, podemos reconstruir a fun�c~ao origi-
nal atrav�es de suas proje�c~oes. O processo de reconstru�c~ao, apresentado na
�gura 2.10, �e o reverso do apresentado na �gura 2.9.

Figura 2.10: Decomposi�c~ao em Wavelets de uma Fun�c~ao.

Como consequência da an�alise de multiresolu�c~ao, temos que os conjuntos
f�jn; n 2 Zg e f jn; n 2 Zg, de�nidos por:

�jk(x) = 2�
j

2�(2�jx� k)

 jk(x) = 2�
j

2 (2�jx� k); (2.39)
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formam uma base ortonormal de Vj e Wj.
Assim, os operadores PVj e PWj

, usados para obter fj e oj podem ser
de�nidos atrav�es de produtos internos com os elementos destas bases.

PVj =
X
n

hf; �jni�jn =
X
n

�Z
f(x)�jn(x) dx

�
�jn

PWj
=

X
n

hf;  jni jn =
X
n

�Z
f(x) jn(x) dx

�
�jn;

onde hf; �jni e hf;  jni s~ao os coe�cientes de escala cj e de detalhes dj. Estes
operadores �cam completamente de�nidos por:

PVj =
X
n

cjn�jn (2.40)

PWj
=

X
n

djn jn (2.41)

O processo recursivo de decomposi�c~ao/reconstru�c~ao utiliza somente proje-
�c~oes entre subespa�cos consecutivos da estrutura de multiresolu�c~ao. Assim,
podemos utilizar a rela�c~ao de escala dupla (equa�c~ao 2.26), que relaciona as
fun�c~oes da base de escala e de wavelet, Vj e Wj no n��vel j, com o espa�co de
escala subsequente no n��vel j � 1.

�(x) =
X
k

hk��1;k(x) (2.42)

 (x) =
X
k

gk �1;k(x) (2.43)

Substituindo 2.39 em 2.42 temos:

�jk(x) = 2�
j

2�(2�jx� k) = 2�
j

2

X
n

hn��1;k(2x� k)

= 2�
j

2

X
n

hn2
1=2�(2�j+1x� 2k � n) =

X
n

hn�j�1;2k+n(x)

=
X
n

hn�2k�j�1;n(x); (2.44)
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e similarmente pra  

 jk(x) = 2�
j

2 (2�jx� k)

= 2�
j

2

X
n

gn��1;k(2x� k)

= 2�
j

2

X
n

gn2
1=2�(2�j+1x� 2k � n)

=
X
n

gn�j�1;2k+n(x)

=
X
n

gn�2k�j�1;n(x) (2.45)

Se substituirmos as equa�c~oes 2.42 no produto interno que de�ne cj e dj,
obtemos uma maneira de calcular estes coe�cientes a partir das sequências
hk e gk.

cjk = hfj; �j;ki
= hfj;

X
n

hn�2k�j�1;ki

=
X
n

hn�2khfj; �j�1;ki (2.46)

dj = hfj;  j;ki
= hfj;

X
n

gn�2k�j�1;ki

=
X
n

gn�2khfj; �j�1;ki (2.47)

Como hf; �j�1;ki = cj�1, temos

cjk =
X
n

hn�2kc
j�1
n (2.48)

djk =
X
n

gn�2kc
j�1
n (2.49)

Como assumimos que a fun�c~ao a ser decomposta possui uma escala na-
tural associada a ela, dizemos que a fun�c~ao f a ser decomposta pertence
ao espa�co de escala V0, sendo descrita pela sequência (c0n) contendo 2J coe-
�cientes. Em raz~ao da existência do fator 2k no ��ndice do �ltro, veri�ca-
mos que apenas os coe�cientes pares s~ao mantidos para o pr�oximo passo da
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transforma�c~ao. Isto pode ser visto na �gura 2.11, onde iniciamos com um
vetor com n = 8 = 23 elementos (J = 3), que �e decomposto nas sequências
(d1n=2); (d

1
n=4); � � � (d1n=2J ); e (cJn=2J ), resultando em uma sequência com o mes-

mo n�umero de elementos da sequência inicial.

0

0c
1

0c
2

0c
3

0c
4

0c
5

0c
6

0c
7

0c

0

1c
1

1c
2

1c
3

2c
0

1d
1

1d
2

1d
3

2d

0

2c
1

2c
0

2d
1

2d

0

3c
0

3d

0

3c
0

3d
0

2d
1

2d
0

1d
1

1d
2

1d
3

2d

gh

gh

gh

nível

0

1

2

3

vetor original

vetor transformado

Figura 2.11: Exemplo de Aplica�c~ao da FWT

O processo de reconstru�c~ao gera os coe�cientes da sequência que represen-
ta a fun�c~ao na escala desejada, a partir dos coe�cientes de wavelet (cj e dj).
A reconstru�c~ao exata �e poss��vel em raz~ao da opera�c~ao realizada representar
apenas uma transforma�c~ao em bases ortogonais.

Podemos veri�car que no processo de decomposi�c~ao a fun�c~ao fj �e dividida
em suas componentes, atrav�es dos operadores PVj+1 e PWj+1

.

fj = PVj+1f + PWj+1
f

=
X
k

cj+1k �j+1;k(x) +
X
k

dj+1k  j+1;k (2.50)

No processo de reconstru�c~ao o objetivo �e descobrir os coe�cientes cjn a
partir dos coe�cientes cj e dj, conforme mostra a �gura 2.12 onde a recons-
tru�c~ao de uma sequência com 23 elementos �e realizada. Como cjn = hfj; �j;ni
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substituindo 2.50, podemos escrever:

cj�1n = h
X
k

cj+1k �j+1;k(x) +
X
k

dj+1k  j+1;k; �j�1;ni

=
X
k

cj+1k h�j+1;k(x); �j;ki+
X
k

dj+1k h j+1;k; �j;ni (2.51)

Figura 2.12: Exemplo de Aplica�c~ao da Inversa WT

Da equa�c~ao 2.27 veri�camos que:

hn = h�0; ��1;ni (2.52)

gn = h 0; ��1;ni (2.53)

Estes resultados levam �a f�ormula de reconstru�c~ao, que gera os coe�cientes
cjn a partir das sequências de decomposi�c~ao do passo j + 1.

cjn =
X
k

hn�2kc
j+1
k +

X
k

gn�2kd
j+1
k

=
X
k

�
hn�2kc

j+1
k + gn�2kd

j+1
k

�
(2.54)

2.4 Tratamento das Condi�c~oes de Contorno

Na pr�atica as fun�c~oes (sinais) possuem dura�c~ao �nita. Em raz~ao disto apa-
rece o delicado problema dos efeitos de bordo no instante da aplica�c~ao da
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convolu�c~ao com os �ltros h ou g nos limites do sinal. Alguns coe�cientes
destes �ltros teriam que ser convoluidos com uma por�c~ao do sinal que n~ao
existe. As principais maneiras de tratar este problema s~ao:

� a mais simples, completa a sequência que representa a fun�c~ao com zeros
(�gura 2.13(a));

� possivelmente a mais usada, trata a fun�c~ao como peri�odica, repetindo
o sinal a partir de cada bordo (x(N + i) � x(i))(�gura 2.13(b));

� uma outra op�c~ao �e atrav�es da re
ex~ao do sinal nos bordos. Assim,
x(N + i) � x(N � i+ 1) e x(�i) � x(i� 1) (�gura 2.13(c));

� �nalmente, temos a op�c~ao de utilizar fun�c~oes da base que se adaptem
ao intervalo. Em [Gomes and Velho, 1998a] pode ser encontrada uma
discuss~ao sobre esta possibilidade.

Figura 2.13: Tratamento do Contorno (a) Extens~ao com Zeros (b) Periodi-
za�c~ao (c) Re
ex~ao ([Gomes and Velho, 1998a])
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2.5 Implementa�c~ao

2.5.1 Transformada R�apida de Wavelet(FWT).

O algoritmo FWT �e a implementa�c~ao direta do esquema da an�alise de mul-
tiresolu�c~ao, resultando da aplica�c~ao direta das equa�c~oes 2.48. Para compre-
ender a implementa�c~ao deste algoritmo podemos usar a nota�c~ao matricial,
de modo que estas equa�c~oes podem ser descritas como:

fWg = [M ]ffg; (2.55)

onde fWg �e a transformada de wavelet da fun�c~ao ffg, e [M ] �e o n�ucleo da
transforma�c~ao dado por:

[M ] =

2
66666666664

h0 � � � hn � � � � � � � � � � � � � � �
g0 � � � gn � � � � � � � � � � � � � � �
� � � h0 h1 � � � hn � � � � � � � � �
� � � g0 g1 � � � gn � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
hi+1 � � � hn � � � � � � h0 � � � hi
gi+1 � � � gn � � � � � � g0 � � � gi

3
77777777775

(2.56)

Atrav�es da equa�c~ao 2.55 realizamos um passo da transforma�c~ao de wavelet
(um n��vel de decomposi�c~ao), obtendo a partir de fj os coe�cientes de wavelet
fcj+1g e fdj+1g. Podemos ent~ao veri�car que a sequência fWg �e dada por:

fWgj+1 = fcj+10 ; dj+10 ; cj+11 ; dj+11 ; � � � cj+1N ; dj+1N g (2.57)

O algoritmo 2.2 apresenta uma implementa�c~ao da equa�c~ao 2.55

Algoritmo 2.2.
ForwardFWT1 (h, g, f, w, nh, ng, nf )
h � > �ltro h da transformada de wavelets com nh elementos
g � > �ltro g da transformada de wavelets com ng elementos
f � > fun�c~ao a ser transformada com nf elementos
f

for (i=0; i < nf ; i+=2 ) f
k = i * nh / 2
w[i] = 0
for (j=0; j < nh; j++)f

w[i] += h[j] * f[k]
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k = (k+1)%nf
g

g
for (i=1; i <= nf ; i+=2 )f

k = (i-1) * ng / 2
w[i] = 0
for (j=0; j < ng; j++)f

w[i] += g[j] * f[k]
k = (k+1)%nf

g
g
return w

g

Ap�os a execu�c~ao deste c�odigo ser�a obtida uma sequência representandoW
como a apresentada na equa�c~ao 2.57, sendo necess�ario separar as sequências
de coe�cientes c e d, para gerar a sequência:

fWgj+1 = �cj+10 ; cj+11 ; � � � cj+1N ; dj+10 ; dj+11 ; � � � ; dj+1N

	
(2.58)

Isto pode ser feito movendo os elementos de w[i] para w[l], com l igual
a l = nf

2
+ b i

2
c. Assim, o c�odigo que realiza um n��vel de decomposi�c~ao da

transformada gerando as sequências fcg e fdg separadas, �e apresentado no
algoritmo 2.3.

Algoritmo 2.3.
ForwardFWT2 (h, g, f, w, nh, ng, nf )
h � > �ltro h da transformada de wavelets com nh elementos
g � > �ltro g da transformada de wavelets com ng elementos
f � > fun�c~ao a ser transformada com nf elementos
f

for (i=0; i < nf ; i+=2 )f
k = i * nh / 2
w[i/2] = 0
for (j=0; j < nh; j++) f

w[i/2] += h[j] * f[k]
k = (k+1)%nf

g
g
for (i=1; i <= nf ; i+=2 ) f

k = (i-1) * ng / 2
w[i/2 + nf/2] = 0
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for (j=0; j < ng; j++) f
w[i/2 + nf/2] += g[j] * f[k]
k = (k+1)%nf

g
g
return w

g

Finalmente, uma outra altera�c~ao deve ser realizada para tratar �ltros de
convolu�c~ao com origem diferente de 0, ou seja com in��cio das sequências em
h0 e g0. O algoritmo 2.4 contem estas altera�c~oes e gera todos os n��veis de
decomposi�c~ao da transformada.

Algoritmo 2.4.
ForwardFWT (h, g, f, w, nh, ng, h0, g0, L )
h � > �ltro h da transformada de wavelets com nh elementos
h0 � > origem do �ltro h
g � > �ltro g da transformada de wavelets com ng elementos
g0 � > origem do �ltro g
f � > fun�c~ao a ser transformada com nf elementos
L� > numero de niveis de decomposicao
f

nf = 2L

for ( l=L-1; l <= 0; l �� ) f
for (i=0; i < 2l; i+=2 ) f

k = ((i � nh
2
) + h0)%2l

w[ i
2
] = 0

for (j=0; j < nh; j++) f
w[ i

2
] += h[j] * f[k]

k = (k + 1)%2l

g
g
for (i=1; i <= 2l; i+=2 ) f

k =((i � ng=2) + g0)%2l

w[(i=2) + ng=2] = 0
for (j=0;j < ng; j++) f

w[(i=2) + ng=2] += g[j] * f[k]
k = (k + 1)%2l

g
g
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copie w para f
g
return w

g

2.5.2 A FWT Inversa

A transformada inversa recebe uma sequência fWg como gerada pelo algo-
ritmo 2.4 e converte em uma representa�c~ao no espa�co de escalas. O algorit-
mo 2.5 apresenta esta implementa�c~ao:

Algoritmo 2.5.
ReverseFWT (h, g, w, nh, ng, h0, g0, nf, L )
h � > �ltro h da transformada de wavelets com nh elementos
h0 � > origem do �ltro h
g � > �ltro g da transformada de wavelets com ng elementos
g0 � > origem do �ltro g
f � > fun�c~ao a ser transformada com nf elementos
L � > numero de niveis de decomposicao
f

tmp = W !! copia os coe�cientes para vetor temporario
for (j=0; j < L; j++) f

f [0 � � �2i(j � 1)] = 0 !! zera o vetor do sinal reconstruido
for(k=0; k < 2(j�1); k++) f

i = ((k � h0)=2)%2j

lb = (k � h0)%2
for ( l=lb; l <= nh; l+=2) f

f [k]+ = h[l] � tmp[i]
i = CIRC(i� 1; 2j)

g
i = ((k � g0)=2)%2j

lb = (k � g0)%2
for ( l=lb; l <= ng; l+=2) f

f [k]+ = g[l] � tmp[i + 2j]
i = CIRC(i� 1; 2j)

g
g
copia f para tmp

g
retorne f

g
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2.5.3 Representa�c~ao da Fun�c~ao de Escala e de Wavelet

Podemos veri�car que para gerar uma transformada discreta de wavelet ne-
cessitamos apenas do �ltro passa baixa h. A partir de h podemos gerar a
fun�c~ao �(x) associada, o �ltro de passa banda g e a fun�c~ao de wavelet (wavelet
b�asica). Assim, seja h uma sequência que satisfa�ca:X

k

hk =
p
2
X
k

hkhk+2l = �l (2.59)

Ent~ao, existe uma fun�c~ao de escala :

�(t) =
X
k

hk�(2t� k); (2.60)

que pode ser constru��da como uma soma ponderada de c�opias em meia escala,
usando h como os pesos da pondera�c~ao. Ou seja, �(t) pode ser calculada
numericamente [Daubechies, 1988] atrav�es de repetidas convolu�c~oes do �ltro
h com vers~oes escalada da fun�c~ao pulso retangular (2.14), algoritmo cascade.
Formalmente temos:

�(x) = lim
x!1

�i(x); (2.61)

onde

�i(x) =
p
2
X
n

h(n)�i�1(2x� n) (2.62)

�e uma aproxima�c~ao por partes de �(t), e

�0(x) = �(x) =

8><
>:
1; j x j< 1

2
1
2
; j x j= 1

2

0; j x j> 1
2

(2.63)

Se iniciarmos o processo com a fun�c~ao �, podemos calcular o �ltro h
atrav�es de:

h(k) = h�1;0(t); �o;k(t)i; (2.64)

onde

�j;k(t) = 2�
j
2�(2jt� k); com j = 0; 1; � � � e k = 0; 1; � � � ; 2j � 1 (2.65)
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Figura 2.14: Constru�c~ao da Fun�c~ao de Escala.

O �ltro passa banda g pode ser obtido a partir do �ltro h usando a
express~ao

g(k) = (�1)kh(�k + 1) (2.66)

e, a partir do �ltro g obtemos  

 (t) =
X
k

g(k)�(2t� k) (2.67)

A fun�c~ao de wavelet  tamb�em pode ser obtida atrav�es da aplica�c~ao do
algoritmo cascade apresentado para a fun�c~ao de escala.

2.6 Bases de Wavelets

Um problema central no desenvolvimento de aplica�c~oes baseadas em wavelet
�e a escolha das fun�c~oes que comp~oem a base de wavelets, as quais dependem
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essencialmente das propriedades da wavelet m~ae. Existe uma grande varie-
dade de bases de wavelet, e sua escolha depende dos requisitos da aplica�c~ao.
Nesta se�c~ao apresentaremos as propriedades importantes de bases de wavelet
e algumas bases mais conhecidas e utilizadas.

2.6.1 Projeto de Bases de Wavelets

Como a solu�c~ao da equa�c~ao de re�namento possui muitos graus de liberda-
de, �e necess�ario acrescentar restri�c~oes a esta equa�c~ao para obter a base de
wavelets com as caracter��sticas(propriedades) necess�arias de modo a obter o
comportamento desejado para a aplica�c~ao. As principais propriedades, que
caracterizam o comportamento de uma base de wavelet s~ao: ortogonalida-
de, suporte compacto, simetria, regularidade, n�umero de momentos nulos,
interpola�c~ao, e coe�cientes racionais.

A an�alise de multiresolu�c~ao gera fun�c~oes de wavelet e de escala ortogonais
ou bi-ortogonais. A caracter��stica de ortogonalidade, est�a associada �a capa-
cidade de reconstru�c~ao perfeita da transformada, resultando em um processo
de decomposi�c~ao/reconstru�c~ao numericamente est�avel. Nas wavelet ortogo-
nais o mesmo par de �ltros �e usado para decomposi�c~ao e reconstru�c~ao, o que
evita a perda de informa�c~ao, desej�avel em algumas aplica�c~oes. Al�em disto,
os operadores de proje�c~ao nos diferentes espa�cos Vj e Wj resultam em apro-
xima�c~oes �otimas das fun�c~oes de L2(<). A desvantagem das bases ortogonais
reside no fato de somente uma delas (Base de Haar) ser formada por fun�c~oes
sim�etricas. Em fun�c~ao disto podemos em algumas aplica�c~oes substituir a
base ortogonal por uma base biortogonal, que resulta em uma maior liber-
dade para o projeto de bases de wavelet. Uma outra caracter��stica das bases
ortogonais �e possuir uma liga�c~ao direta entre a norma dos coe�cientes e a
norma da fun�c~ao transformada em L2, que �e dada pela express~ao:

kfk =
sX

s;t

d2s;t (2.68)

A transformada r�apida de uma base ortogonal �e uma transforma�c~ao unit�a-
ria, ou seja, a sua adjunta �e igual �a transposta. Isto �e uma importante pro-
priedade em aplica�c~oes de an�alise num�erica, pois signi�ca que o erro presente
no dado inicial n~ao vai crescer, mantendo o c�alculo o mais est�avel poss��vel.

A largura do suporte das fun�c~oes � e  �e determinada pelo comprimen-
to dos coe�cientes das sequências (hn) e (gn). A caracter��stica de suporte
compacto �e b�asica para efeito de localiza�c~ao de frequências no sinal. Quanto
menor o suporte das fun�c~oes da base, menor ser�a o n�umero de coe�cientes
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necss�arios para a reconstru�c~ao de uma parcela do sinal (fun�c~ao). Para wave-
let ortogonais de suporte compacto, os �ltros h e g s~ao �ltros de impulso de
resposta �nito, o que acelera o algoritmo de constru�c~ao da pirâmide de de-
composi�c~ao. Esta caracter��stica in
ui diretamente no esfor�co computacional
necess�ario para o c�alculo da transformada, pois se o suporte for muito largo
�e grande o n�umero de amostras envolvidas na convolu�c~ao dos �ltros com o
sinal.

O n�umero de momentos nulos, de�nido como o maior inteiro n que anula
as integrais:

hxni =

Z 1

�1
 (x)xn dx, n = 0 : : : p� 1; (2.69)

determina a taxa de convergência da aproxima�c~ao por wavelet de fun�c~oes
regulares. Esta propriedade tamb�em caracteriza a regularidade da wavelet,
sendo bastante importante na detec�c~ao de singularidades. Este n�umero de-
termina a raz~ao de convergência de aproxima�c~oes por wavelet de fun�c~oes
regulares.

A caracter��stica de regularidade das fun�c~oes da base �e desejada em aplica-
�c~oes que envolvem o c�alculo de derivadas e compress~ao. Esta caracter��stica
est�a associada a uma melhor localiza�c~ao das frequências dos �ltros usados,
o que resulta em melhores taxas de compress~ao. Por outro lado, a remo�c~ao
de coe�cientes abaixo de um certo limite ser�a menos percebida se forem
usadas wavelet regulares. Em bases n~ao ortogonais podemos veri�car que
esta caracter��stica �e mais relevante para a base prim�aria que para a dual.

A simetria �e importante em aplica�c~oes como processamento de imagens e
vis~ao computacional. Esta propriedade pode ser explorada na quantiza�c~ao de
imagens para compress~ao e no processamento dos bordos de sinais de dura�c~ao
limitada usando periodiza�c~ao por re
ex~ao do dado. Segundo demonstrado
em [Daubechies, 1992], simetria e ortogonalidade s~ao caracter��sticas incom-
pat��veis, exceto para a wavelet de Haar. Como decorrência da simetria da
fun�c~ao da base, veri�ca-se que os �ltros s~ao sim�etricos, denominados �ltros
de fase linear. Isto garante que n~ao haver~ao distor�c~oes de fase durante a
reconstru�c~ao.

Quando os coe�cientes dos �ltros s~ao n�umeros racionais, a implemen-
ta�c~ao computacional se torna mais e�ciente e precisa. Melhor ainda se forem
n�umeros racionais di�adicos, assim podemos substituir a divis~ao por dois, por
um shift de bits.

Geralmente, a fun�c~ao anal��tica das fun�c~oes de escala e de wavelet n~ao
est~ao dispon��veis. Mas em certos casos elas podem ser bastante �uteis. Um
importante exemplo de base de wavelet com esta caracter��stica �e a formada
pelas B-splines. A propriedade de interpola�c~ao torna poss��vel o c�alculo de
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coe�cientes de escala em qualquer posi�c~ao do dom��nio, a partir de amostras da
fun�c~ao. Quando a fun�c~ao de escala �(k) = �k, para k 2 Z, os coe�cientes cjk =
hf; �ji da proje�c~ao PVj em Vj, s~ao os valores da fun�c~ao f(2jk) , amostrados
em um reticulado com espa�camento 2�j

Como estas diferentes propriedades n~ao s~ao inerentes a uma �unica base de
wavelet, algumas s~ao con
itantes, surgindo ent~ao diferentes bases apropriadas
para cada aplica�c~ao. Assim, vamos apresentar a seguir as classes de bases de
wavelet mais comuns e suas principais caracter��sticas.

2.6.2 Bases Ortogonais

Na maioria das aplica�c~oes, as bases ortogonais representam a melhor escolha,
embora sejam n~ao sim�etricas (exceto a de Haar). A simetria das fun�c~oes da
base pode ser reduzida no projeto da base de fun�c~oes. Estas bases resultam
como consequência direta da an�alise de multiresolu�c~ao, onde os espa�cos Wj

s~ao de�nidos como complemento ortogonal de Vj em Vj�1. A condi�c~ao que
garante a ortogonalidade pode ser expressa por:

h ; �(�l)i = 0; (2.70)

ou seja

W0 ? V0 (2.71)

Entre as bases ortogonais mais comuns podemos citar as bases de Haar,
Daubechies, e Coi
et.

Base de Haar

A wavelet mais simples �e a de Haar. As fun�c~oes desta base s~ao de�nidas por:

 (x) =

8><
>:
1; se x 2 �0; 1

2

�
�1; se x 2 �1

2
; 1
�

0; se x < 0 ou x > 1

(2.72)

 s;t(x) = 2�
s
2 (2�su� t); m; n 2 Z (2.73)

A fun�c~ao de escala associada, pode ser representada por:

�(x) =

(
0; se x < 0 ou x > 1

1; se x 2 [0; 1]
(2.74)
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0 1
h 1p

2
1p
2

g 1p
2

� 1p
2

Tabela 2.1: Filtros da Base de Haar

Podemos veri�car que cada fun�c~ao  s;t(x) tem seu suporte nos intervalos
fechados Is;t = [2�mn; 2�m]. Os �ltros que de�nem esta transformada est~ao
descritos na tabela 2.1.

As fun�c~oes de Haar n~ao s~ao cont��nuas, nem regulares, mas representam
as wavelet mais compactas, possuindo boa localiza�c~ao no espa�co. Adicional-
mente, possuem a vantagem de n~ao precisar de processamento num�erico para
determinar valores arbitr�arios das fun�c~oes da base.

Base de Daubechies

Em [Daubechies, 1988], �e apresentada uma fam��lia de wavelet, fDr
k(x)g, que

�e ortonormal e possui suporte compacto. Para cada valor do inteiro r, o
conjunto de wavelets

fDr
j;k(x)g = f2 j

2Dr(2jx� k)g; com j; k 2 Z; (2.75)

forma uma base de wavelets ortonormal. Podemos veri�car que Dr(x) �e zero
fora do intervalo [0; 2r � 1], e os r primeiros momentos se anulam, ou seja:Z 1

�1
xnDr(x) dx = 0; n = 0; 1; � � � ; r; (2.76)

tamb�em temos que o n�umero de derivadas cont��nuas �e aproximadamente r
5
.

�E interessante notar que D1 �e a wavelet b�asica de Haar, e a regularida-
de aumenta com o n�umero de momentos nulos. As wavelet de Daubechies
possuem o menor suporte para um dado n�umero de momentos nulos. Pa-
ra uma descri�c~ao dos valores dos �ltros de v�arias wavelets de Daubechies
ver [S�evenier, 1994]. A �gura 2.15 mostra as fun�c~oes de escala e wavelets D2

a D7.

2.6.3 Bases Biortogonais

A condi�c~ao de ortogonalidade imp~oem uma forte restri�c~ao para a constru�c~ao
de wavelets. Por exemplo, sabe-se que a wavelet de Haar �e a �unica wavelet
ortogonal, sim�etrica e com suporte compacto. A generaliza�c~ao para wavelets
biortogonais aumenta a 
exibilidade no projeto de bases de wavelets.
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Figura 2.15: Fun�c~oes de escala e de wavelets da fam��lia de Daubechies

A an�alise de multiresolu�c~ao biortogonal emprega operadores de proje�c~ao
similares aos apresentados nas equa�c~oes 2.40, sendo expressos por:

PVjf =
X
n

hf; �jni~�jn

PWj
f =

X
n

hf;  jni ~ jn; (2.77)

onde os pares de fun�c~oes �,  , e ~�, ~ s~ao usados como fun�c~oes para decom-
posi�c~ao e reconstru�c~ao respectivamente, sendo denominadas pares de fun�c~oes
primal e dual.

As fun�c~oes duais de wavelet ~ e de escala ~�, geram uma an�alise dual de
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multiresolu�c~ao com subespa�cos ~Vj e ~Wj, tal que:

~Vj ? Wj e Vj ? ~Wj; (2.78)

e consequentemente:

~Wj ? Wj0 para j 6= j 0 (2.79)

A an�alise de multiresolu�c~ao dual n~ao necess�ariamente �e a mesma gerada
pela base de fun�c~oes original. De uma maneira mais geral, podemos a�rmar
que:

h~�jl; �jl0i = �l�l0; l
0; l 2 Z

h ~ jl;  j0l0i = �j�j0; �l�l0; l
0; l; j; j 0 2 Z (2.80)

As de�ni�c~oes para ~ e ~� s~ao as mesmas usadas para � e  , ou seja, as
fun�c~oes devem satisfazer:

~�(x) = 2
X
k

~hk ~�(2x� k)

~ (x) = 2
X
k

~gk ~�(2x� k) (2.81)

Assim, das equa�c~oes 2.80 e 2.81 temos que:

~hk�2l = h~�(x� l); �(2x� k)i
~gk�2l = h ~ (x� l); �(2x� k)i (2.82)

Um par de fun�c~oes (escala e wavelet) biortogonal �e denominado semior-
togonal se geram uma an�alise de multiresolu�c~ao ortogonal [Chui, 1992]. A
denomina�c~ao pr�e-wavelet tamb�em �e usada. Posto que os espa�cos Wj s~ao
mutualmente ortogonais, temos que:

Wj ? ~Wj0 e Wj ? Wj0 para j 6= j 0 (2.83)

Consequentemente, Wj = Wj0, o que implica que Vj = Vj0. Assim, as
fun�c~oes primal e dual geram a mesma an�alise de multiresolu�c~ao (ortogonal).
Dentre as vantagens das bases de wavelets biortogonais, podemos destacar a
capacidade de projetar uma base de fun�c~oes sim�etricas.
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Figura 2.16: Fun�c~oes de escala e de wavelets biortogonais.

Base de Splines

A base de splines, proposta por [Chui and Wang, 1991], �e uma base biortogo-
nal que possui v�arias propriedades interessantes como: suavidade e momentos
nulos. Al�em disto, est~ao dispon��veis as express~oes anal��ticas para a fun�c~ao
de escala e de wavelet e suas duais, tanto no dom��nio espacial quanto no da
frequência. A �gura 2.16 apresenta algumas fun�c~oes de escala e de wavelets
Bsplines.
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A fun�c~ao de escala de ordem 0 �e dada por:

�0(x) =

(
1; se 0 � x < 1

0; de outra forma
(2.84)

Fun�c~oes de escala com suporte compacto de ordem j podem ser geradas
recursivamente em termos de B-splines cardinais:

�j(x) =
x

j � 1
�j�1(x) +

j � x

j � 1
�j�1(x� 1) (2.85)

No dom��nio da frequência as fun�c~oes correspondentes s~ao descritas por

�̂j(f) =

�
1� e�i2�f

i2�f

�j
(2.86)

A fun�c~ao de wavelet �e expressa por:

 j(f) =

3j�2X
k=0

qj;k�
j(2x� k); (2.87)

com

qj;k =
(�1)k
2j � 1

jX
l=0

�
j

l
�2j(K + 1� l)

�
(2.88)

Pode ser veri�cado que o supp( j) = [0; 2j�1]. De�ni�c~oes para as fun�c~oes
duais podem ser encontradas em [Chui, 1992]

2.7 Transformada de Wavelets 2D e 3D

As transformadas de wavelets 2D e 3D podem ser obtidas por considera�c~oes
de separabilidade, o que pode ser feito atrav�es da aplica�c~ao de um certo
n�umero de transformadas unidimensionais. Por exemplo, para uma trans-
formada 2D podemos aplicar a transformada �as linhas do sinal 2D, e em
seguida �as colunas. Assim, a teoria de an�alise de multiresolu�c~ao pode ser
facilmente extendida para espa�cos 2D e 3D. Para uma aproxima�c~ao em mul-
tiresolu�c~ao n-dimensional, cada espa�co de aproxima�c~ao V n

j 2 L2(<) pode
ser decomposto como um produto tensorial de n espa�cos unidimensionais
idênticos Vj 2 L2(<) por:

V n
j = Vj 
 � � � 
 Vj (2.89)
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2.7.1 Transformada 2D

Para n igual a dois, podemos extender a an�alise de multiresolu�c~ao atrav�es
do seguinte teorema:

Se � �e a base de Vj, ent~ao V
2
j �e constru��do atrav�es do produto tensorial

�(x; y) = �(x)�(y). Se �(x; y) �e a fun�c~ao de escala bidimensional de uma
aproxima�c~ao em multiresolu�c~ao de L2(<), e  (x) �e a wavelet unidimensional
associada com a fun�c~ao �(x), ent~ao os espa�cos de diferen�cas bidimensionais
W 2

j s~ao constru��dos a partir de 3�(2n�1) wavelet bidimensionais, dadas por:

N0;j
l;m(x; y) =  jl (x) 

j
m(y)

N1;j
l;m(x; y) =  jl (x)�

j
m(y)

N2;j
l;m(x; y) = �jl (x) 

j
m(y); (2.90)

e

L2(<2) =
1M

j=�1
W 2
j : (2.91)

Se considerarmos uma imagem n � n, fj(x; y), onde n �e uma potência
de 2, e j representa a escala da fun�c~ao. Podemos represent�a-la em termos
das wavelet bidimensionais. Em cada est�agio da transforma�c~ao decompomos
a imagem em quatro subimagens de resolu�c~ao n=2 � n=2 como mostrado
na �gura 2.17. Cada uma destas imagens �e gerada pelo produto vetorial
da imagem com uma das fun�c~oes da base 2D de wavelet, seguida de uma
subamostragem em x e y. Para o primeiro passo podemos escrever:

f 01 = hf 00 (x; y); �(x� 2m; y � 2n)i
f 11 = hf 00 (x; y); N2;j(x� 2m; y � 2n)i
f 21 = hf 00 (x; y); N1;j(x� 2m; y � 2n)i
f 31 = hf 00 (x; y); N0;j(x� 2m; y � 2n)i (2.92)

Para passos subsequentes, f 02j (x; y) �e decomposta da mesma forma para
gerar imagens na escala 2j+1.

Escrevendo os produtos internos como convolu�c~oes temos:

f 01 =
��
f 02j (x; y) � �(�x;�y)

�
(2m; 2n)

	
f 11 =

��
f 02j (x; y); N2;j(�x;�y)

�
(2m; 2n)

	
(2.93)

f 21 =
��
f 02j (x; y); N1;j(�x;�y)

�
(2m; 2n)

	
f 31 =

��
f 02j (x; y); N0;j(�x;�y)

�
(2m; 2n)
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Figura 2.17: Transformada de Wavelets Discreta 2D

Como as fun�c~oes de escala e de wavelet s~ao separ�aveis, cada convolu�c~ao
bidimensional pode ser quebrada em uma convolu�c~ao ao longo das linhas e
outra ao longo das colunas de f , conforme mostrado na �gura 2.18.

No primeiro est�agio realizamos uma convolu�c~ao das linhas da imagem f 02j
com o �ltro h e com o �ltro g, colocando os coe�cientes c e d em suas posi�c~oes
respectivas, de modo a gerar as sequências apresentadas na equa�c~ao 2.58 para
sinais unidimensionais. Em seguida repetimos o processo para as colunas,
gerando assim as quatro subimagens. Se considerarmos que os �ltros h e g s~ao
�ltros ideais passa banda e passa baixa, temos que f 2

j

0 cont�em a informa�c~ao
de baixa frequência da escala anterior, f 2

j

1 ,f 2
j

2 , e f 2
j

3 cont�em a informa�c~ao
acerca das arestas horizontais, verticais e diagonais respectivamente, estes
�ltros s~ao denominados anisotr�opicos.

A transformada inversa �e realizada por um processo similar. Em cada
passo do algoritmo combinamos as sequências de coe�cientes das linhas das
imagens dos n��veis subjacentes e em seguida realizamos o mesmo para as
colunas (�gura 2.19).

2.7.2 Transformada 3D

Podemos extender a an�alise de multiresolu�c~ao para três dimens~oes. Assim, se
� �e a fun�c~ao da base de Vj, ent~ao V

3
j �e constru��do atrav�es do produto tensorial

�(x; y; z) = �(x)�(y)�(z). Se �(x; y; z) �e a fun�c~ao de escala tridimensional
de uma aproxima�c~ao em multiresolu�c~ao de L2(<), e  (x) �e a wavelet uni-
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Figura 2.18: Passo da transformada de Wavelets Discreta 2D

dimensional associada com a fun�c~ao �(x), ent~ao os espa�cos de diferen�cas
tridimensionais W 3

j s~ao constru��dos a partir de sete wavelet tridimensionais,
dadas por:

N0;j
l;m;n(x; y; z) =  jl (x) 

j
m(y) 

j
n(z)

N1;j
l;m;n(x; y; z) =  jl (x) 

j
m(y)�

j
n(z)

N2;j
l;m;n(x; y; z) =  jl (x)�

j
m(y) 

j
n(z)

N3;j
l;m;n(x; y; z) =  jl (x)�

j
m(y)�

j
n(z) (2.94)

N4;j
l;m;n(x; y; z) = �jl (x) 

j
m(y) 

j
n(z)

N5;j
l;m;n(x; y; z) = �jl (x) 

j
m(y)�

j
n(z)

N6;j
l;m;n(x; y; z) = �jl (x)�

j
m(y) 

j
n(z);

e

L2(<3) =
1M

j=�1
W 3
j : (2.95)

O algoritmo tridimensional para decomposi�c~ao de um volume segundo
uma base de wavelet �e obtido atrav�es da aplica�c~ao dos �ltros h e g ao longo
dos eixos z, y e x repetidamente, como esquematizado na �gura 2.20

O resultado deste processo s~ao 7 subvolumes de detalhes Dd1
mff � � �Dd7

mff
e um sinal resultante de uma �ltragem por um passa baixa Amf que ser�a
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Figura 2.19: Transformada Inversa 2D.

decomposto nos passos posteriores. A pirâmide resultante da aplica�c~ao deste
processo pode ser vista na �gura 2.21.
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Figura 2.20: Esquema de Convolu�c~ao para Wavelet 3D

Figura 2.21: Decomposi�c~ao em Wavelets do Volume
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Cap��tulo 3

Visualiza�c~ao Volum�etrica

3.1 Introdu�c~ao

Podemos conceituar visualiza�c~ao volum�etrica como o conjunto de t�ecnicas de
visualiza�c~ao relacionadas com a representa�c~ao, manipula�c~ao e visualiza�c~ao de
conjuntos de dados, denominados dados volum�etricos. Estes dados podem ser
enquadrados dentro do conceito de objeto gr�a�co [Gomes and Velho, ], sendo
assim denominados objetos volum�etricos. Um objeto volum�etrico (objeto
gr�a�co 3D) pode ser de�nido como uma fun�c~ao f : U � <3 $ <m, onde
U �e o suporte geom�etrico do objeto e f �e a fun�c~ao de atributos fun�c~ao de
densidade). Assim, veri�camos que �e a fun�c~ao de densidade que descreve o
objeto volum�etrico.

Baseados nos n��veis de abstra�c~ao do paradigma dos quatro universos pro-
posto em [Gomes and Velho, ], podemos veri�car que o processamento de
objetos gr�a�cos �e baseado na descri�c~ao, representa�c~ao e reconstru�c~ao do ob-
jeto, e nas estruturas de dados utilizadas para sua manipula�c~ao.

Neste trabalho vamos considerar como dados volum�etricos os objetos
gr�a�cos volum�etricos representados no esquema por matriz [Gomes and Velho, 1998b].
Neste esquema a fun�c~ao de densidade �e representada por uma matriz onde
cada c�elula (voxel) cont�em a informa�c~ao de densidade e os outros atributos
do objeto. Assim, podemos dizer que os dados volum�etricos aqui tratados,
s~ao dados escalares ou vetoriais amostrados em uma grade tridimensional
regular

Estes conjuntos de dados tem sido largamente utilizados em muitas apli-
ca�c~oes cient���cas e de engenharia, tais como dinâmica dos 
uidos, ciências
dos materiais e em v�arias t�ecnicas de diagn�osticos de patologias por imagens.
Tamb�em a �area de s��ntese de imagens realistas tem utilizado as t�ecnicas de vi-
sualiza�c~ao volum�etrica para gerar imagens de fenômenos amorfos, tais como
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chamas, nuvens e gases.
Dentre as t�ecnicas de visualiza�c~ao volum�etrica existem duas classes b�asi-

cas: extra�c~ao de superf��cies (surface �tting) e visualiza�c~ao direta de volumes.
Estas duas abordagens diferem basicamente pela utiliza�c~ao ou n~ao de repre-
senta�c~oes intermedi�arias dos dados volum�etricos para a gera�c~ao da visuali-
za�c~ao adequada. Nos m�etodos de extra�c~ao de superf��cie �e gerada uma repre-
senta�c~ao por pol��gonos dos dados volum�etricos, a partir da qual �e realizada a
visualiza�c~ao com os m�etodos de visualiza�c~ao de pol��gonos. Os m�etodos de vi-
sualiza�c~ao direta de volumes n~ao representam os objetos 3D como superf��cies
geom�etricas e arestas. Os dados volum�etricos s~ao visualizados diretamente,
sendo tratados como um objeto amôrfo semitransparente.

A seguir descreveremos as t�ecnicas b�asicas para visualiza�c~ao direta de
volumes, e os dois principais algoritmos representantes destas t�ecnicas: ray
casting e splatting.

3.2 Visualiza�c~ao Direta de Volumes

Na visualiza�c~ao direta de volumes, a imagem �e gerada atrav�es de um processo
de composi�c~ao dos valores dos voxels ao longo da dire�c~ao de visualiza�c~ao. Este
princ��pio b�asico est�a ilustrado na �gura 3.1, que representa como o valor de
um pixel �e obtido atrav�es da composi�c~ao dos voxels interceptados pelo raio
de vis~ao associado.

t
A

t
B

t

(x, y, z)

r

L

(i,j)

observador

plano da imagem

fonte de luz

raio de visão

Figura 3.1: Principio b�asico de rendering de volumes

O processo de visualiza�c~ao de volumes pode ser de�nido como a cria�c~ao de
uma imagem p(xi; yj) que representa a proje�c~ao da fun�c~ao f(xi; yj; zk)(fun�c~ao
de densidade do objeto volum�etrico) segundo uma dire�c~ao especi�cada. Este
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processo, em geral, �e realizado atrav�es de três etapas b�asicas (diagrama da
�gura 3.2):

� Classi�ca�c~ao

� C�alculo da Ilumina�c~ao

� Forma�c~ao da Imagem

Figura 3.2: Etapas b�asicas da visualiza�c~ao direta de volumes

A primeira etapa �e a classi�ca�c~ao dos dados. Esta etapa permite ao
usu�ario encontrar as estruturas existentes no conjunto de dados, permitindo
isol�a-las, de�nir sua forma e extens~ao. A classi�ca�c~ao envolve o mapeamento
dos valores escalares a serem visualizados, em valores de cor e opacidade
associados. Isto �e feito atrav�es de fun�c~oes de mapeamento que s~ao espec���cas
para cada aplica�c~ao (fun�c~oes de transferência).

A opacidade �e uma medida da transparência de cada voxel, descrevendo
a quantidade de luz incidente no voxel que �e absorvida por ele. Em geral
esta propriedade varia entre 0 e 1, sendo o valor 1 associado a voxels que
absorvem toda a luz incidente (completamente opacos).

O mapeamento do valor escalar em cor, �e feito para gerar uma represen-
ta�c~ao visual do material que representa cada voxel. J�a o mapeamento em
valores de opacidade, �e usado para possibilitar a exibi�c~ao ao observador ape-
nas da parte do volume que lhe interessa, tornando transparentes as por�c~oes
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que n~ao precisarem ser visualizadas, e permitindo a visualiza�c~ao de estrutu-
ras internas ao volume. Resumindo, a fun�c~ao do processo de classi�ca�c~ao �e
possibilitar a identi�ca�c~ao do material que comp~oem cada voxel.

O c�alculo da ilumina�c~ao �e a etapa do processo de visualiza�c~ao que tem o
objetivo de descrever a aparência dos objetos. Este processo envolve a des-
cri�c~ao da intera�c~ao dos diferentes tipos de luz, de diferentes fontes luminosas,
em diferentes posi�c~oes, com os materiais dos voxels que comp~oem o volume.
Esta etapa modi�ca a cor especi�cada para cada voxel pelo mapeamento da
fun�c~ao de transferência, de modo a real�car a percep�c~ao tridimensional na
imagem �nal. Em geral s~ao usadas adapta�c~oes dos modelos de ilumina�c~ao
tradicionais da computa�c~ao gr�a�ca (e.g. Phong).

A terceira etapa envolve o processo de forma�c~ao da imagem com a pro-
je�c~ao de um volume de valores escalares representando a cor de cada voxel, j�a
considerando a ilumina�c~ao. Nesta etapa veri�ca-se como cada voxel contribui
para o valor dos pixels . Este processo envolve a utiliza�c~ao dos m�etodos de
reconstru�c~ao volum�etrica (interpola�c~ao) e uma modelagem da forma como a
imagem do volume ser�a formada.

Nas se�c~oes seguintes detalharemos cada uma das etapas deste processo
de visualiza�c~ao, usando para isto uma abordagem similar �a utilizada pelo
algoritmo ray casting.

3.2.1 Classi�ca�c~ao

O passo de classi�ca�c~ao �e a etapa inicial do processo de visualiza�c~ao vo-
lum�etrica. Isto se d�a por que a manipula�c~ao do volume de dados �e indepen-
dente da t�ecnica que vai ser utilizada para visualiza�c~ao, sendo utilizada como
uma etapa de pr�e-processamento para adequa�c~ao do volume de dados. Em
algoritmos de visualiza�c~ao direta de volumes, a classi�ca�c~ao �e feita atrav�es
de um mapeamento dos valores dos voxels em valores de cor e opacidade.
Esta �e uma tarefa sujeita a erros, e exige que o usu�ario possua um certo co-
nhecimento acerca do que espera encontrar no volume. Em aplica�c~oes como
imagens m�edicas, os dados e valores de componentes s~ao razoavelmente co-
nhecidos, assim este n~ao �e um problema cr��tico. No entanto, para aplica�c~oes
como interpreta�c~ao s��smica, esta etapa �e cr��tica, pois a priori o analista n~ao
sabe o que ir�a encontrar no volume. Uma ferramenta e�ciente para o au-
xilio do projeto da fun�c~ao de mapeamento �e o histograma do volume. O
histograma representa o n�umero de vezes que ocorrem voxels de cada um dos
valores poss��veis (valores discretos de voxels). Assim pode-se conhecer um
pouco da estrutura dos dados do volume e decidir os valores que representam
a estrutura que se deseja visualizar.
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3.2.2 C�alculo da Ilumina�c~ao

O processo de ilumina�c~ao �e utilizado para melhorar a aparência 3D da ima-
gem atrav�es da cria�c~ao de uma ilus~ao de profundidade. Esta ilus~ao de pro-
fundidade �e obtida atrav�es da varia�c~ao da cor dos objetos de acordo com: sua
distância em rela�c~ao ao plano da imagem; material constituinte; e orienta�c~ao
com respeito a fonte de luz e ao observador. A forma de efetuar estes c�alculos
da cor dos objetos �e de�nida de acordo com um modelo, denominado modelo
de ilumina�c~ao.

Os modelos de ilumina�c~ao para computa�c~ao gr�a�ca s~ao divididos em duas
classes: locais e globais. Os modelos globais geram imagens de melhor qua-
lidade, pagando o pre�co de serem computacionalmente mais caros. Em geral
estes modelos tentam levar em considera�c~ao a luz refratada que �e transmiti-
da atrav�es dos objetos, e as componentes especular e difusa da luz re
etida.
Alguns trabalhos prop~oem a utiliza�c~ao de modelos globais de ilumina�c~ao pa-
ra a visualiza�c~ao de volumes em aplica�c~oes como sistemas de visualiza�c~ao
cient���ca e cenas sintetizadas. No entanto a maioria dos sistemas de visuali-
za�c~ao volum�etrica utiliza os m�etodos de ilumina�c~ao local. Os modelos locais
de ilumina�c~ao baseiam-se apenas na re
ex~ao da luz na superf��cie do objeto.
A �gura 3.3 apresenta as componentes de ilumina�c~ao na intera�c~ao da luz com
a superf��cie do objeto. Nesta �gura �ca claro que �e fundamental a determi-
na�c~ao da orienta�c~ao da superf��cie do objeto a ser visualizado. Estes modelos
somente computam a re
ex~ao difusa e especular da luz emitida pelas fontes
luminosas sobre a superf��cie do objeto.

N

-N

observador

S

fonte luminosa

Superfície

do objeto

Luz transmitida

θj

θ’

θ

R

T

D

Legenda:

raios lançados

trajetória física dos raios

D raio de reflexão difusa

R raio de reflexão especular

T raio de luz transmitida

N vetor normal a superfície

S vetor de visada

L vetor da fonte luz

Figura 3.3: Rela�c~oes da luz com a superf��cie do objeto.

Um modelo bastante popular foi proposto por Phong [Phong, 1975]. Nes-
te modelo a re
ex~ao difusa �e causada pela absor�c~ao e reirradia�c~ao unifor-
memente distribu��da da luz a partir da superf��cie iluminada. Este efeito �e
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modelado pela lei de Lambert, descrita pela equa�c~ao:

I = IIkd(N � L): (3.1)

Nesta equa�c~ao I �e a intensidade re
etida, II �e a luz incidente, kd �e o
coe�ciente de re
ex~ao difusa caracter��stico do material, e N �e o vetor normal
�a superf��cie no ponto em quest~ao. Para situa�c~oes pr�aticas, a fonte de luz �e
modelada como um termo constante (luz ambiente) e um termo linear, assim
o modelo pode ser descrito por:

I = Iaka + IIkd(N _L); (3.2)

onde Ia �e a intensidade da fonte de luz e ka �e a constante de re
ex~ao am-
biental. Se considerarmos ainda a componente especular, temos o modelo de
ilumina�c~ao expresso pela equa�c~ao:

I = Iaka +
II(kd(N � L) + ks(E �R)n)

D +K
; (3.3)

onde d �e a distância entre o observador e o objeto, K �e uma constante
arbitr�aria, R �e o vetor da fonte de luz, E �e o vetor do observador, ks �e o
coe�ciente de re
ex~ao especular, e n �e o expoente de re
ex~ao especular.

N

R

V

( )( )C C C k N L k R Vamb luz dif s

n

luz

λ λλ λ
= + • + •∑ ( )

Figura 3.4: Modelo de iluminacao de Phong

De�nido o modelo de ilumina�c~ao podemos utilizar um dos dois algoritmos
de ilumina�c~ao: Gourad [Gouraud, 1971] ou [Phong, 1975]. O algoritmo de
Gourad fornece a intensidade de luz no centro de cada voxel do volume,
ent~ao usa este valor para interpolar a ilumina�c~ao em pontos intermedi�arios.
O algoritmo de Phong, interpola o valor da normal e calcula a ilumina�c~ao
em cada ponto intermedi�ario que surja. Estes modelos s~ao utilizados para
calcular a cor de cada voxel do volume. Isto est�a representado na �gura 3.4.
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normal

interpolada

normal

do voxel

cor interpolada

cor do voxel

Phong Gouraud

Figura 3.5: Algoritmos de iluminacao de Gouraud e Phong

Um ponto central �a aplica�c~ao dos algoritmos de ilumina�c~ao �e a necessidade
de utiliza�c~ao da orienta�c~ao da superf��cie. Isto �e feito atrav�es da estimativa do
vetor normal �a super�cie no ponto em que ser�a iluminado. Quando se trata
de visualiza�c~ao de volumes n~ao faz muito sentido falar em superf��cies. No
entanto considera-se no c�alculo da ilumina�c~ao que o ponto a ser iluminado
pertence a uma isosuperf��cie existente no volume e que passa pelo voxel. A
�gura 3.6 apresenta uma representa�c~ao desta quest~ao.

normal

normal ???

Figura 3.6: Estimativa da normal para ilumina�c~ao

Considere o dado volum�etrico, representado por V, um campo escalar
diferenci�avel. Ent~ao para V de�nido numa grade regular, o gradiente pode
ser aproximado atrav�es de diferen�cas �nitas por:
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V = (Vx; Vy; Vz); onde (3.4)

Vx =
1

2
(V (xi+1; y; z)� V (xi�1; y; z)) ;

Vy =
1

2
(V (x; yj+1; z)� V (x; yj�1; z)) ;

Vz =
1

2
(V (x; y; zk+1)� V (x; y; zk�1))

Desta forma a determina�c~ao da normal N �e feita baseada no valor do
campo escalar que representa o volume, e as componentes desta normal s~ao:

Nx = V (x+ 1; y; z)� V (x� 1; y; z);

Ny = V (x; y + 1; z)� V (x; y � 1; z); (3.5)

Nz = V (x; y; z + 1)� V (x; y; z � 1);

(3.6)

3.2.3 Forma�c~ao da Imagem

Esta etapa do processo de visualiza�c~ao recebe um volume (vetor 3D) de valo-
res escalares (valores de cor e opacidade em cada ponto), e gera uma imagem
resultante da proje�c~ao e acumula�c~ao das contribui�c~oes dos valores de cada
um dos voxels. Para isto, modela-se este processo como uma aproxima�c~ao
do c�alculo da propaga�c~ao de luz atrav�es de um meio participativo (volume).
O meio pode ser modelado como um bloco de um gel semi-transparente com
os valores de cor e opacidade representados a partir das amostras do volume
classi�cado. A luz ao percorrer este meio interage com o gel, podendo ser
absorvida, espalhada ou emitida pelo meio (�gura 3.7).

Se considerarmos somente estes processos de intera�c~ao luz/meio, podemos
trabalhar com a aproxima�c~ao da �otica geom�etrica. Assim, a intera�c~ao da luz
com os elementos de volume pode ser completamente descrita no âmbito da
teoria de transporte [Krueger, 1990]. Isto signi�ca que para gerar a imagem
devemos integrar continuamente os efeitos das propriedades �oticas ao longo
de cada raio de vis~ao. O valor do pixel (i,j) �e gerado pela integra�c~ao dos
efeitos de intera�c~ao da luz com os voxels ao longo do raio de vis~ao r.

Em geral, assume-se o modelo emiss~ao-absor�c~ao (density emitter model)
[Sabella, 1988], no qual o volume �e assumido como preenchido por part��culas
emissoras de luz, controladas por uma fun�c~ao de distribui�c~ao de densida-
de. A aproxima�c~ao para volumes de baixa re
ectância (low albedo) pode ser
expressa por:
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Gel A
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Figura 3.7: Modelo de ilumina�c~ao no voxel

Ii;j =

Z tB

tA

e
�

R t
tA
�(s) ds

IV (t) dt; (3.7)

onde Ii;j �e a intensidade luminosa do volume transportada na dire�c~ao do
raio associado ao pixel (i; j) da imagem; �(s) �e o coe�ciente de atenua�c~ao
(oclus~ao) por unidade de comprimento ao longo do raio; e Iv �e a intensidade
luminosa do volume por unidade de comprimento ao longo do raio.

Esta equa�c~ao �e obtida admitindo as seguintes hip�oteses:

� todos os f�otons atingindo a imagem foram re
etidos apenas uma vez
no objeto vis��vel;

� n~ao �e considerada a atenua�c~ao da luz pelos voxels que �cam entre a
fonte luminosa e o voxel a ser iluminado;

� �e considerada a absor�c~ao isotr�opica.

Para distribui�c~oes arbitr�arias de Iv e � , n~ao existe solu�c~ao anal��tica para
esta integral, o que torna necess�ario utilizar uma aproxima�c~ao num�erica.
Usando uma regra de quadratura para a integral em t (externa) e assumindo
que IV e � s~ao constantes para um certo segmento i de comprimento do raio,
reduzimos a integra�c~ao a um somat�orio:

Ii;j =
nX
k=0

Ik

k�1Y
l=0

e�l ; (3.8)
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onde

Ik = IV

�
tk + tk+1

2

�
(3.9)

�l = �

�
tl + tl+1

2

�
(3.10)

De�nindo �l = 1� e��l como a opacidade da amostra l, e Ck = Ik como
a cor da amostra, temos:

Ii;j =
n�1X
k=0

(Ck

k�1Y
l=0

(1� �l)) (3.11)

O operador over proposto em [Porter and Du�, 1984], expresso por:

over(fg; bg) = �fgfg + (1� �fg)bg; (3.12)

simula a composi�c~ao da cor de dois materiais transparentes de cor fg (fren-
te) e bg (fundo). Utilizando este operador, podemos avaliar este somat�orio
atrav�es de opera�c~oes lineares ao longo do comprimento do raio de vis~ao.

Ii;j = C0+C1(1��0)+C2(1��0)(1��1)+ � � �+Cn�1(1��0) � � � (1��n�2)
= Co over C1 over C2 over � � � over Cn�1: (3.13)

3.3 Algoritmos

Uma vez obtido o volume classi�cado e iluminado, o algoritmo �ca deter-
minado pelo m�etodo utilizado para percorrer o conjunto de dados (structu-
re traversal) e gerar a imagem com a proje�c~ao adequada. Existem quatro
abordagens b�asicas para o problema de visualiza�c~ao direta de volumes: or-
dem da imagem (forward mapping), ordem dos objetos (backward mapping),
m�etodos baseados em mudan�ca de base e m�etodos baseados em transfor-
ma�c~oes geom�etricas do volume. Na primeira abordagem usualmente lan�ca-se
um raio associado a cada pixel da imagem e encontra-se os voxels intercepta-
dos, os quais contribuem para o valor do pixel (�gura 3.8a). J�a a abordagem
baseada na ordem dos objetos, percorre o volume, e para cada voxel encontra
os pixels que s~ao afetados pela sua contribui�c~ao(�gura 3.8b).

O algoritmo de ray casting, representante da primeira classe de algorit-
mos, baseia-se em raios lan�cados do ponto de vista do observador passando
atrav�es de cada pixel da tela e interceptando o volume. Se o raio interceptar o
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dados volumétricos
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(a) Espaço da imagem (b) Espaço do objeto

Figura 3.8: Algoritmo do espa�co da imagem e do objeto

volume, o conte�udo do volume ao longo do raio �e amostrado, transformando-
se o valor em cor e opacidade, resultando na contribui�c~ao destes elementos
de volume que ser�a atribu��da ao pixel correspondente.

T�ecnicas da ordem da imagem, possuem como principal vantagem o fato
de trabalharem apenas com os elementos do volume que contribuem para a
imagem a ser gerada, e a inexistência de representa�c~oes intermedi�arias do
volume. Al�em disto, algumas otimiza�c~oes podem ser implementadas para
volumes esparsos de modo a tirar proveito da coerência espacial. Para isto,
estruturas de dados do tipo octree s~ao usadas, o que acelera consideravelmen-
te o processo de visualiza�c~ao [Fujimoto and Iwata, 1985] e [Levoy, 1990]. Por
outro lado, algoritmos da ordem da imagem acessam os dados do volume de
forma aleat�oria, di�cultando estrat�egias de cache de dados, e aumentado o
tempo de latência da mem�oria. Podemos, a�rmar que os principais proble-
mas desta classe de algoritmos est~ao relacionados �a utiliza�c~ao intensiva de
mem�oria e ao tempo necess�ario para gerar a imagem.

O algoritmo splatting, que trabalha na ordem dos objetos, projeta os
voxels no espa�co da tela ([Westover, 1990]). Este m�etodo necessita que os
voxels sejam ordenados do mais distante para o mais pr�oximo (back-to-front)
ou vice-versa (front-to-back). Em geral �e sacri�cada a qualidade da imagem
para obter um melhor desempenho, gerando assim imagens de pior qualidade
que os m�etodos do espa�co da imagem. No entanto, estes m�etodos permitem
resolver o problema de latência da mem�oria e a implementa�c~ao de estrat�egias
e�cientes de cache, pois processam o volume segundo a ordem de armazena-
mento.

Uma outra classe de algoritmos, mais recente, cont�em os algoritmos ba-
seados na transforma�c~ao do volume para um outro espa�co (e.g. freq�uências)
a partir de onde �e realizada a visualiza�c~ao. Estes m�etodos se baseiam na
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utiliza�c~ao do teorema da proje�c~ao-fatia de Fourier [Cartwright, 1990], mo-
di�cando consideravelmente o m�etodos utilizado para percorrrer os dados.
Como representantes desta classe temos as propostas de [Malzbender, 1993]
e [Totsuka and Levoy, 1993]. Tamb�em podem ser incluidos nesta classe os
m�etodos baseados em transformadas de wavelets que percorrem uma estru-
tura hier�arquica que representa o volume.

A seguir apresentamos os dois algoritmos b�asicos para visualiza�c~ao direta
de volumes. Inicialmente apresentamos o algoritmo ray casting, que gera ima-
gens de muito boa qualidade, necessitando de um consider�avel esfor�co de pro-
cessamento, para em seguida discutir o algoritmo splatting [Westover, 1990],
ordem dos objetos, muito utilizado em implementa�c~oes paralelas de visuali-
za�c~ao de volumes.

3.3.1 Ray Casting

O algoritmo ray casting percorre todo os pixels da imagem determinando
a cor e a opacidade de cada um. Para isto, um raio �e percorrido partindo
de cada pixel em dire�c~ao ao volume. As opacidades e cores encontradas ao
longo do raio s~ao acumuladas at�e se determinar a cor e a opacidade �nal do
pixel . V�arias otimiza�c~oes, melhorias e m�etodos h��bridos s~ao citados na lite-
ratura, principalmente em [Tuy and Tuy, 1984], [Levoy, 1988], [Levoy, 1990],
[Seixas et al., 1994] e [Upson and Keeler, 1988]. Este algoritmo possui alto
custo computacional, mas �e facilmente paraleliz�avel e permite a exibi�c~ao de
todo o conjunto de dados. O algoritmo 3.1 apresenta em linhas gerais as
etapas do algoritmo ray casting.

Algoritmo 3.1.
para i de 1 a ImageWidth

para j de 1 a ImageHeight
prevColour = backgroundcolor
para l de 1 a RayLength

//calcula proxima posi�c~ao ao longo do raio
rayPoint = TraverseData (i, j, viewDirection)
// acessa os voxels correspondentes para interpola�c~ao
sample = InterpolateVoxelData(rayPoint)
// calcula a cor do voxel
color=Shade(sample, normal, lightSource,...)
// realiza a classi�ca�c~ao
opacity = Classify(sample, normal, transferFunction)
//etapa de composi�c~ao
intensity=Composite(color, prevColor, opacity)
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Figura 3.9: Lan�camento do raio

A primeira etapa a ser realizada �e o lan�camento dos raios, para isto po-
demos calcular a interse�c~ao de um raio de vis~ao com o volume de dados e
de�nir o ponto de entrada (te) e sa��da (ts). Em seguida a interse�c~ao pode
ser calculada de maneira incremental. Ent~ao, �e realizada uma amostragem
com espa�camento unit�ario dentro do volume, e para cada amostra �e aplicado
um �ltro de reconstru�c~ao (interpola�c~ao) para determinar o valor do cam-
po escalar do volume no ponto amostrado. Em cada ponto amostrado s~ao
determinadas as propriedades do material representado (cor e opacidade),
sendo realizado o c�alculo da ilumina�c~ao. A abordagem mais comun para este
processo utiliza uma tabela associando valores escalares do volume a cor e
opacidade (Tabela LUT) e utiliza um modelo local de ilumina�c~ao como o de
Phong [Phong, 1975]. Determinados os valores das amostras ao longo do
raio, �e realizado o processo de composi�c~ao atrav�es da aplica�c~ao da equa�c~ao
3.13.

Algumas t�ecnicas de acelera�c~ao foram propostas, todas tentam aproveitar
o conhecimento expl��cito sobre os dados volum�etricos durante o processo de
integra�c~ao.

Levoy [Levoy, 1988], introduziu os conceitos b�asicos de acelera�c~ao por
presen�ca e termina�c~ao precoce do raio (termina�c~ao �), que se tornaram co-
muns nas implementa�c~oes atuais. A acelera�c~ao por presen�ca detecta espa�cos
vazios no volume e n~ao realiza a composi�c~ao em trechos do raio que cruzam
essas subregi~oes. A termina�c~ao � mant�em um valor da opacidade acumulada
durante o processo de composi�c~ao, o qual �e parado quando este valor se torna
su�cientemente pr�oximo de 1 (totalmente opaco), desprezando as amostras
que se encontram na parte posterior do raio, as quais n~ao ir~ao contribuir para
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cor do pixel .
Danskin [Danskin and Hanrahan, 1992] extendeu a id�eia de acelera�c~ao

por presen�ca para acelera�c~ao por homogeneidade, o que permite percorrer
regi~oes vazias ou homogêneas do volume mais rapidamente. A termina�c~ao
precoce tamb�em foi extendida, para adaptar o passo de amostragem ao longo
do raio �a opacidade acumulada (acelera�c~ao �).

Sakas [Sakas and Gerth, ] associou a frequência ao longo do raio �as me-
nores frequências presentes na vers~ao passa-baixa em diferentes n��veis da
pirâmide de multiresolu�c~ao do volume. Para acelerar o processo de visuali-
za�c~ao o passo de integra�c~ao �e adaptado �a resolu�c~ao das vers~oes �ltradas que
ser~ao percorridas.

3.3.2 Splatting

O algoritmo splatting [Westover, 1990] �e inspirado na estrutura do pipeline
de rendering de pol��gonos, onde cada primitiva passa ao longo dos v�arios
est�agios por vez. Neste algoritmo, cada elemento �e mapeado no plano da
imagem, e atrav�es de um processo de acumula�c~ao, tem sua contribui�c~ao
adicionada �a forma�c~ao da imagem. O algoritmo termina quando todas as
primitivas s~ao mapeadas na imagem.

Podemos de�nir o algoritmo atrav�es da aplica�c~ao de quatro etapas prin-
cipais: transforma�c~ao, classi�ca�c~ao/ilumina�c~ao, reconstru�c~ao e visibilidade.
O processo de transforma�c~ao �e composto do mapeamento das coordenadas
(x; y; z) do volume em coordenadas de visualiza�c~ao (i; j; k). Este mapeamen-
to �e realizado atrav�es da de�ni�c~ao da matriz de proje�c~ao ortogr�a�ca, sendo
efetuado de maneira mais e�ciente atrav�es de c�alculos incrementais.

Ap�os determinada a matriz de transforma�c~ao para incrementos nas três
dire�c~oes do volume, o algoritmo determina a ordem em que dever�a percorrer
o volume para manter a ordem de composi�c~ao desejada. Os dois primeiros
eixos que ser~ao percorridos primeiro, formam um plano que ser�a projetado e
onde ser~ao acumuladas as contribui�c~oes dos voxels, este plano forma um bu�er
denominado sheet. Assim, s~ao projetados cada um dos voxels do volume, os
quais s~ao enviados para o processo de classi�ca�c~ao/ilumina�c~ao.

Este processo determina a cor e opacidade de acordo com o valor do voxel,
e aplica o modelo de ilumina�c~ao apropriado gerando a cor e a opacidade �nal
de cada voxel.

O passo seguinte, central ao algoritmo, �e a reconstru�c~ao. Neste passo o
algoritmo se prop~oe a reconstruir um sinal cont��nuo, a partir de um volume
discreto, de modo a reamostrar o sinal na resolu�c~ao desejada para gerar a
imagem.
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Para isto �e criada uma tabela representando a fun�c~ao de footprint, a qual
�e centralizada na proje�c~ao de cada voxel. Em seguida determina-se os pixels
cujos centros est~ao contidos sob a proje�c~ao da tabela. Nestas posi�c~oes pega-
se o valor da tabela e pondera-se os valores do voxel, somando-o ao valor
corrente no sheet bu�er.

footprint

centro de projeção

do voxel

centro dos pixels

Figura 3.10: Utiliza�c~ao da tabela de footprint

A forma mais simples de construir a tabela que representa a fun�c~ao de
footprint �e determinar a extens~ao da proje�c~ao do n�ucleo do �ltro de recons-
tru�c~ao (kernel) sobre o plano da imagem, e selecionar uma resolu�c~ao maior
que a da imagem para a amostrar a fun�c~ao. Em seguida, a integra�c~ao do
n�ucleo de recosntru�c~ao �e realizada para cada um dos pontos gerados. Uma
forma diferente de realizar este processo �e atrav�es da modelagem do resultado
com uma fun�c~ao simples (e.g. Gaussiana), que �e avaliada para cada ponto
da tabela.

Para construir a tabela, o algoritmo calcula a extens~ao da proje�c~ao do
n�ucleo de reconstru�c~ao e o mapeamento entre ela e a tabela normalizada
b�asica gerada a partir de uma proje�c~ao ortogr�a�ca, sem opera�c~oes de escala,
da esfera unit�aria que cont�em o n�ucleo.

Para proje�c~ao ortogr�a�ca e grid igualmente espa�cado nas três dire�c~oes,
temos que o n�ucleo de reconstru�c~ao �e mapeado em uma esfera. O algoritmo
precisa criar uma tabela transformada apenas para levar em considera�c~ao
as escalas uniformes que a transforma�c~ao de visualiza�c~ao impôs aos voxels.
Assim, a extens~ao da proje�c~ao do n�ucleo �e dada nas duas dire�c~oes por: ext =
2 � filterwidth � gridscale � viewscale, e o mapeamento �e dado pela raz~ao
entre os raios das duas circunferências:
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mapping =
1

gridscale � viewscale (3.14)

O processo de visibilidade recebe a cor e opacidade do voxel e pondera
estes valores para gerar a contribui�c~ao em todos os pixels que est~ao sob
a extens~ao do footprint. Os valores ponderados s~ao compostos no bu�er
de acumula�c~ao, usando o esquema de acumula�c~ao apropriado �a ordem de
caminhamento no volume.

Como reconstru�c~ao �e um processo aditivo e visibilidade n~ao, ao �nalizar
a proje�c~ao de uma fatia do volume sobre o sheet bu�er, realiza-se a etapa de
composi�c~ao deste bu�er com a imagem j�a existente no acumulation bu�er.
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Cap��tulo 4

Visualiza�c~ao Volum�etrica com

Wavelets

4.1 Introdu�c~ao

A visualiza�c~ao volum�etrica envolve a manipula�c~ao de grandes quantidades
de dados, o que transforma a e�ciência dos algoritmos seu objetivo central.
Esta e�ciência se manifesta em termos de requisitos de mem�oria e tempo
de execu�c~ao. Isto pode ser observado, veri�cando que o processo de vi-
sualiza�c~ao volum�etrica est�a baseado em uma solu�c~ao precisa da equa�c~ao de
visualiza�c~ao, para o que �e necess�ario a realiza�c~ao de um grande n�umero de
c�alculos num�ericos, resultando em tempos de processamento que impossibi-
litam a interatividade. V�arias t�ecnicas de acelera�c~ao foram propostas para
os m�etodos existentes, mas o crescente aumento na resolu�c~ao dos volumes
impossibilita algumas vezes o seu processamento.

Para melhorar a e�ciência dos algoritmos de visualiza�c~ao volum�etrica com
rela�c~ao �a utiliza�c~ao da mem�oria, tem sido desenvolvidas e�cientes t�ecnicas
de compress~ao, que permitem a visualiza�c~ao do volume diretamente a partir
dos dados comprimidos.

A id�eia b�asica destes m�etodos �e permitir a reconstru�c~ao local de pontos no
volume, sem precisar descomprimir todo o volume. Assim, �e poss��vel resolver
a integral de visualiza�c~ao sobre o dom��nio comprimido, e com isto diminuir
os requisitos de mem�oria necess�arios �a execu�c~ao do algoritmo.

Malzbender [Malzbender, 1993] e Totsuka [Totsuka and Levoy, 1993] de-
senvolveram as primeiras t�ecnicas nesta dire�c~ao, baseados na transformada
de Fourier do volume. Muraki [Muraki, 1993] acrescentou a id�eia de re-
constru�c~ao local do volume a partir de sua descri�c~ao hier�arquica e �unica
oferecida pela teoria de wavelets. Esta representa�c~ao permite a descri�c~ao do
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volume em termos de uma forma b�asica (sinal de baixa frequência) adicio-
nada de detalhes (alta frequência) espacialmente localizados que variam em
sua largura. Explorando as propriedades de localiza�c~ao, podemos obter es-
trat�egias e�cientes para a compress~ao, modelagem e visualiza�c~ao dos dados
volum�etricos. Isto �e poss��vel, entre outras raz~oes, por que a representa�c~ao
hier�arquica pemite a explora�c~ao da coerência no volume.

Os principais benef��cios esperados da utiliza�c~ao de estruturas hier�arquicas
para a representa�c~ao e visualiza�c~ao de dados volum�etricos s~ao a redu�c~ao da
quantidade de dados envolvidos no processo de visualiza�c~ao e uma melhoria
na e�ciência computacional destes algoritmos.

Entre outros aspectos que tornam vantajosa a utiliza�c~ao da represen-
ta�c~ao em wavelets para os dados volum�etricos, podemos citar: o controle
global ou local do n��vel de detalhe (LOD) para a visualiza�c~ao e recons-
tru�c~ao do dado(multiresolu�c~ao), existência de representa�c~oes anal��ticas e
cont��nuas dos parâmetros, e m�etodos de c�alculo progressivos e r�apidos para
estes parâmetros.

A representa�c~ao em wavelets fornece basicamente uma organiza�c~ao em
�arvore (octree) dos coe�cientes da transformada, que cont�em uma vers~ao �l-
trada por passa-baixa dos dados e um conjunto de informa�c~oes de detalhe.
Como grande parte dos coe�cientes s~ao zero ou pr�oximos de zero, podem ser
alcan�cadas altas taxas de compress~ao. Al�em disto h�a a possibilidade de utili-
za�c~ao de t�ecnicas de acelera�c~ao aproveitando a esparsidade da representa�c~ao.

Neste cap��tulo apresentamos as principais t�ecnicas propostas para a vi-
sualiza�c~ao de volumes que utilizam a representa�c~ao do volume na base de
wavelets. Inicialmente apresentamos a t�ecnica de ray casting, e em seguida o
algoritmo de splatting, ambos baseados em representa�c~oes por wavelets dos
dados volum�etricos.

4.2 Ray Casting Baseado em Wavelets

O objetivo do algoritmo de visualiza�c~ao em multiresolu�c~ao �e resolver a inte-
gral de visualiza�c~ao do volume utilizando uma representa�c~ao em multireso-
lu�c~ao do campo escalar amostrado (dados volum�etricos) ( [Westerman, 1994]
e [Gross et al., 1995]).

O algoritmo de visualiza�c~ao baseado em pirâmides de multiresolu�c~ao �e
representado por três passos b�asicos:

1. representa a fun�c~ao volum�etrica f , fornecida pelos dados amostrados,
em um novo sistemas de coordenadas (base de wavelets), e comprime
caso seja desej�avel;
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2. usa esta representa�c~ao como um esquema de interpola�c~ao para aproxi-
mar o valor da fun�c~ao f em qualquer ponto x do volume;

3. resolve a integral de visualiza�c~ao usando um algoritmo de ray casting .

O primeiro passo, decomposi�c~ao do volume na base de wavelets, �e em
geral assumido como um passo de pr�e-processamento, pois assumimos que
o volume a ser visualizado j�a est�a representado na base de wavelets. Esta
decomposi�c~ao pode ser feita, conforme visto no cap��tulo 2.

O segundo passo consiste na avalia�c~ao da fun�c~ao f em um ponto qualquer
do espa�co atrav�es da utiliza�c~ao de sua decomposi�c~ao em wavelets. Iniciando
no n��vel mais re�nado de resolu�c~ao podemos calcular a contribui�c~ao de todos
os coe�cientes de wavelets diferentes de zero e adicion�a-los �a contribui�c~ao
decorrente da fun�c~ao de escala. Neste loop veri�camos qual o n��vel de re-
solu�c~ao mais re�nado cujos coe�cientes de wavelet n~ao contribuem para a
reconstru�c~ao de f . Se um n��vel j > 1 (j = 1 sendo o n��vel mais re�nado de
resolu�c~ao) �e encontrado, ent~ao podemos incrementar o passo de integra�c~ao
por um fator de 2j�1, adaptando assim o passo de integra�c~ao �a informa�c~ao
contida nos coe�cientes de wavelet . O ponto central do algoritmo �e como
percorrer a pirâmide de multiresolu�c~ao e coletar os coe�cientes relevantes.
No pior caso, quando todos os coe�cientes de wavelet s~ao diferentes de zero,
em torno de uma centena de multiplica�c~oes com ponto 
utuante �e realizada
para interpola�c~ao de um ponto ao longo do raio.

O �ultimo passo do algoritmo consiste na avalia�c~ao da integral de visuali-
za�c~ao, que pode ser realizada por um esquema de ray casting . Quase todas
as acelera�c~oes implementadas para o ray casting podem ser utilizadas, tais
como acelera�c~ao �, corte de frequência, termina�c~ao precoce do raio. O �unico
aspecto novo, �e o ajuste do tamanho do passo de integra�c~ao baseado nas
informa�c~oes dos coe�cientes de wavelets.

Existem duas maneiras b�asica de trabalhar com estes algoritmos. Na
primeira (Transformada RGBA), assume-se que a fun�c~ao f do volume IV
e a atenua�c~ao � s~ao fornecidos de maneira independente. Esta abordagem
�e baseada na gera�c~ao da decomposi�c~ao do volume de intensidade luminosa
e de opacidade (at�e 4 volume transformados), os quais s~ao modi�cados a
cada altera�c~ao da fun�c~ao de transferência. Esta abordagem �e proposta por
[Gross et al., 1995] e est�a representada na �gura 4.1

A outra abordagem (Transformada da Densidade) [Westerman, 1994]
trabalha somente com a transforma�c~ao do conjunto de dados inicial, obtendo
a cor e opacidade atrav�es de tabelas LUT (lookup table), que mapeiam os
valores da fun�c~ao f em cor e opacidade. Nas se�c~oes seguintes apresentaremos
estas duas abordagens.
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Figura 4.1: Decomposi�c~ao do volume inicial em 4 canais

4.3 Transformada RGBA

Este m�etodo de visualiza�c~ao de volumes baseado em wavelets considera que
para um volume discreto amostrado em um grid 3D igualmente espa�cado, te-
mos: as amostras de cor do volume c

qrgb
m0pqr, e as amostras de opacidade c�m0pqr

.
Seja  m a wavelet b�asica na escala m e �m a fun�c~ao de escala associada.
Assim, pela an�alise de multiresolu�c~ao podemos construir uma aproxima�c~ao
cont��nua das amostras atrav�es da utiliza�c~ao das fun�c~oes de escala na reso-
lu�c~ao m = m0, e geramos os volumes de cor e opacidade por:

�3(x; y; z) =
X
pqr2Z

c�m0pqr�
3
m0pqr(x; y; z)

q3RGB(x; y; z) =
X
pqr2Z

cqRGBm0pqr
�3m0pqr

(x; y; z); (4.1)

onde

�3m0pqr
(x; y; z) = �mp(x)�mq(y)�mr(z) (4.2)

e

�mn = 2�m
m
2 �(2�mx� n) (4.3)
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Se for utilizada a base de splines ([Chui, 1992]), podemos veri�car que
estas equa�c~oes correspondem a uma aproxima�c~ao do volume de dados por
B-splines.

Assumimos que existe uma transformada de wavelets 3D, como em [Muraki, 1993]
e [Gross et al., 1995], que decomp~oem separadamente cada componente RGB
e � de acordo com a �gura 4.1

Os coe�cientes resultantes representam as coordenadas das fun�c~oes de-
compostas no espa�co de wavelets(W 3

j ) e de escala(V
3
j ). Como consequência,

temos uma aproxima�c~ao hier�arquica das amostras iniciais. Esta expans~ao
em multiresolu�c~ao �e dada por:

�3(x; y; z) =
MX

m=m0

7X
type=1

X
pqr2Z

d�;typempqr  
3;type
mpqr +

X
pqr2Z

c�mpqr�
3
mpqr

q3(x; y; z) =
MX

m=m0

7X
type=1

X
pqr2Z

dqRGB ;typempqr  3;type
mpqr +

X
pqr2Z

cqRGBmpqr �
3
mpqr (4.4)

Baseado na expans~ao das equa�c~oes 4.4 podemos calcular o gradiente de
opacidade r�, fundamental para os modelos locais de ilumina�c~ao. A normal
n(x(t); y(t); z(t)) de�nida para uma posi�c~ao espacial qualquer ao longo de
um raio de vis~ao �e dada por:

n(t) =
r�(t)
j r�(t) j (4.5)

Como � �e de�nido por uma combina�c~ao linear de fun�c~oes de wavelet e
escala, temos:

@�3(x(t); y(t); z(t))

@x
=

@

@x

MX
m=m0+1

7X
type=1

X
p;q;r2Z

d�;typempqr  
3:type
mpqr

+
@

@x

X
pqr2Z

c�Mpqr�
3
Mpqr (4.6)

Express~oes semelhantes podem ser obtidas para @�3

@y
e @�3

@z
. Em raz~ao da

natureza tensorial das fun�c~oes da base �3 e  3, as express~oes 4.6 podem ser
calculadas analiticamente. Temos que a fun�c~ao de escala satisfaz:

@�3mpqr
@x

= (
d�mp(x)

dx
�mq(y)�mr(z)) (4.7)

e express~oes semelhantes podem ser derivadas para as wavelets. Se as fun�c~oes
da base possuirem forma anal��tica (caso das Bsplines), a normal pode ser
calculada analiticamente.
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Escrevendo a equa�c~ao de visualiza�c~ao (equa�c~ao 3.7) como uma f�ormula
de recorrência temos:

Ii;j(tA; ti) = I(tA; ti) +

Z ti

ti�1

IV (t)e
R ti
ti�1

�(s) ds
dt (4.8)

Esta rela�c~ao resulta em uma discretiza�c~ao do parâmetro ao longo do raio
t. Baseados na aproxima�c~ao de � e q (4.4) devemos encontrar um m�etodo
de quadratura para resolver a equa�c~ao 4.8 numericamente.

O ponto central do algoritmo �e a reconstru�c~ao local. Neste passo, os
termos da ilumina�c~ao e opacidade do volume s~ao compostos, a partir dos
coe�cientes de wavelet . Em raz~ao do suporte compacto das fun�c~oes da base,
�e necess�ario apenas utilizar um limitado n�umero de wavelets para avaliar as
fun�c~oes � e q em qualquer posi�c~ao espacial. Assim o problema central se
torna como encontrar e�cientemente as fun�c~oes da base que s~ao relevantes
para o ponto a ser reconstru��do.

Para isto, podemos de�nir relevância como o conjunto de todas as fun�c~oes
da base que n~ao se anulam, e.g.

rel(f; t) = f(m; p; q; r) 2 Z4 j (x(t); y(t); z(t)) 2 supp(f 3mpqr)g (4.9)

Uma t�ecnica r�apida e precisa para detectar este conjunto �e essencial para
restringir as somas nas equa�c~oes 4.4. Em 1D de�nimos o suporte de uma
fun�c~ao de wavelet  ou de escala � como:

[l�; r�] = supp(�) (4.10)

[l ; r ] = supp( ) (4.11)

Esta express~ao generalizada para uma escala m e uma transla�c~ao p pode
ser escrita como:

supp(fmp) = [(lf + p)2m; (rf + p)2m] ; f 2 �;  ;m; n 2 Z (4.12)

Assim, para cada resolu�c~ao m e uma dada posi�c~ao (x; y; z) 2 <3 os
parâmetros p, q, e r devem satisfazer:

b x
2m

� rfc � p � d x
2m

� lfe (4.13)

b y
2m

� rfc � q � d y
2m

� lfe (4.14)

b z
2m

� rfc � r � d z
2m

� lfe (4.15)
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4.3.1 Estrutura de Dados e Implementa�c~ao

Em raz~ao da m�ultipla sobreposi�c~ao das regi~oes de suporte das fun�c~oes de
wavelet e de escala, �e necess�ario um esquema so�sticado para gerenciar os
dados, de modo a garantir um desempenho e�ciente.

A implementa�c~ao proposta em [Gross et al., 1995] utiliza uma estrutura
baseada em uma lista de dois n��veis para cada raio. Esta lista cont�em as
fun�c~oes da base que contribuem para a reconstru�c~ao dos valores ao longo do
raio.

O primeiro n��vel da lista �e organizado de acordo com os diferentes n��veis
de decomposi�c~ao. No segundo n��vel s~ao mantidos todos os coe�cientes RGB�
n~ao nulos cujo parâmetro de sa��da tA �e maior que o atual parâmetro t do
raio. Estes coe�cientes s~ao ordenados em rela�c~ao a tA, conforme ilustrado na
�gura 4.2.

ss

Figura 4.2: Estrutura dos coe�cientes de wavelet relevantes para um raio

Uma vez que o parâmetro de integra�c~ao t excede o parâmetro de sa��da tA
de um elemento da lista ele �e removido. Novos elementos s~ao adicionados se
t entra na regi~ao de suporte de uma nova wavelet .

Para uma wavelet de um tipo espec���co e um passo de itera�c~ao m, as
regi~oes de suporte n~ao diferem em tamanho e s~ao alinhadas com os eixos
principais do sistema de coordenadas. Ou seja, todos os parâmetros de inter-
se�c~ao podem ser derivados de um c�alculo inicial usando as arestas da fun�c~ao
base fm000.

Seja um raio de vis~ao de�nido por sua origem ri e pela dire�c~ao de visua-
liza�c~ao rdir. Os parâmetros de interse�c~ao do raio com as três leaving edges
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s~ao obtidos por clipping param�etrico:

tleaving;i =

8><
>:

bi�ri
rdir;i

se rdir;i > 0

� se rdir;i = 0
ai�ri
rdir;i

se rdir;i < 0

(4.16)

dti =

(
bi�ai
rdir;i

se rdir;i 6= 0

0 se rdir;i = 0
(4.17)

,onde a e b determinam a caixa de fronteira (bounding box) da func~ao da base
e i 2 fx; y; zg.

Cada fun�c~ao da base, transladada a partir da fun�c~ao base por p, q, r
fornece os seguintes parametros de interse�c~ao:

tx = tleaving;x + p _dtxty = tleaving;y + p _dtytz = tleaving;z + p _dtz (4.18)

, e o tA �e dado por: tA = minimo(tx; ty; tz). Estes c�alculos est~ao ilustrados
na �gura 4.3 para um caso bidimensional.

Figura 4.3: C�alculo do parâmetro tA para uma fun�c~ao da base
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4.4 Transformada da Densidade

O algoritmo proposto por Westermann [Westerman, 1994], assume que �e
poss��vel reconstruir pontos arbitr�arios entre amostras discretas do volume, o
que permite a utiliza�c~ao de uma descri�c~ao cont��nua em todo o intervalo em
que as amostras est~ao de�nidas.

Considerando que a hierarquia de multiresolu�c~ao �e de�nida do n��vel 0 ao
n��vel �N , ent~ao, um ponto x pode ser reconstru��do a partir dos coe�cientes
de wavelet qmlijk de cada n��vel l e da informa�c~ao de escala p�N0 , por:

f(�!x ) =
6X

m=0

0X
l=�N

X
ijk

qm;lijkN
m;l
ijk (x) +

X
ijk

p�N0 ��Nijk (x) (4.19)

Na implementa�c~ao, estes coe�cientes devem ser inspecionados para veri-
�car se contribuem para o ponto a ser reconstru��do. Estes coe�cientes s~ao
encontrados atrav�es de uma busca por fun�c~oes da base que se sobrep~oem ao
ponto que ser�a reconstruido. No �nal, as contribui�c~oes de todos os espa�cos
de diferen�ca e a informa�c~ao de escala �nal devem ser somados como mostra
o algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1.

oat volume::pyramide 3D () // volume transformado
Sample X // ponto a ser reconstruido
int depth = �N

oat volume::reconstruct (Sample X, int* depth )
f

oat val = 0
level = 0 ;
while(level >= �N ) // passos nos niveis de resolu�c~ao
f
for ( each wavelet  levelijk)
f
val+ = volume:coeff levelijk

_ levelijk(x)
�depth = max(level; �depth)

g
level = level � 1

g
// adiciona a informa�c~ao �nal
for (each fun�c~ao de escala ��Nijk )
f
val+ = volume:coeff�N0 ��Nijk (x)
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g
retorne val

g

J�a que �e poss��vel reconstruir pontos arbitr�arios dentro do volume, pode-
mos resolver a integral de visualiza�c~ao diretamente sobre a aproxima�c~ao em
multiresolu�c~ao. Na discuss~ao a seguir vamos ignorar a in
uência da fun�c~ao
de escala.

Representando o volume de dados discretos f(x) em termos das fun�c~oes
da base de wavelets e movendo o somat�orio para fora, temos a seguinte apro-
xima�c~ao da integral de visualiza�c~ao:

I �
6X

m=0

0X
l=�N

X
ijk

qm;lijk

Z t1

t=t0

Nm;l
ijk dt; (4.20)

onde a atenua�c~ao ao longo do raio foi desprezada. Em cada amostra ao longo
do raio devemos reconstruir o valor do campo escalar do volume, e as cores
e opacidades correspondentes s~ao determinadas pela LUT.

A equa�c~ao 4.20 �e repetida para cada canal RGBA da descri�c~ao do volume.
Esta express~ao a�rma que a precis~ao do processo de integra�c~ao �e de�nida
pelas escalas das fun�c~oes da base envolvidas. O algoritmo 4.2 apresenta o
n�ucleo de uma implementa�c~ao de ray casting em um volume representado
por multiresolu�c~ao.

Algoritmo 4.2.
Sample X

oat lenght = volume::intersect(ray, &X)
int step = 1
rgba ray:mr trace (Volume volume, 
oat lenght, Sample X)
f
rgba s, c(0,0,0,0)

oat val
int depth
while(lenght > 0 )
f
val = volume::reconstruct(X, &depth)
s = map (val)
c = over (c,s)
lenght -= step
x += step.ray.dir

g
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return c
g

Uma das principais vantagens da proje�c~ao de wavelets adv�em da proprie-
dade de momentos nulos das fun�c~oes da base. Em regi~oes onde os dados
s~ao homogêneos um grande n�umero de coe�cientes ter�a valor pr�oximo a ze-
ro. Em raz~ao disto podem ser desprezados sem afetar a qualidade visual da
imagem. E a avalia�c~ao da integral de visualiza�c~ao sobre proje�c~oes esparsas
em diferentes espa�cos possui algumas propiedades interessantes:

1. Compress~ao: como �e poss��vel reconstruir pontos arbitr�arios, n~ao h�a a
necessidade de reconstru�c~ao total do volume para gerar a visualiza�c~ao.
Consequentemente o volume pode ser reconstru��do localmente ao longo
dos raios de vis~ao, e somente estes coe�cientes devem ser levados em
considera�c~ao.

2. Acelera�c~ao: quanto menor o n�umero de coe�cientes que contribuem
para a soma da equa�c~ao 4.20, menor o n�umero de opera�c~oes de multi-
plica�c~ao que ser~ao efetuadas.

3. Previs~ao: em raz~ao da integral da equa�c~ao 4.20 ser realizada ao longo
das fun�c~oes da base, podemos prever a coerência espacial do volume ao
longo de um raio.

4.4.1 Acelera�c~oes

Este algoritmo permite a implementa�c~ao de v�arias t�ecnicas comuns de ace-
lera�c~ao no algoritmo de ray casting .

A acelera�c~ao � pode ser realizada, baseada na detec�c~ao de regi~oes ho-
mogêneas ou vazias no volume, o que pode ser feito de maneira impl��cita na
estrutura de multiresolu�c~ao. Posto que regi~oes su�cientemente homogêneas
s~ao representadas nas resolu�c~oes menos re�nadas, somente fun�c~oes da base
at�e esta escala s~ao envolvidas no processo de reconstru�c~ao. Assim, a homo-
geneidade da fun�c~ao pode ser estimada a partir do n��vel de resolu�c~ao mais
re�nado que contribui para os valores reconstru��dos.

Iniciando no n��vel de resolu�c~ao mais re�nado da hierarquia de multireso-
lu�c~ao, podemos adaptar o passo integra�c~ao em cada n��vel subsequente para
adapt�a-lo �a escala das fun�c~oes da base associadas. Da rela�c~ao de escala dupla
podemos veri�car que o passo de integra�c~ao dobra a cada n��vel de resolu�c~ao
que descemos. No entanto, em regi~oes onde o passo de integra�c~ao �e maior
que a unidade, deve ser tomado cuidado na aplica�c~ao do operador over, pois
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a opacidade do volume �e expressa por unidade de comprimento ao longo do
raio.

Observando a fun�c~ao reconstruct no algoritmo 4.2, que sempre retorna a
escala mais re�nada que contribui para o valor a ser reconstru��do, podemos
adaptar o passo de integra�c~ao a medida que o caminhamento ao longo do
raio �e realizado. O passo de integra�c~ao �e inversamente proporcional �a esca-
la, devendo ser restaurado em regi~oes menos homogêneas. O algoritmo 4.3
apresenta a implementa�c~ao com esta acelera�c~ao.

Algoritmo 4.3.
Sample X

oat lenght = volume:intersect(ray, X)
int step = 1
rgba ray:mrtrace(Volume volume, 
oat lenght, Sample X)
f
rgba s, c(0,0,0,0)
int depth, level= 0

oat val
while(length > 0)
f
val = volume:reconstruct(X, depth)
s = map(val)
c = over(c,s)[1 << (�level)]
level = depth > level?depth : level
step =1 << (�level)
X+= step * ray.dir
lenght -= step
level -= 1

g
return c

g

Outra possibilidade de acelera�c~ao pode ser implementada observando que
o efeito de erros de integra�c~ao em regi~oes opacas s~ao de pouca relevância.
Assim, o erro decorrente da elimina�c~ao de coe�cientes de wavelets pode ser
relacionado �a opacidade acumulada ao longo do raio. Esta id�eia est�a apre-
sentada no algoritmo 4.4.

Algoritmo 4.4.

oat �� !! erro adicional
int depth = 0
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Sample X !! ponto amostrado

oat volume:reconstruct(Sample X, 
oat ��, int depth)
f

oat val, error=0.0
int level = 0
while(level >= �N) f

foreach ( wavelet  levelijk) f
tmp=volume:coeff levelijk  levelijk (X)
if ( levelijk(X) 6= 0 and (error + tmp � �� ) f

error += tmp
g else f

depth = max(level, depth)
val += tmp

g
g
level -= 1

g
for each ( fun�c~ao de escala ) f

val+ = volume:coeff�N0 ��Nijk (X)
g
return val

g

4.4.2 Estruturas de Dados

Westermann propôs duas formas para armazenar e manusear os dados de
maneira e�ciente. A primeira organiza os coe�cientes da transformada em
uma octree, com o custo de gastar algumas posi�c~oes de mem�oria para arma-
zenar os ponteiros da estrutura. A outra op�c~ao utiliza um vetor de bytes
para esta representa�c~ao.

A Estrutura em �Arvore

A decomposi�c~ao do volume atrav�es de convolu�c~oes ao longo dos eixos x, y e z,
leva naturalmente a uma octree como estrutura apropriada para armazenar
os coe�cientes resultantes. Se o algoritmo inicia na resolu�c~ao 20 e processa
at�e a resolu�c~ao 2N , ent~ao uma �arvore de profundidade N � 1 �e construida.
Na raiz da �arvore a informa�c~ao associado ao espa�co de escala p0 e os sete
coe�cientes de wavelet q0;0i;j;k � � � q6;0i;j;k s~ao armazenados. Em cada n��vel J de

um at�e N �2, cada n�o �e composto por 7 coe�cientes de wavelets q0;Ji;j;k � � � q6;Ji;j;k
e no m�aximo 8 ponteiros para os n�os do pr�oximo n��vel. No n��vel �nal, N �1,
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as folhas s~ao constru��das sem links adicionais para outros n�os, possuindo
somente os 7 coe�cientes de wavelet (�gura 4.4). Al�em destes coe�cientes, em
cada n��vel armazena-se uma m�ascara de 8 bits para identi�car os coe�cientes
armazenados.

Figura 4.4: Representa�c~ao em �arvore da estrutura de multiresolu�c~ao do vo-
lume.

A vantagem desta estrutura aparece quando coe�cientes de wavelets s~ao
descartados em n��veis de maior resolu�c~ao. Devido �a representa�c~ao esparsa,
ramos completos da �arvore ser~ao vazios e poder~ao ser removidos. Isto minimi-
za a quantidade de mem�oria necess�aria e acelera o algoritmo de visualiza�c~ao.
Al�em do que, a estrutura de subdivis~ao permite encontrar facilmente os n�os
que precisam ser inspecionados.

Estrutura em Vetor

Para evitar a utiliza�c~ao de ponteiros e diminuir a quantidade de mem�oria
necess�aria, podemos armazenar os coe�cientes em uma octree sem ponteiros.
Esta abordagem n~ao permite a economia de mem�oria quando um conjunto
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de coe�cientes for descartado. A estrutura proposta �e um vetor de bytes com
coe�cientes nulos codi�cados via run-lenght. Para cada n��vel da estrutura de
multiescala um vetor �e construido. Assim, coe�cientes de uma certa escala J
s~ao diretamente acessados. Todos os conjuntos de 7 coe�cientes q0;Ji;j;k � � � q6;Ji;j;k
s~ao armazenados na ordem x, y, z com uma m�ascara de guia, que de�ne
quais s~ao os coe�cientes presentes. A principal desvantagem desta estrutura
�e o tempo de busca para coe�cientes arbitr�arios, necessitando percorrer a
estrutura v�arias vezes para reconstruir um ponto.

4.5 Splatting em Multiresolu�c~ao

Um outro algoritmo para visualiza�c~ao de volumes baseados em multireso-
lu�c~ao, foi proposto por [Gross et al., 1997]. Este algoritmo usa a t�ecnica de
splatting proposta por [Westover, 1990].

O algoritmo proposto, se baseia na id�eia de que em muitas aplica�c~oes, e.g.
imagens m�edicas, imagens como as produzidas por exames de raios X s~ao
satisfat�orias. Estas imagens podem ser obtidas atrav�es de uma simpli�ca�c~ao
da integral de visualiza�c~ao que pode ser expressa por:

Irgb(�; �) =

Z 1

�1
q(x(t; �; �); y(t; �; �); z(t; �; �))dt; (4.21)

introduzindo a aproxima�c~ao do volume por wavelets temos:

Irgb(�; �) =
X
pqr

c
qrgb
M;pqr

Z 1

�1
�M;pqr
3 (x(t; �; �); y(t; �; �); z(t; �; �))dt+

MX
m=m0+1

7X
type=1

X
pqr

d
qrgb;type
m;pqr

Z 1

�1
 M;pqr
3;type (x(t; �; �); y(t; �; �); z(t; �; �))dt

(4.22)

Esta equa�c~ao pode ser interpretada como uma acumula�c~ao ponderada de
integrais do tipo

R1
�1 �

3
m;pqrdt representando as fun�c~oes de escala e para as wa-

velets:
R1
�1  

3;type
m;pqrdt . Estas integrais podem ser compreendidas como splats

das amostras, em termos de texturas RGB� ponderadas pelos coe�cientes
da transformada associados. A similaridade das fun�c~oes da base permitem
que as calculemos uma vez para cada uma das 8 fun�c~oes prot�otipos �3M;000

e  3;type
M;000. Todas as outras texturas podem ser derivadas destas atrav�es de

escalas e transla�c~oes no plano da imagem. Este m�etodo transforma a visua-
liza�c~ao de volumes em um processo de acumula�c~ao de vers~oes transladadas e
escaladas das texturas RGB.

O c�alculo das integrais de linha podem ser realizados atrav�es da aplica�c~ao
do teorema da Proje�c~ao-fatia de Fourier [Cartwright, 1990]. Este teorema
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a�rma que a transformada de Fourier de um conjunto de integrais de linha
de uma fun�c~ao f(x; y; z) podem ser obtidas atrav�es de uma fatia da trans-
formada de Fourier F (w1; w2; w3), em um plano perpendicular �as linhas de
integra�c~ao e que passa pela origem.

Como algumas wavelets, e.g. Bspline, possuem uma forma fechada para
sua transformada de Fourier, a aplica�c~ao do teorema pode permitir o c�alculo
direto dos splats. A �gura 4.5 apresenta a aplica�c~ao deste teorema para uma
wavelet de Shannon.

Figura 4.5: Aplica�c~ao do Teorema da Proje�c~ao de Fourier

Uma vez determinada a tabela de footprint atrav�es de uma amostragem
apropriada dos splats, o algoritmo se processa como proposto por Westover
([Westover, 1990]), usando os coe�cientes da transformada como fatores de
pondera�c~ao.
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Cap��tulo 5

Conclus~ao

Neste trabalho foram apresentados alguns m�etodos para a aproxima�c~ao da
equa�c~ao de visualiza�c~ao de volumes, tirando partido da representa�c~ao hier�ar-
quica e esparsa fornecida pela transformada de wavelets do dado volum�etrico.

Esta abordagem pode ser considerada como a principal abordagem uti-
lizada pelos m�etodos de visualiza�c~ao volum�etrica baseados no dom��nio da
compress~ao. Isto por que permite a utiliza�c~ao das t�enicas b�asicas de acele-
ra�c~ao dos algoritmos de visualiza�c~ao volum�etrica, al�em de possibilitar uma
f�acil implementa�c~ao de t�ecnicas de extra�c~ao de caracter��sticas do volume
(segmenta�c~ao).

Os resultados experimentais apresentados na literatura ( [Lippert, 1998]
e [Westerman, 1994]) demonstram que os conjuntos de dados volum�etricos
podem ser visualizados com um tempo de processamento aceit�avel, com a uti-
liza�c~ao de apenas um pequeno subconjunto dos dados originais, preservando
a informa�c~ao de alta frequência.

Nas implementa�c~oes apresentadas do algoritmo de ray casting, podemos
observar que h�a um aproveitamento da representa�c~ao esparsa do volume no
dom��nio de wavelets, que resulta do potencial de compress~ao das fun�c~oes da
base. No entanto, o tempo de processamento �e fortemente dependente do
suporte das fun�c~oes da base utilizada. Quanto maior o n�umero de momentos
nulos da wavelet m~ae, mais esparsa �e a representa�c~ao e consequentemente
mais trabalho �e dispendido durante a integra�c~ao.

No algoritmo proposto por [Lippert, 1998], a utiliza�c~ao da base de B-
Splines permite uma reconstru�c~ao precisa dos dados e principalmente, uma
estimativa do gradiente, essencial para o c�alculo da ilumina�c~ao. Estes m�etodos
permitem tamb�em o controle do erro de reconstru�c~ao localmente, fornecendo
ao usu�ario uma maneira de controlar a precis~ao da imagem e decidir acer-
ca da qualidade da imagem e do tempo de processamento necess�ario para
ger�a-la com a precis~ao desejada.
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O algoritmo de splatting baseado em wavelet , se bene�cia da combina�c~ao
da representa�c~ao de wavelets com a utiliza�c~ao do teorema da proje�c~ao-fatia
de Fourier. Atrav�es da utiliza�c~ao deste teorema s~ao calculados os footprints
das wavelets de maneira r�apida e precisa.

As principais desvantagens destes m�etodos est~ao relacionadas �a e�ciência.
Somente para representa�c~oes muito esparsas temos tempo de processamento
pr�oximo dos obtidos pelos m�etodos tradicionais. Se o suporte das fun�c~oes
da base de wavelet crescem, ent~ao os tempos aumentam consideravelmente.
Isto limita a utiliza�c~ao de wavelets com grande n�umero de momentos nulos
e consequentemente limita a capacidade de compress~ao da transformada.

Como em quase todas as aplica�c~oes de wavelet , o problema central �e a es-
colha de uma base de fun�c~oes que trate esta quest~ao da maneira mais pr�oxima
da �otima, possibilitando altas taxas de compress~ao e tempos aceit�aveis de
processamento.

Como problemas ainda em aberto, podemos citar:

1. n~ao existência de uma fun�c~ao suave com suporte pequeno e compacto;

2. estudo da transformada de wavelet em dados espalhados (scattered da-
ta), o que pode permitir o desenvolvimento de estrat�egias hier�arquicas
e�cientes para a visualiza�c~ao de volumes;

3. o desenvolvimento de uma estrat�egia combinada (ordem da imagem{
ordem dos objetos) para a visualiza�c~ao;

4. desenvolvimento de estruturas de dados e�cientes e 
ex��veis para o
algoritmo de visualiza�c~ao.
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