lIl - Modelo Categorico de Linguagens Livres de Contexto

3.1. Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar um modelo categoérico para gramaticas e
linguagens livres de contexto. Estes modelos s&o essencialmente os apresentados por
Walters em [Walters, 1989] e [Walters, 1991]. As poucas diferengas sé&o que trabalhamos
com categorias monoidais, em lugar de categorias com produtos e, além disso,
desenvolvemos alguns aspectos com mais detalhes, como o teorema 3.30.

Os modelos apresentados neste capitulo sdo o ponto de partida da extensédo de
semantica para derivacdes da linguagem (capitulo IV) e da modelagem de traducéo
(capitulo VI). Existem na literatura, outros modelos categoricos de gramaticas livres de
contexto como [Wells e Barr, 1988, pp. 518-521] e [Barr e Wells 1995, pag. 133].

O restante deste capitulo esta organizado da seguinte forma:

A secdo 3.2 revisa 0s conceitos tradicionais de gramaticas e linguagens.
A secdo 3.3 apresenta o conceito categorico de gramaticas livres de contexto.
A secdo 3.4 apresenta o conceito categorico de linguagens livres de contexto.
A secdo 3.5 relaciona os conceitos tradicionais aos modelos categoricos.

A secdo 3.6 resume as idéias expostas neste capitulo.

3.2. Noc¢des usuais de linguagens e gramaticas

Entendemos intuitivamente uma “linguagem” como sendo constituidanib®los
que, estruturados de acordo com determinaglgi®s (sintaxe) possuem um determinado
significado (seméantica). O estudo formal de linguagens iniciado por linglistas na década

de 50, ao ser assimilado pela comunidade de computac¢éo, provocou um impulso na area de
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linguagens de programacé&o, sugerindo uma metodologia de especificagdo formal da
sintaxe de uma linguagem e uma metodologia para a compilacao desta.

O conceito formal de linguagem captura apenas o primeiro aspecto supracitado,
i.e., que esta é constituida démbolos Posteriormente a introducdo do conceito de
gramaticaformaliza a nocdo deegra. Nesta secdo, apresentamos um breve resumo das
definicbes formais destes conceitos, que sdo amplamente difundidos nos dia de hoje. A
referéncia classica para o assunto € [Hopcroft e Ullman, 1969], em portugués destacamos
[Menezes, 1997]. A notacdo adotada segue [Aho e Ullman, 1972].

Definicdo 3.1.Um alfabeto ~ é um conjunto finito de simbolos.

Definicdo 3.2.Umasentencasobrex é uma seqiéncia finita de simbolosde

Defini¢cdo 3.3.€ é a sentencga vazia solxe

Definicao 3.4.5" é o conjunto de todas as sentencgas sbpoel seja, 0 conjunto
suporte do monoide livremente gerado a partiE.d® conjuntos das sentengas nao vazias
¢é chamado d&".

Definicdo 3.5.UmalinguagemL sobreS é um subconjunto d& .

Portanto, uma linguagem inclui conjuntos que definitivamente ndo tém uma
estrutura (ou sintaxe), como 0s conjuntos nao-recursivos. A nocao de estrutura é
formalizada através do conceito glmmatica

Definicdo 3.6.Umagramatica G é uma quadrupla, G = ®P,S), onde é um
alfabeto, N é um conjunto de “simbolos ndo-terminais”, P € um conjunto finito de regras
da formaa - B, aO(ZON)*, B O (ZON) e SO N é o “simbolo inicial”.

Definicdo 3.7.Uma gramatica G = (N,P,S) é umaramatica livre de contexto

(GLC), se toda regra em P é da forma-A3, A O N.
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Exemplo 3.8. A gramatica Gxp = ({id,+*},{E,ID,S,P},{E -~ID, E-ESE,
E- EPE, ID-id, S-+, P- x},E} € livre de contexto.

Definicdo 3.9. Dada uma gramatica G = @P,S), definimos a relacad ¢
(“deriva em um passo”), tal quew;,w. O (ZON), w; O 6 W2 Se e somente Se;Ww Wi
[B/a] (onde exatamente uma ocorrénciacdé substituida poB, o - O P). Usaremos
simplesmente], quando ndo for necessario especificar em que graméatica ocorre a
derivacao.

Definicdo 3.10.A relacdoO ¢ (“deriva em zero ou mais passos”) é o fecho
transitivo-reflexivo da relacad .

Finalmente, a proxima definicdo relaciona o conceito de gramatica com o conceito
de linguagem, o que nos permite falar da “estrutura sintatica” de uma linguagem.

Definicdo 3.11.A linguagem gerada por uma gramaticaG = (NX,P,S) é L(G) =
{wO2 |SOgwh

Definicdo 3.12. Umalinguagem livre de contexto(LLC) € uma linguagem L tal
gue L = L(G) para alguma gramatica livre de contexto G.

Definicdo 3.13.Seja G = (N5,P,S), AO N, w O (ZON), A Og w. Uma
derivacéo de w a partir de A € a sequiéncia das regras de P aplicadas a ‘A’ para se obter
w. A derivacdo é chamada d®is a esquerdase em cada passo as regras forem aplicadas
ao nao-terminal mais a esquerda.

Exemplo 3.14.A derivacdo abaixo € uma derivagdo mais a esquerdd &€& a
partir de“E” na gramatica &xp (exemplo 3.8):

EOEPEOIDPEOIdPED idxE.
Definicdo 3.15.Seja G = (\5,P,S), AO N, w (ZON)', A O ¢ w. Umaérvore de

derivacdo de w a partir de Aé uma arvore onde:
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e Todo né possui um nome que € um simboladéN).
* Se 0s nos de nomeg,B,,...,B, sdo, nesta ordem, os descendentes diretos de um né B,
entdo B-. B1B,...B, € uma regra de producédo em P.

* O nome do no-raiz é A.
* A concatenacao do nome das folhas, tomadas da esquerda para a direita, é w.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre as arvore de derivacdo e as derivacdes
mais a esquerda [Aho e Ullman, 1972, pag. 142]. Da mesma forma, podemos associar
tuplas de arvores a trechos de derivacao cujo lado esquerdo € uma tupla de simbolos nao-

terminais.

Figura 3.1 Tupla de arvores representando um trecho de derivacgéo.
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Exemplo 3.16.A figura 3.1 ilustra uma tupla de arvores representando o seguinte
trecho de derivacdo eme&:
ESEOIDSEOIdSEOId+EOId+EPEOI+IDPEOId+IdPED id+idxE
Durante o restante deste trabalho estaremos manipulando morfismos de uma
categoria que representardo tuplas de arvores de derivacdo. Muitas vezes faremos
referéncia a esses morfismos como “derivagdes”, quando 0 mais preciso seria “tuplas de

derivagbes mais a esquerda”.

3.3. Nocéo categorica de gramaticas livres de contexto

3.3.1 Multigrafos

O ponto de partida para a constru¢cdo de um modelo categorico de gramaticas livres
de contexto é o conceito de multigrafo. Um multigrafo € um grafo cujas arestas possuem

mais de um dominio. A figura 3.2 ilustra este conceito.

OV
P@

Figura 3.2 Exemplo de Multigrafo.

O multigrafo acima tem trés n6a B,C} e uma aresta 2-ariacom dominioA e
B e codominicC. Se pensamos em modelar regras de uma gramatica como arestas de um
multigrafo, é fundamental que os dominios sejam ordenados. Isso ndo é claro a partir da
representacdo grafica do multigrafo. No exemplo acima, podemos dizer que o0 primeiro

dominio dea € A e 0 segundo dominio é B.

Podemos ver um multigrafo como um conjuntde nés e, para cadalhIN, um

conjunto A, de arestas n-arias com uma funcdo ¢-»A que associa cada aresta a seu
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codominio e, para cada i<li < n, uma fun¢éo;dA, - » que determina o i-€simo dominio

de cada aresta n-aria. A sobrecarga de nomes para as fungesrdpresentam a funcéo
“i-ésimo dominio” para arestas de diferentes aridades) ndo acarreta problemas, pois seus

dominios sao diferentes e, em geral, estdo claros pelo contexto. No caso do exemplo acima,
teriamos+ = {A,B,C}, Ap, = [0 para nz 2, A, = {a}, c(a)=C, di(a)=A, (a)=B. A

modelagem descrita acima equivale a um funtor da catdgddascrita na figura 3.3) em
SETS Na figura omitimos as identidades e sobrecarregamos os nomes dos morfismos para

nado sobrecarregar a notacdo. Os morfismos podem ser diferenciados pelo seu dominio.

d;

[ I ]

oo

Figura 3.3 Categoria D.
Definicdo 3.17.A categoriaMgph dos multigrafos SETS’. Um multigrafo é um

elemento déMgph e um morfismo entre multigrafos € um morfismauitgph.

3.3.2 Gramaticas Livres de Contexto

Para usarmos multigrafos como modelos de graméticas livres de contexto h& alguns
problemas a serem resolvidos. Em primeiro lugar, os multigrafos tém um poder de
expressividade muito maior que as gramaticas livres de contexto, pois podem ter infinitas
arestas (que serdo o modelo de regras), podendo gerar até mesmo linguagens nao-
recursivas. Evidentemente ndo ha utilidade em se utf?dSETS®, pois o multigrafo

ainda poderia ter uma quantidade infinita de arestas. Nesse caso seguiremos a definicdo de
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Walters e simplesmente trabalharemos com “multigrafos com uma quantidade finita de
objetos e arestas”

Sabemos também que os multigrafos ndo tém um simbolo inicial;, seus nés séo
indistinguiveis. A construcdo de Walters ignora este fato, o que leva ele a definir a
linguagem gerada por uma gramatica em funcdo de um determinado simbolo ndo terminal.
No presente trabalho, preferimos explicitar os simbolos iniciais no modelo, acrescentando

um objeto na categoria D.

Figura 3.4 Categoria D’ com simbolo inicial.

Definicdo 3.18.Umagramética livre de contexto categoric GLCC) sobre um

alfabetoZ € uma triplaG = (GZ,p), onde D’ é a categoria exibida na figura 3.4,
G:D’' - SETS ¢é um funtor tal que G é um objeto terminal BIG(i) € finita e@G(0)-

>" é uma funcdo que atribui rétulos aos morfismos 0-arios. Usaremos simplesmente
“gramatica livre de contexto” quando for claro que falamos do conceito categorico. Na
pratica, podemos pensar em GLCCs como multigrafos finitos com um “simbolo inicial”,

nos quais as arestas 0-arias possuem rétulos. Essa idéia é ilustrada no exemplo 3.19.

T Uma especificacdo diagramatica desta condicdo encontra dificuldades impostas pelo teorema de Birkhoff:
“Uma classe K de éalgebras é equacional sss é uma variedade”. O que ndo é o caso, pois a classe definida por
esta condicao néo é fechada em relagdo ao produto infinito.
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¥ e@sao deixados de fora da categ@igporque, posteriormente, ao se introduzir
o conceito de traducdo, a componehtale uma traducdo ndo serd componente de uma
transformacao natural.

Exemplo 3.19. A figura 3.5 ilustra a gramatica de expressdes infixas e a
representacdo grafica de seu modelo categdBe;,. Aproveitamos para introduzir a
convencao de marcar£(S)(Gexs(T)) com um circulo duplo. Observe que a representacao
grafica ndo contempla toda a informacgédo do modelo categorico, falta dizer a “ordem” dos

dominios das arestas com aridade 3.

+
ELESE
E_EPE /‘
E- ID .
S + id <
P x
ID - id \'

Figura 3.5 Gramatica Gexp.

Definicdo 3.20.Definimos a categoriGram> como a categoria cujos objetos sdo
triplasG = (G2,¢), onde GD’ - SETS é um funtor tal que G) € um objeto terminas, é
um alfabeto ap & uma funcdapG(0)- > . Os morfismos entre (&,¢) e (G,Z,@) s&o
transformacées naturaigG; > G,. Entre os objetos d&ram?*, aqueles que satisfazem a

condicao de finitude da definicdo 3.18 sédo gramaticas &obre
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3.4 Nocao categorica de linguagens livres de contexto

3.4.1 Linguagens livres de contexto

Uma vez que estabelecemos um modelo para GLCs, falta-nos criar um mecanismo
para compor as regras de producdo de forma a gerar uma linguagem. Walters faz isso
através de uma adjuncdo enMgph e Cat« (categoria das categorias pequenas com
produtos finitos estritamente associativos). Esta abordagem apresenta o inconveniente de
apresentar morfismos ndo necessarios na linguagem (as projecfes). Em |Ggay, de
iremos trabalhar com a categoria das categorias pequenas estritamente monoidais [Mac
Lane, 1971, pp. 157-158], nas quais um dos objetos € marcado como “simbolo inicial”.
Iniciamos apresentando o conceito de “floresta” e em seguida mostraremos como construir

a linguagem gerada por uma gramatica livre de contexto categorica.

@ S C dom C
codom
Figura 3.6 Categoria A.

Definicdo 3.21.Umafloresta de derivacfes (ou florestayobre um alfabet é
uma triplaF = (F, Z, ¢, C), onde:
e Féumfunto: A - SETS tal que:
o F(T) € um objeto terminal eBets
a F(*) e F(M) sdo respectivamente os objetos e os morfismos de uma categoria
estritamente monoid& = (C, 0O, 1).
o F(dom) eF(codom) sdo as fungdes que retornam, respectivamente, o dominio e o

codominio de um dado morfismo &
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« @é uma funcado dos “morfismos 0-arios” de CEmisto é seja Z = { nil F(M) | m: 1
~A, A#1}entdopé uma funciqpzZ - X .

Ou seja, uma floresta € uma categoria estritamente monoidal pequena pontuada,
cujos morfismos “0-arios” possuem um rétulo Em O motivo do nome “floresta” ficara
mais claro posteriormente, pois cada morfismo em C representara uma arvore de derivacao
em uma determinada gramatica. O exemplo 3.22 ilustra esta relagao.

Exemplo 3.22.A figura 3.7 ilustra a representacéo grafica da floresta de derivacdes
para a linguagem gerada pela gramatig&g@n o conjunto de regras P =43\S, S- A,
A - a}. Da mesma forma que no caso das GLCCs convencionamos mg8é@Fr.6))
com um circulo duplo e indicamgsatravés de rétulos nas arestas apropriadas. Note que a
representacdo da figura 3.7 é parcial, pois a linguagem na verdade possui infinitas

derivagoes.

Figura 3.7 Floresta associada a linguagem gerada por G.

Definicao 3.23.CatZD € a categoria cujos objetos sdo florestas de derivacdes e

cujos morfismos entre~(, Z, @, C1) e F2, Z, ¢, Co) sdo transformacdes naturgis, >
F,, tais quen- e nu sado respectivamente as componentes objeto e morfismo de um funtor

entreC; e C,, que preserva o produto.
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3.4.2 Linguagem gerada por uma gramatica.

Para definir a linguagem gerada por uma gramatica livre de contexto, precisamos
de um meio para compor as regras de producdo, formando derivacdes. Para isso,
definiremos um funtor H: CatzDaGramz, gue “esquece” o produtdr* da categoria
estritamente monoidal, codificando este produto usando as setas n-&@&snemO seu
adjunto a esquerda € o funtor que procuramos, o qual compde as regras de producéo.

Definigdo 3.24.Up: Caty — Gram® é um funtor definido como:

* A componente-objeto defy/leva uma florestaH, Z, @-, (C/O,1)) a uma gramatica (G,
2, @) tal que:
o G(T) = F(T).
o G() =F(.
a F(S)=G6).
o Para cada arestd’aF(M), a:X;OX,O...0Xy — Y, tal que X Y O G(*), existe d’
G(n) tal que c(a’)=Y e ga’)=X;. O caso em que a—-Y é um caso particular da
construcéo anterior onde n = 0.
o @(@)=@-(a), para & G(). Observe que ambas as funcbes tem o0 mesmo
codominio,> "
* A componente-morfismo depyJleva um morfismaoig deCatzD em um morfisma)c
emGram” tal que:
9 Ner =NoOr-
0 Ne =No--
u neg(@)=b < noy(@)=b, para a’ e b’ correspondentes a definicdo da componente-

objeto.
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Observe que, em geraljJeva florestas de derivagbes em objetoSdam” que
ndo sdo gramaticas, pois possuem infinitas arestas. Ainda assim, este objetamnte
quando da forma Lo(G, Z, @), gera a mesma linguagem que ¥G¢g).

Exemplo 3.25. A figura 3.8 ilustra a componente objeto do funtof.UOs
morfismos emF correspondem a algumas das derivagfes produzidas pela gramatica S
AS, S- A, A-a. O processo inverso, de se oliter partir da gramética, € feito através do

funtor L introduzido em 3.26 e ilustrado no exemplo 3.27.

AAaAa

Figura 3.8 Exemplo de UgF.

Teorema 3.26.U possui um adjunto a esquerqg:Gramzﬁ CatzEI tal que:
* A componente-objeto dert leva uma gramética (&,p:) a uma floresta (E,@,C):
o F(T) = G(1), enquanto, ) = G(S) ° i, ondei é a inclusdaG(*) L F().

o F(*) ={x Ox é produto finito de elementos de*3( portanto F{) 00 G(*).
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o Para cada aresta n-arial@’ G(n) tal que c(a’)=Y e d@a’)=X;, existe uma aresta
a:XiO X.O...0 X,y - Y em L(G).

o As arestas de(G) séo as correspondentes ao item acima e as obtidas através de
composi¢do ou produto destas.

o ¢(a) =@s(a), paraa-Y.

« A componente-morfismo dert.leva um morfisma)c deGram> em um morfisma)

em Cat; tal que:

0 Ng,=Ne, enquantonn. estend&)c. para K) preservando produtos.

u ngu(@=b < ng(a)=b’, para a’ e b’ correspondentes a definicdo da componente-

objeto.

A demonstracdo deste e dos demais teoremas enunciados neste trabalho é
apresentada no Apéndice A, no intuito de melhorar a legibilidade do texto.

Exemplo 3.27.A figura 3.9 ilustrgparte da floresta Ep = LgGexp. OndeGexe € a
gramatica do exemplo 3.19. Em particular, a figura ilustra o morfigrassociado a

derivagdoE 0 ESEU IDSEU dSEO id+E O id+ID O id +id.

=g = (fo+Of) o 1

Figura 3.9 Parte da Floresta Fexp = L(Gexe).
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Na figura acimayl é o elemento neutro da operagdadesta formaldi01 = 1.

Portantog € o morfismo desejado degparak.

3.5 Relacgéo entre as no¢des usuais e categoricas

Informalmente, podemos entender uma gramatica livre de contexto categorica
como uma representacdo de uma gramatica livre de contexto na qual todas as regras de
producédo s&o da forma A a ou A -~ w (onde ADON,a ON ewD Z). A fim de
formalizar essa relagéo, introduzimos o conceito de linguagem gerada por uma gramética
livre de contexto categorica.

Definicdo 3.28.Dada uma floresta (E,pC) tal que (F,9C)= Lo(G,Z,9 e um

morfismo m deF(M) tal que mO Home(1, F(MF(S)), m pode ser fatorado da seguinte
forma: m = m ° mg, onde m € a composi¢cdo de morfismos que nao sejam 0-arigse m
m; O mp O...0 my, onde m i O {1,..n}, € um morfismo 0-ario. Neste caso, definimos
T(m), “os terminais de m” como string T(M) = @Mmy) » @My) » ... « (my,). Onde- € a
concatenacao dsrings

Lembramos que os morfismos &itM) correspondem a derivac¢des; portanto, T(m)
esta bem definida e retorna os terminais do lado direito da derivacao.

Definicdo 3.29. A linguagem gerada por uma gramatica livre de contexto
categoricaG é dada por 1G) = { T(m) O m O Home(1, F(MF(S)) }. Onde (,¢C) =
LoG.

A relacdo entre os conceitos categérico e usual de LLCs é que eles possuem o
mesmo poder de expressividade. Isso é formalizado através do teorema abaixo.

Teorema 3.30.Para cada gramatica livre de contexto G, podemos construir uma

gramatica livre de contexto categoériGa, tal que LG') = L(G). Reciprocamente, para
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cada gramatica livre de contexto categofigpodemos construir uma gramatica livre de

contexto G tal que L(G) = Q).

3.6 Resumo

Iniciamos o capitulo apresentando os conceitos tradicionais de gramaticas e
linguagens livres de contexto. Em seguida, apresentamos um modelo categérico para esses
conceitos. Esses modelos sdo o ponto de partida para o modelo de traducdo entre
linguagens a ser introduzido no capitulo V.

Concluimos o capitulo apresentando a definicdo de linguagem gerada por GLCs
categoricas e provando que estas tém o mesmo poder de expressividade das GLCs usuais.

No restante deste trabalho estaremos mais interessadqg@mmois necessitaremos da

estrutura sintatica da linguagem, que nao esta presente®jn L(
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