Apéndice A — Demonstragao dos Teoremas

A.1. Adjuncéo entre Gram e Catf
Definicéo 3.24.Up: CatZEI . Gram> é um funtor definido como:

* A componente-objeto defleva uma florestaH, Z, @-, (C/O,1)) a uma gramatica (G,
2, @) tal que:
o G(T) = F(T).
o G() =F(.
o F(S)=G6).
o Para cada arestdaF(M), a:X;OX,O...0X, — Y, tal que X, Y O G(*), existe d
G(n) tal que c(@)=Y e @a’)=X;. O caso em que a.-»Y é um caso particular da
construcdo anterior onde n = 0.
o @(@)=@(a), para & G(). Observe que ambas as fungbes tem o0 mesmo
codominio, .
* A componente-morfismo depleva um morfismoig deCatzEI em um morfisma)g
emGram? tal que:
Q9 Ner =Nor-
o Ne =Nos-
ne(@)=b’ = ngy(a)=b, para a e b’ correspondentes a definicdo da componente-objeto.
Teorema 3.26.U; possui um adjunto a esquerqg:lsramza CatzEI tal que:

* A componente-objeto der{ leva uma gramatica (B,¢s) a uma florestaR,Z,@-,C):

o F(T) = G(), enquantoF(s) = G(s) ¢ i, ondei € a inclusaaG(+) L, F (+).
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a F(*) ={x Ox é produto finito de elementos de*3( portantoF (*) O G(*).

o Para cada aresta n-arial@’ G(n) tal que c(a’)=Y e d@a’)=X;, existe uma aresta
a:Xid XoO...0 Xn - Y em L(G).

o As arestas de}(G) séo as correspondentes ao item acima e as obtidas através de
composi¢do ou produto destas.

o ¢(a) =@s(a), paraa-Y.

« A componente-morfismo dert.leva um morfisma)c deGram> em um morfisma)

em Cat; tal que:

0 Ng;=Ne, enquantonn. estend&)c. paraF (*) preservando produtos.

o npou(@=b < ng(a)=b’, para a’ e b’ correspondentes a definicdo da componente-
objeto.

Demonstracao

1) Para demonstramos o teorema primeiro temos que apresentar a unidade da adjuncéo.

Sejan:1-UpglL g a transformacéo natural definida no poGid’] Obj(Gram?2) como

0 morfismongg, =Ny emGram? tal que:

*  Nn(T) é a identidade.

*  Nn(*) é aincluséo.

* Nn(i) é aincluséo.

2) O@Gi-UQgF,, construimosi:L;G1 - F> da seguinte forma:
« a(m)=qT)

* a(*) étal que:

a a(*)(x) =@*)(x) se xJ Gy(*), a(*) preserva produtos.
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e a(m) é tal que:
o Para cada aresta aiX X,O...0 X, - Y, corresponde a a' em,@(M)(a) = b sse
@(n)(@) =b".
o o(M) preserva produtos e composi¢do. Ou se@um morfismo dé:atzD.

3) O diagrama abaixo comuta por construgaa.de

e = @

Una
¢

Figura A.1 Diagrama da adjun¢do (No,Lg.Un).

4) Provaremos que € Unico por casos. Suponha que exista um morfﬁsdﬂﬁatzu, B #

a, tal que o diagrama acima comute. Erffdndo satisfaz a uma das condi¢cGes da
definicdo den:
4a)B(T) £ @(T).
Neste casay,(T)°UB(T) # ¢(T), o que contradiz a hipdtese do diagrama comutar.
4b) Para algum Al G1(*), B(M)(A) # @A)
Neste casay,(*) sUB(*) # @*), o que contradiz a hipotese do diagrama comutar.
4c) Para algum a1 X.O...0 X, - Y, tal que existe a' em(®), B(a)# b, @(r;)) = b'.
Neste casay,(i)°UgB(i) # @(i), o que contradiz a hipétese do diagrama comutar.

4d) B ndo preserva produtos ou composicao.

Este caso contradiz a hipotesedger um morfismo détatzD.
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Contradigéo, logo nédo exisffe # a, tal que o diagrama acima comute.

CQD

A.2. Equivaléncia entre o conceito usual e o categorico de LLC.

Teorema 3.30.Para cada gramatica livre de contexto G, podemos construir uma gramatica

livre de contexto categéric&', tal que L(G) = LG'). Reciprocamente, para cada

gramatica livre de contexto categoriG podemos construir uma gramatica livre de

contexto G tal que IG') = L(G).

a) Para cada gramatica livre de contexto G, podemos construir uma gramatica livre de
contexto categéric&', tq L(G) = LG").

a.l) Seja G = (N, P, S). Para cadala Z criamos um novo nao-terminal,¥m N e

construimos um novo conjunto de regradd@seguinte forma:

» Paracadaregrar=A o em P, se o comprimento de2 maior que 1, substituo cada
ocorréncia de umi@ X em a por N.

» Paracada & X acrescento uma regra N a.

Obtemos assim &= (N, &, P, S), onde N= NO{N, | al Z}. E trivial ver que L(G) =

L(Gy).

a.2) Construimos a gramatica livre de contexto categ6tica(G'2,q) de tal forma que:

- GG =S

e G'(*)=Ny.

e Para cada A al Py, existe um morfismo 0-ario m em G(0) de codominio A. Tal que
@A - a)=a.

* Para cada A B;...B, O Py, existe um morfismo n-ario m em G(n) de codominio A e tal

que o i-ésimo dominio é B
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a.3) Sejak,z,@ (C,0O,1)) = LoG. Vamos provar quer [ ?51 B se e somente se existe

morfismo m enF(M), mf3 - a. Consequentemente L(G') = LG L(G).

Ida (0 ): (demonstracao por inducao)

Hipdtese Indutivaa U , B, entdo existe rf: - a emF(M).

Caso Basi=0): Sea 0 %8 entdoa = B. ComoF(M) sdo arestas de uma categoria (C),
existe m:a - a.

Passo Indutiv@vale para i -1] vale para i):

o O g, BiB2Bs, entdo AJ ¢ BiBBs 0 BibBs.

Logo:

Omy: B2 - B (por construcdo de G

Omyp: B1BPs—a (por hipétese de inducéo)

Logo existe mf3,3,B33 — a, conforme a construcéo da figura A.2.

mi

Figura A.2 Construcdo do morfismo m do passo indutivo.
Volta (J ): (demonstracdo por indugdo na estrutura de m)

Hipotese Indutiva

Existe m:3 - o emF(m), entdoa [ ;18.
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Caso Base

* M A -Aé€ s Neste caso Al g A.

e m:p - Acorresponde a uma regra-A3 em G. Neste caso Al élﬁ.

Passo Indutivp

* m é a composicdo de arestas que satisfazem a hipétese indutiva. Nestfcasa=m:
miB-ye° myy—a, ondea O ;1y ey :318’ portantoo [ :315'

* m é o produto de arestas que satisfazem a hip6tese indutiva. Nestefiso. o0,

= ml:Bl—» o1 0O mo: B2—>G2, ondea; [ Gy Bl ea, Gy BZ, portantoai0 O 6101B2 O

o,B1B>.
CQD
b) Reciprocamente, para cada graméatica livre de contexto cate@@riggodemos
construir uma gramatica livre de contexto G tal qu&'LE L(G).
b.1) Se G'=(G'Z,), construimos a gramatica livre de contexto G =(G'¥), P,
G'(S)(G'(N)) de tal forma que:

« P ={A- a| para cada morfismo 0-ario m de codominio Agtm)=a } O
{A - B;...B, | para cada morfismo n-ario de codominio A e i-ésimo domihio B
b.2) Sejalt,z, @, (C,0O,1)) =LgG. Vamos provar que existe morfismo m &iv), m:3
~ o se e somente sel] g B. Conseqiientemente L(G) =G&).

Ida (0 ): (demonstracao por indugcado na estrutura de m)

Hipoétese Indutiva

Existe m:B - a emF(v), entdoa O ;B.

Caso Base
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* m:A - Aéla Neste caso Al gA.

* m: B - Acorresponde a uma regra-A3 em G. Neste caso A éB.

Passo Indutivo

* m é a composicdo de arestas que satisfazem a hipétese indutiva. Nestfcasa=m:
mi: B -ye°e myy—a, ondea O ;y ey ;B, portantoa [ ;B.

* m é o produto de arestas que satisfazem a hip6tese indutiva. Nestefiso- a0,
= m:Bi1- oap 0 My B2- 0y ondea; [ ;Bl ea, G 32, portantoa;a; [ ;0(132 O G
B1B2.

Volta (I ): (demonstracéo por indugdo no comprimento da derivagao)

Hipotese Indutiva

a [ iGB, entdo existe nf3 - a emLG'.

Caso Baséi=0):

Sea 0 %Bentdoa = B. ComoF(M) s&o as arestas de uma categoria, existe-nu.
Passo Indutiv@vale para i -I7 vale para i):

a O g BiBBs entdo AT L B1BBs 0 BiBoPs.

Logo:

Omy: B2 - B (por construcdo de G)

Omy: B1BBs—a (por hipétese de inducao)

Logo existe mB1P2B3 — o = (Ig:O0m;Olgz)°m,.

CQD

A.3. Adjuncdo entre Cat 7 e Cat>

Defini¢&o 6.13.U,: Cat; -~ Caty é um funtor definido como:
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* A componente-objeto de gy leva uma floresta de DAGs (Bp) a uma floresta

(F.Z,q) tal que:
o F = D. Observe que, pela definicdo, uma floresta de DAGs é uma floresta de
arvores, pois uma categoria que possui soma estritamente associativa e elemento

neutro é estritamente monoidal.
o @ =@
* A componente-morfismo de.lg; leva um morfisma) . deCat> em um morfismag
emCat tal que:
o ng =n+. Esta igualdade esta justificada no apéndice.

Teorema 6.14.U4 g tem um adjunto & esquerdayly: Cat - Cat;, tal que:
* A componente-objeto deyly leva uma floresta (F, @, C) na floresta de DAGs (D,
2, @, C") tal que:
a D(s) = F(S), portanto D) = F() e D¢) = F(¢*) .
a D(m) = Morf(C’). OndeC’ é a menor categoria tal que Obj(C") =)FMorf(C’) O
F(M) e que possui uma soma que € uma extenséo de
a Para m, m; O F(M), D(codom)(m;) = Fcodom)(m;) e D@dom)(m;) = F(dom)(m,) e
my+my = myOm,.
o @ =@
* A componente-morfismo deyy leva um morfismay deCatZD em um morfisma) .

emcCat’ tal que:

Q r]+T = r]DT, N+ = N0Ox-

o n., estendey, preservando a soma.
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Podemos ver 5 como uma incluséo deat; emCatZD, e Ly/g € um funtor que estende

0 produto tensorial para uma soma, introduzindo os morfismos que forem necessarios.
Demonstracdo

1) Para demonstramos o teorema primeiro temos que apresentar a unidade da adjuncéo.

Sejan+/0:1%U4gl+/g a transformagéo natural definida no poRtd] Obj(CatzD)
como o morfisma)+/gF; = Nn emCatzEI tal que:

* Nn(T) é a identidade.
* nn(*) é aidentidade.
*  Nn(M) é aincluséo.
2) O@Fi1- Uy/gDy, construimosiiL4/gF1— D, da seguinte forma:
©a(m) =@m).
< a=e®.
* a(m) é tal que:
a a(m)(m) =@M)(m) se mlJ F(m).
a a(™m) preserva a soma.

3) O diagrama abaixo comuta por construcda.de

N+/0F1

Us/ma

=@

Figura A.3 Diagrama da adjun¢éo (N+/,L+/0,U+/0)-
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4) Provaremos que € Unico por casos. Suponha que exista um morf&dmCati, B#
a, tal que o diagrama acima comute. Enfando satisfaz a uma das condi¢gBes da
definicdo den:
4a)f (T) # @(T).
Neste cason,(T)°U4+/gB(T) # @(T), o que contradiz a hipotese do diagrama
comutar.
4b) B (*) # o(*).
Neste cason,(*)°U+/gB*) # @*), o que contradiz a hipétese do diagrama
comutar.
4c) Para algum il F(M), B(M)(m) £ @(M)(m).
Neste cason,(M)eUy/gB(M) # @M), o que contradiz a hipotese do diagrama
comutar.
4d) B(M) ndo preserva a soma.

. . : >
Este caso contradiz a hipotese3ager um morfismo d€atj,.

CQD

A.4. Correcao e Completude do Modelo de ETDS simples

Antes de provar o préximo teorema, precisamos de alguns lemas auxiliares.

LemaA.1. Dado um ETDS T, existe um ETDS T’, equivalente a T, tal que todas as regras
de T’ sdo da uma das formas abaixo:

* A- B;...Bn, Bpi...Bpn

° A bl,bz
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Onde A, B sdo ndo-terminais e sdo terminaissoAlém disso, se T € simples, entdo T’ é
simples.

Demonstracdo

1) Suponhamos que T tenha alguma regra que nao seja da forma acima. Neste caso a regra
é da forma:

* A boi...bomgB1b11... D1y ... Brbn1... Bamy, Co1...ComBP1C11...C 1Py ... BPrCh1...Cm R,

Podemos substituir esta regra por:

e A- Xot... XogB1 ...... Bn X n1...Xngy Xo1...X oq,Bp1... ... BpnXn1... X mq,

Onde X% sdo novos nao-terminais ¢ ®max(M,P).

2) Acrescentamos as regras:

© X by, g

Onde h =esej>Me G =¢ sej>R Repetindo esta operacdo para cada regra que nao
satisfaca as condi¢cdes obtemos o esquema T’ desejado.

Esta operacao fica muito mais clara através de uma ilustracdo. Na figura A.4, a regra da

esquerda é substituida pelas regras da direita:

Ao ghIBC, gIch Ao X01X02X03BC X21, X01X02X03BCX21
Xo1~ 0,9

Xoz— h, |

Xoz— i, €

Xo1—- €M

Figura A.4 Exemplo de substituicdo de regra para um STDS simples.

Lema A.2. Dado um ETDS T’ que satisfaz as condi¢cfes do lema A.1, existe um ETDS
T”, equivalente a T’, tal que em todas as regras & (3 de T', A ea determinanf3
unicamente e T também satisfaz as condicGes do lema A.1. Se T’ é simples entdo T”
também é simples.

Demonstracao
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1) Para o primeiro tipo de regma,ja € determinado unicamente a menos da permutagao
dos nao terminais. Suponhamos que existam duas regras:

e A- B;...B,, Bpi...Bpn

* A- B;...Bn Bai...Ban

Podemos substitui-las por:

e Ao X, X

e A-Y,Y

e X Bj...Bn, Bpi...Bpn

* Y- B;...B,, Bg...Ba,

2) No caso do segundo tipo de regra, suponhamos que existam duas regras:
® A - bl! bZ
® A - bl! t)3

Onde h # bs. Neste caso basta substitui-las por:

e Ao X, X
« A-Y,Y
e X- by by
* Yo bybs

Lema A.3. Dado um morfismop = n de Ca tal quetg:LgGi— LGy, existe um
morfismotg =n’, Tg:LgGi- LGy, tal quen’(*) é injetiva e trad{g) = trad().
Demonstracao

1) SenddG; = (G,,Z,) e G% = (G3,Z,@2), suponha que existam nao terminais.B,, tais
quet(*)(B;) = C. Neste caso mudamos a gramatica alvo da seguinte forma.

+ Substituimos C em £&) por Gg,...Gg, em G(*).
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e Cada mO Gy(0), de codominio C € substituida por uma colecdo de arestasy m
G2(0), de codominio g, tal que@z(m;) = @(m) para il {1,...,n}.

e Cada mlJ Gy(i), de codominio C é substituida por uma colecao de arestas (i),
de codominio &, parai > 0.

e Cada m[O Gy(i), com j-ésimo dominio igual a C, € substituida por uma colecao de

arestas mem G(i), com j-ésimo dominio igual agC parai > 0.
2) A funcdotg(m) € modificada de forma que:
s TpMW(nia - Bj) = m:a - Cg, se e somente gg;(M)(n) = mo - C.
s TgM)(maiBioz—A) = mia;Cg 02— A se e somente Sgg(M)(n) = mo;Caz - A.
* As demais componentes gg(M), respeitam o produtd e a composi¢ao.
No que se segu&{,2,¢,C) = LoGa1.
a) tradfp) U trad()
Suponha que (x,y)) trad{’g), neste caso x = T(m), para alguriliHomc(1,S) e y = T(n),
para n =},(m). m corresponde uma derivacgqS) I E’z y. Substituindo cada ocorréncia
de um terminal Cpor C, obtemos uma derivacggS) [ 252 y, esta derivacao corresponde
a um morfismo n tal que nig,(m), portanto (x,yd trad@).
b) tradf) U trad@)
Suponha que (x,}) trad{), neste caso x = T(m), para algurilidonc(1,S) e y = T(n),
para n =,,(m). m corresponde uma deriva¢c@qS) O ?52 y. Substituindo cada ocorréncia
de um terminal D por D indicg’}(D) (a imagem inversa é Gnica nesta dada derivacéo),

obtemos uma derivacap(S) O 25’2 y, esta derivacao corresponde a um morfismo n' tal que

n=n',,(m), portanto (x,y}! trad@).
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Figura A.6 tq = n, morfismo de CatZD com n(*) injetiva.
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Exemplo A.1.Sejatg o morfismo de representado pela figura A.5, onde a fung&p
esta representada pela linha dupla pontilhada. Nestetgaéoo morfismo representado
pela figura A.6.

Lema A.4. Dado um morfismog =n de Caﬁ;, tal quet:.LgGi- LG’y tal quen’(*) é
injetiva, existe um morfismog =n’, Tq:LgGi1-LgG™, tal quen’(*) é bijetiva e

trad@) = tradf).

Demonstracao

Esta operacdo nao preserva necessariamente a linguagem gerada pela segunda gramatica.
Neste caso podemos substituir cada ndo terminal A g@iG(*) (A) e eliminar os n&o
terminais que nao tenham imagem inversa. Obtemos assim a gra@igti¢&™,2,¢"), se
A e B estdo em G(*) entdo os morfismos entre A e B s80 0s mesmos que 2Mis&m

se m:A - B [0 Gy(M) teremos necessariamemt@)(m)= n’(M)(my), portanto trad() =

trad(t).

Teorema 6.18.Dado um ETDS simples T, existe um morfismg de CatzD, para algum
2, tal que trad() = trad(T). Reciprocamente, dado um morfistppL G1 - LG2 de

Catpy, existe um ETDS simples T, tal que trag) = trad(T).

a) Dado um ETDS simples T = @A,R,S), existe um morfismog de CatZ, tal que

trad(tg) = trad(T).
1) De acordo com os lemas A.1 e A.2, podemos supor sem perda de generalidade que as
regras de T séo da forma:
Ao Bj...Bp, B1...By

e Ao b, by (onde b é determinado unicamente por Ai¢ b
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2) Sejam G e G respectivamente as gramatica de entrada e de saida de T. A partir destas,
construimos as gramaticas categoricas equival@ietG:,Z0A,@) e G>=(G5Z0A,@),
de acordo com o teorema 3.28 (simbolos terminais desnecesséarios introduzidos pela uniao
néo invalidam o teorema 3.28). Podemos assim congifplt;Gi— LG: = n da
seguinte forma:
+ n(T) = Unico morfismo entre 5G1(T) e LgGx(T)
* n(*) = Identidade.( 5Gi(*) = LgGx(*) =N)
* n(m) é tal que:
a n(uw(A- B;...By)) =A- B;...Bn, onde A B;...Bn, Bi1...B,é umaregrade T.
a Se@(m)=b;, @(n)=k» e A~ by, b, é umaregrade T, entm:A-1) = n:A- 1.
3) No que segue, consideremog®: = (F1,Z0A,@) e LgG2 = (F2,20A,@). Vamos
provar que (S,S) T (a,B) se e somente se existem morfismagemFy(M) e m, emFa(M),
tais quen(m)(mz) = np. Consequentementead (tg) =trad (T).
Ida (0 ): (demonstracao por indugéo)

Hipoétese Indutiva

(S, S)O' (a,B), entdo existem morfismosiremFy(M) e mp emFa(M), tais quen(M)(my)=
mo.

Caso Baséi=0):

Se (S,SJ 0(O(,B) entdoa =3 = S. ComoFy(M) sdo arestas de uma categoria, entge m
m, = ids. Assimn(M)(my)= M, por construcgao.

Passo IndutivdgSe vale para j <l vale para i):

(S, S)O' (a,B), entdo (S, S’ (azA0, B1AR)D (azydz, B 1y B2). Onde j <ia =agyas e

B=Bay B
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Logo:

Of1: 01A0 - S, B B1AB2 - S tgn(m)(f1)= f2, por hipdtese de inducéo.

Ory - A, iy - Atgn(m)(ri)=rz, por construgao deg(m).

Logo existem ma — S, e m:B - S tqn(M)(m1)= m», A figura A.7 exibe a construcdo
de m na categoria com objetds;(*) e morfismosFi(M), n(M) leva a um diagrama

homomorfico na categoria com objeteg*) e morfismosF,(M), onde € construidoin

Figura A.7 Construcdo do morfismo m1 do passo indutivo.
Volta (0 ): (demonstracdo por inducdo na estrutura de m)

Hip6tese Indutiva

Se existem morfismos nemFy(M) e mp emFx(M), tais quen(M)(m;)= m, entéo (S,S)0

(a,B)

Caso Base

e my=m=Ila. Neste caso (AA) 0(A,A).

e m=m:B;...By - A. Onde A~ B;...Bp, B1...Bn, € uma regra de T. Neste caso (A,A)
0% (B1...Bn, Bi...By).

e mMm=1-Aem=1- A, @(m)=h e@n)=h. Onde A~ by, b, € uma regra de T.

Neste caso (AA] (b, by).
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Passo Indutivp

b)

1)

2)

Se m € uma composicdo de arestas e=mM)(m;) entdo m também é uma
composicado, poig(M) é um funtor. Neste casoynt -~S = m”: a-a’ °em"”: a’ - S,
em:B-S=m:B-p °m”: B’ -S. Portanto (S,3) " (a’,p’) O (a,p).
Se m é um produto de arestas e=m(M)(m;) entdo m também é um produto pois
T0(M) preserva produtos. Neste caspofia’ — o007 = mi: d -0 0 my: o’ —ay,
e my: BOP’ —B10B: = ms: BP0 mg: B’ - By Portanto @1, B1) O (a, B) e @1,
Br) O (o, B) logo (cuay, B1Bs) O (aet’, BR).

CQD
Reciprocamente, dado um morfismg:LG1-LG2 de CatzD, existe um ETDS
simples T, tal qué&rad (tg) =trad (T).
Considere Tg= n. Iniciamos construindo as gramaticas livre de contexto
G1=(N1,Y,P1,S) e G=(N2, >, P,S) respectivamente equivalentesGa e G, de
acordo com o teorema 3.28.
De acordo com os Lemas 3 e 4, podemos supor, sem perda de generalidgg€) que
€ bijetiva e quen(*) é a identidade. Podemos entdo construir o ETDS simples T =
(N1,2,2,R,S), de tal forma que:
Se m:A- B;...B, O P, en(M)(my) = mp:A- Bs...By, entdo A» B;...By, B;...By é
uma regra de R.
Sem:A-10Pen(M)(my) = mzA -1, ondep(m) = by e @(my) = by, entdo A- by,

b, € uma regra de R.
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3) No que segue, consideremqs®: = (F1,Z,@) e LgG2 = (F2,2,¢). Vamos provar que
existem morfismos mem Fy(M) e m emFy(M), tais quen(M)(m;) = mp se e somente se
(S,S)0 7 (a,B). Conseqiientementead (T) =trad (1)

Ida (0 ):(demonstragdo por indugéo na estrutura ge m)

Hipo6tese Indutiva:

Se existem morfismos nemFy(M) e mp emFx(M), tais quen(M)(m;)= m, entéo (S,S)I

(a,B)

Caso Base

e my=m=Ila. Neste caso (A,A) 0(A,A).

e m:B;...Bn - Ae m:n®*(Bi)...n*)Br-n*)(Br). Neste caso A B;...B, € uma
regra de @ portanto A- B;...By, Bi;...B, € uma regra de T. Neste caso (AJZ.\)1
(B1...Bn, Bi...By).

e mMm=1-Aem=1-n*A), g(m)=b e@(n)= k. Neste caso A b; € uma regra
de G e A- b, é uma regra de Gportanto A- by, b, € uma regra de T. Neste caso
(AA) O (b, by).

Passo Indutivp

* Se m é uma composicdo de arestas que satisfazem a hipotese indugis()im;)
entdo m também é uma composicdo poig(M) € um funtor. Neste caso,n - S =
m: o-a °em™ o -S, em B-S= m:pB-p °m”: B’ -S. Portanto (S,S)
(o,B) O (a,B).

* Se m é um produto de arestas que satisfazem a hipotese indutiyatg(m)(ms)

entdo m também é um produto poigg(M) preserva produtos. Neste casa: m

oo’ -oi00, = mi: a-a; O m": o’ a4, e np: BOPR’ - B0OB1 = mz: BB O
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mg: B’ - By Portanto ¢, B2) O (a, B) e @1, Br) O (a’, B’) logo (a1, B1Ps) O
(aa’, BR).
Volta (I ): (demonstracdo por inducéo)

Hipotese Indutiva

(S,8)0' (a,B), entdo existem morfismos;remFi(M) e my em Fo(M), tais quen(M)(my)=
mo.

Caso Baséi=0):

Se (S,S)1°%(a,B) entdoa = B = S. ComoFy(M) sdo arestas de uma categoria, entde m
m, = ids. Assimn(M)(my)= n, por construcao.

Passo Indutiv@vale para j < i1 vale para i):

(S,9)0 ' (a,B), entdo (S,SP! (a1A02, B1AB2)D (a1yozB 1y B2). Onde j < ia =awyo, e
=By B2

Logo:

Of;: ajAa, - S, B B1AB2 — S tgn(Mm)(f1)= f, por hipétese de inducéo.

Orey - A, iy - Atgn(m)(ri)=rz, por construcao deg(m).

~—c -7

m = ( qOr.0l 42) of 1

Figura A.8 Construcdo do morfismo m1 do passo indutivo.
Logo existem ma - S, e m:f - S tgqn(M)(my)= m,, A figura A.8 exibe a construcao

de m na categoria com objetdsi(*) e morfismosFi(m), Tg(M) leva a um diagrama
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homormoéfico na categoria com objeteg*) e morfismosF,(M), onde é construido am

CQD

A.5. Adjuncdo entre Cat f e Cat}

Defini¢éo 6.21.Uro: Caty — Caty é um funtor definido como:

* A componente-objeto detgy leva uma floresta de arvores ndo-ordenadag (®r,

Ci1) a uma floresta (F;, @, Cp) tal que:
o T = F. Pela definicdo, uma floresta de arvores ndo-ordenadas € uma floresta de

arvores.
o Qr=@
* A componente-morfismo deqg; leva um morfismayr de Catr em um morfismaoig
emCatp tal que:
o npg = nr. Observe quer(*) e nt(M) sdo, por definicdo, as componentes de um
funtor que preserva.
Teorema 6.22.Ur/m tem um adjunto & esquerdayf: Cat; — Catr tal que:
* A componente-objeto derf leva uma floresta (2, @, C) na floresta de arvores néo
ordenadas (1%, ¢r, C’) tal que:
a T(S) = F@S), portanto T() = F(T) e T¢) = F().
a T(m) = Morf(C’). Onde C’ é a menor categoria tal que Obj(C") = Obj(C), Morf(C’)
U Morf(C) e que é simétrica.
a Param, mp O F(M), T(codom)(m;) = F(codom)(my), T(dom)(m;) = Fdom)(my).

o @ =
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* A componente-morfismo derjg leva um morfisma) deCatzEI em um morfisma)r
emCat} tal que:

o N1, =Ngy N7 = No.- Enquantayr,, estende),, preservandoes,

Demonstracdo

1) Para demonstramos o teorema primeiro temos que apresentar a unidade da adjuncéo.
Sejan 1/g:1 % U 1/gLl1/g a transformagéo natural definida no poRtd] Obj(CatzD)
como o morfismch/E”:1 =Nn emCatzEI tal que:

*  Nn(T) é a identidade.

* Nn(*) é aidentidade.

* Nn(M) é aincluséo.

2) O@Fi1- UrgTy, construimost:LtgF1— T2 da seguinte forma:

c am=q@mea) =@

e o(m) é tal que:

a a(m)(m) =@Mm)(m) se m F(m).
a a(m) preserva o funtor T.

3) O diagrama abaixo comuta por construcda.de

c Nt/OF;

¢

U4/ma

Figura A.9 Diagrama da adjunc¢éo (N1/o.L1/0.YT1/00)-
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Provaremos que € Unico por casos. Suponha que exista um morstdmCat-zr, B#£aq,

tal que o diagrama acima comute. Enfdndo satisfaz a uma das condi¢des da defini¢cdo
dea:
4a)f (T) # @(T).

Neste cason,(T)°U/gB(T) # @T), o que contradiz a hipotese do diagrama
comutar.
4b) B (*) % ¢*).

Neste cason,(*)°UrgB(*) # @*), o que contradiz a hipétese do diagrama
comutar.
4c) Para algum il F(M), B(M)(m) £ @(M)(m).

Neste cason,(M)°Ut/gB(M) # @M), o que contradiz a hipotese do diagrama

comutar.
4d) (M) ndo preserva T.

Este caso contradiz a hipéteseBdger um morfismo d€ats.

CQD

A.6. Correcao e Completude do Modelo de ETDS
Teorema 6.24.Dado um ETDS T, existe um morfisme de Cat%, tal que trad() =
trad(T). Reciprocamente, dado um morfism Gy - L1G2 deCat-zr, existe um ETDS T,

tal que trad(y) = trad(T).
a) Dadoum ETDS T, existe um morfism.odeCat-zr, tal que tradfy) = trad(T).

1) De acordo com os lemas A.1 e A.2, podemos supor sem perda de generalidade que as

regras de T sdo da forma:
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e A5 B;...Bn, Bpi...Bpn  (onde p é determinado unicamente por A e.Bp)

e Ao b, by (onde b é determinado unicamente por A b

2) Sejam @ e G respectivamente as gramatica de entrada e de saida de T. A partir destas,
construimos as gramaticas categoricas equival@ietG:,Z0A,@) e G>=(G5Z0A,@),
de acordo com o teorema 3.28 (simbolos terminais desnecessarios nao invalidam o teorema
3.28). Podemos assim construirLtG1 - LtG% =n da seguinte forma:
* n(T) = Unico morfismo entre4Gi(T) e LyGx(T)
* n(* = ldentidade.( EG1(*) = L+G%(*) = N)
* n(m) é tal que:
a nM)(mi:B;...Bh-A) = my:Bp:...Bpn—A, onde A- B;...B,, Bp:...Bp, € uma
regrade T.
o Se@(m)=by, g(n)=kr e A- by, b, € umaregrade T, ent§gm:1-A) = n:1- A,
3) No que segue, consideremgs®: = (F,Z0A,@), LiG1= (T1, Z0A,@) e LsG2 = (T,
>0A, @). Vamos provar que (S,%) 7 (0,p) se e somente se existem morfismasem
Fi(M) e mp em Ty(M), tais quen(mM)(m;) = mp. Consequentementead (tr) =trad (T).
Observe que pela definicho 6.17 devemos provar esta condicdo exatamente para oS
morfismos m emFy(M).
Ida (0 ): (demonstracao por inducao)

Hip6tese Indutiva

(S,8)0' (a,B), entdo existem morfismos;rem Ti(M) e my em To(M), tais quen(M)(my)=
mo.

Caso Basdi = 0):
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Se (S,S)1°(a,B) entdoa = B = S. ComaTy(M) sdo arestas de uma categoria, entie m
m; = ids. Assimn(M)(m4)= M, por construgao.

Passo Indutiv@se vale para j <[l vale para i):

(S,S)0' (a,B), entéo (S,SP (:Aaz, B1AB)T (0aya,B 1y Br). Onde j < i =aiyoz e
=By B2

Logo:

Of;: aAaz - S, B B1AB2 — S tgn(Mm)(f1)= fo, por hipétese de inducéo.

Oriy - A, rz2y - Atgn(m)(ri)=rz, por construgao deg(m).

Logo existem mia - S, e m:f - S tqn(M)(m1)= my, A figura A.10 exibe a construgéo
de m na categoria com objetdE;(*) e morfismosTy(M), n(M) leva a um diagrama

homormoéfico na categoria com objeflog*) e morfismosTz(M), onde € construidozn

N
~ _-

m =( q0Or 0l g2) of 4

Figura A.10 Construgao do morfismo m1 do passo indutivo.
Volta (I ): (demonstragdo por indugéo na estrutura gde m)

Hipotese Indutiva

Se existem morfismos memTy(M) e np emTx(M), tais quen(M)(m.)= m, entdo (S,SP

(a,B)

Caso Base
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e my;=m=Ila. Neste caso (A,A) 0(A,A).

* mp=m:B;...Bn - A Onde A- B;...B,, Bpi...Bpn € uma regra de T. Neste caso
(A,A) O (B1...Bn, Bp....Bpn).

e mMm=1-Aem=1- A, @g(m)=hb e@n)=h. Onde A~ by, b, € uma regra de T.
Neste caso (AA] (b, by).

Passo Indutivo

e Se m é uma composicdo de arestas (para as quais vale a hipétese indutiva) e
my=n(M)(m;) entdo m também é uma composicdo, pg{») € um funtor. Neste caso
mia-S= m:a-a °m’:ad -S,emB-S= Mm:-B >m”: B - S. Portanto
(S,9)0 7 (a',p) O (a,p).

e Se m é um produto de arestas g=m(M)(m;) entdo m também é um produto, pois
T1(M) preserva produtos. Neste caspama’ - ;001" = mMi: d-01 O My o’ -ay,
e my: BOP’ ~ P10 = mg: BBy O Mgt B~ Py’ Portanto ¢y, B1) O (a, B) e @',
Br) O (o, B) logo (cu0, B1R:) O (acet’, BR).

CQD

b) Reciprocamente, dado um morfismaLtG1 - LtG> deCat%, existe um ETDS T, tal
que tradgy) = trad(T).

1) Considere 1Tv= n. Iniciamos construindo as gramaticas livre de contexto
G1=(Ng,>,P1,S) e G=(Ny, >,P,,$) respectivamente equivalente&ae G, de acordo
com o teorema 3.28.

2) De acordo com os Lemas 3 e 4, podemos supor, sem perda de generalidgg€) que

€ bijetiva e que(*) é a identidade. Podemos entdo construir o ETDS simples T =

(N1,2,2,R,S), de tal forma que:
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e Se A-B;...B, O P en(M)(m:B;...Br>A) = mp:Bps...Bpn— A, entdo A» B;...Bp,
Bp;...Bp, € uma regra de R.

e Sem:A-10Pen(M)(my) = mp:A - 1, ondegi(my) = by e @(my) = by, entdo A- by,
b, € uma regra de R.

3) No que segue, consideremqg®: = (F1,2,@1), LiG1 = (T1,Z,qn) e LyG2 = (T2,Z,@).

Vamos provar que existem morfismog @mF(M) e mp emTy(M), tais quen(M)(my) = np

se e somente se (S,9)71 (a,8). Conseqientementdrad (T) = trad (T 7).

Consequentementérad (t1) = trad (T). Pela definicdo 6.17 devemos provar esta

condicdo exatamente para os morfism@emFi(Mm).
Ida (J ):(demonstragao por indugao na estrutura ge m)

Hipotese Indutiva

Se existem morfismos nemTy(M) e mp emTo(M), tais que(M)(my) = mp entdo (S,SP

(a,B)

Caso Base

e my=mp=Ila. Neste caso (AA) 0(A,A).

e miB;...Bn - A e myBp;...Bpn—A. Neste caso A B;...B, € uma regra de G
portanto A» Bs...Bn, Bp:...Bp, € uma regra de T. Neste caso (AJZ)‘)1L (B;...Bn,
Bp;...Bpn).

e m=1-Aem=1- n™*(A), @g(m)=b e@(n)=k. Neste caso A b; é umaregra
de G e A- b, € uma regra de {Gportanto A- by, b, € uma regra de T. Neste caso
(AA) O (by, by).

Passo Indutivo
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* Se m é uma composicao de arestas que satisfazem a hip6tese indutivg()im;)
entdo m também é uma composicao, poigM) € a componente morfismo de um
funtor. Neste casoma-S= m: a-a °m”: a -S,em:B-S=m: B °
my": B’ - S. Portanto (S,S) " (a’,p’) O (a,B).

* Sem é um produto de arestas que satisfazem a hipétese indutpwa€nm(m,) entdo
m, também €& um produto, poist(M) preserva produtos. Neste caso; m
oo’ -o:i0a;’ = mi: a-0, O m": o o7, e mp: BOP’ -B:0OB1 = mg: BB O
mg: ' - By Portanto @, 1) O (0, B) e @u', Br) O (o', B) logo (uai, BsBi) O
(aa’, BP’).

Volta (I ): (demonstracdo por inducéo)

Hipotese Indutiva

(S,8)0! (a,B), entdo existem morfismos;remTiy(M) e my em To(M), tais quen(M)(my)=
mo.

Caso Basdi = 0):

Se (S,S)1°(a,B) entdoa = B = S. ComaTy(M) sdo arestas de uma categoria, entde m
m, = ids. Assimn(M)(my)= m, por construcao.

Passo Indutivd@se vale para j <[l vale para i):

(S,9)0 " (a,B), entdlo (S,SP (a1Aaz, B1AB2) (@1ya2B 1y B2). Onde j < i =auyaz ef
=By B2

Logo:

Of;: ajAa, - S, B B1AB2 — S tgn(m)(f1)= f, por hipétese de inducéo.

Ory - A, iy - Atgn(m)(ri)=rz, por construcao deg(m).
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Logo existem mia - S, e m:f - S tqn(M)(m1)= my, A figura A.11 exibe a construgéo
de m na categoria com objetoEi(*) e morfismosTy(M), Tr(M) leva a um diagrama

homormoéfico na categoria com objefog*) e morfismosT,(M), onde € construidoan

r

m = ( qOr.0l ) °f 1

Figura A.11 Construcdo do morfismo ms do passo indutivo.

CQD

A.7. Adjuncéo entre Cat e Cat

Definicdo 6.25.U.t: Cat - Cat: é um funtor definido como:
¢ + T

* A componente-objeto de:l leva uma floresta de DAGs (R, ¢, C;) a uma floresta
de arvores ndo-ordenadas ET @r, C») tal que:
o T = D. Observe que, pela definicdo, uma floresta de DAGs € uma floresta de

arvores nao ordenadas, basta tomar a soma como o preig i,[lcomo g
o @r=@.

* A componente-morfismo de.:l leva um morfisma), de Catfr em um morfisma)t
emCat? tal que:

a Nt =n4 Tomando a soma como o produoe [, iflcomo g, um funtor que

preserve a soma preservara tamioéms,
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Teorema 6.26.U4/r tem um adjunto a esquerda,/k: Cat-zr . Cat;, tal que:
* A componente-objeto deylr leva uma floresta de arvores néo-ordenadak, (@, C)
a floresta de DAGs ([E, ¢, C’) tal que:
a D(s) =T(s), portanto D{) = T(T) e D¢) = T(*).
o D(M) = Morf(C’). OndeC’ é a menor categoria tal que Gjj( = Obj(C), Morf(C")
00 Morf(C), e que possui uma soma que é uma extensdo do pmodurtoC e tal
que g p= Ly, i]
a Param, mp O T(M), D(codom)(m;) = T(codom)(m;) € Ddom)(my) = T(dom)(m,) e
my+my = myOm,.
o @b=0r.
* A componente-morfismo de4l leva um morfisma)t de Cat-zr em um morfisma

emCat’ tal que:
O N4 =011 N4 = N1
N+, €stenda)r,, preservando a soma.
Demonstracao
1) Apresentaremos a unidade da adjuncéo.rpgjal > U /-L+/r a transformacéo natural
definida no pontd; 0 Obj(Caty) como o morfisma)+/T, =N, emCat tal que:
* Ny(T) é a identidade.
* Nn(*) € aidentidade.
* Nn(M) é aincluséo.
2) O@Ti- UypDy, construimosiL4T1— D da seguinte forma:

©a(m=q).
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c a®=e®.
* a(m) é tal que:
a a(M)(m) =@Mm)(m) se mOJ F(m).
a o(m) preserva a soma.
3) O diagrama da figura A.12 comuta por construcam. de

4) Provaremos que € Unico por casos. Suponha que exista um morfﬁ;dmCati, B#

a, tal que o diagrama acima comute. Enfando satisfaz a uma das condi¢cbes da

definicdo den:

c -

¢

Q

Us/ma

Figura A.12 Diagrama da adjunc¢éo (N+/7,.L+/1.U+/7)-

4a)f (T) # @(T).

Neste casays(T)°U4+/1B(T) # @(T), 0 que contradiz a hipotese do diagrama comutar.
4b) B (*) # o).

Neste casayn(*) cU4/1B(*) # @*), 0 que contradiz a hipotese do diagrama comutar.
4c) Para algum il F(m), B(M)(m) £ @(M)(m).

Neste casayn(M)°U4/rB(M) # @M), 0 que contradiz a hipotese do diagrama comutar.

4d) B(M) n&o preserva a soma.

Este caso contradiz a hipéteseidser um morfismo d€at’. CQD
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