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Apêndice A – Demonstração dos Teoremas 

A.1. Adjunção entre Gram Σ  e CatΣ
� 

Definição 3.24. U�: CatΣ
�

→GramΣ é um funtor definido como:   

• A componente-objeto de U� leva uma floresta (F, Σ, φF, (C,�,1)) a uma gramática (G, 

Σ, φG) tal que:  

� G(T) =  F(T). 

� G(*) = F(*). 

� F(S) = G(S).   

� Para cada aresta a ∈ F(M), a:X1�X2�…�Xn → Y, tal que Xi, Y ∈ G(*), existe a’∈ 

G(n) tal que c(a’)=Y e di(a’)=Xi. O caso em que a: 1→Y é um caso particular da 

construção anterior onde n = 0. 

� φG(a’)=φF(a), para a’∈ G(0). Observe que ambas as funções tem o mesmo 

codomínio, Σ*. 

• A componente-morfismo de U� leva um morfismo η� de CatΣ
�

 em um morfismo ηG 

em GramΣ tal que:  

� ηGT = η�T. 

� ηG* = η�*. 

ηGi(a’)=b’ ⇔ η�M(a)=b, para a’ e b’ correspondentes à definição da componente-objeto. 

Teorema 3.26. U� possui um adjunto à esquerda L�:GramΣ→CatΣ
�

 tal que: 

• A componente-objeto de L� leva uma gramática (G,Σ,φG) a uma floresta (F,Σ,φF,C):   

� F(T) = G(T), enquanto, F(S) = G(S) ° i, onde i é a inclusão i:G(*) ⊂→ F (*). 
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� F(*) = { x  x é produto finito de elementos de G(*) }, portanto F (*) ⊇ G(*). 

� Para cada aresta n-ária a’ ∈ G(n) tal que c(a’)=Y e di(a’)=Xi, existe uma aresta 

a:X1� X2�…� Xn → Y em L�(G).  

� As arestas de L�(G) são as correspondentes ao item acima e as obtidas através de 

composição ou produto destas.  

� φF(a) = φG(a’), para a:1→Y.  

• A componente-morfismo de L� leva um morfismo ηG de GramΣ em um morfismo η� 

em CatΣ
�

 tal que: 

� η�T=ηGT, enquanto, η�* estende ηG* para F (*) preservando produtos. 

� η�M(a)=b ⇔ ηGi(a’)=b’, para a’ e b’ correspondentes à definição da componente-

objeto.  

Demonstração. 

1) Para demonstramos o teorema primeiro temos que apresentar a unidade da adjunção. 

Seja η�:1→• U�L� a transformação natural definida no ponto G1 ∈ Obj(Gram∑) como 

o morfismo η�G1 = ηη em Gram∑ tal que: 

• ηη(T) é a identidade.  

• ηη(*) é a inclusão.  

• ηη(i) é a inclusão.  

2) ∀φ:G1→U�F2, construímos α:L�G1→F2 da seguinte forma: 

• α(T) = φ(T) 

• α(*) é tal que: 

� α(*)(x) = φ(*)(x) se x ∈ G1(*), α(*) preserva produtos. 
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• α(M) é tal que: 

� Para cada aresta a:X1� X2�…� Xn → Y,  corresponde a a' em G1, α(M)(a) = b sse 

φ(n)(a') = b'.   

� α(M)  preserva produtos e composição. Ou seja, α é um morfismo de CatΣ
�

. 

3) O diagrama abaixo comuta por construção de α. 

 

 

 

 

 

 

Figura A.1 Diagrama da adjunção (η�,L�,U�). 

4) Provaremos que α é único por casos. Suponha que exista um morfismo β de CatΣ
�

, β  ≠ 

α,  tal que o diagrama acima comute. Então β não satisfaz a uma das condições da 

definição de α: 

4a) β(T) ≠ φ(T). 

 Neste caso, ηη(T)°U�β(T) ≠ φ(T), o que contradiz a hipótese do diagrama comutar. 

4b) Para  algum A ∈ G1(*), β(M)(A) ≠ φ(A)  

 Neste caso, ηη(*)°U�β(*) ≠ φ(*), o que contradiz a hipótese do diagrama comutar. 

4c) Para algum a:X1� X2�…� Xn → Y, tal que existe a' em G1(i), β(a) ≠ b, φ(ri) = b'.  

 Neste caso, ηη(i)°U�β(i) ≠ φ(i), o que contradiz a hipótese do diagrama comutar. 

4d) β não preserva produtos ou composição. 

 Este caso contradiz a hipótese de β ser um morfismo de CatΣ
�

. 

  G1 
η�G1 

       φ 
U�α 

U
�

L
�

G1 

U
�

F2 

α 

  L
�

G1 

   F2 



 104 

Contradição, logo não existe β  ≠ α,  tal que o diagrama acima comute. 

CQD 

A.2. Equivalência entre o conceito usual e o categórico de LLC. 

Teorema 3.30. Para cada gramática livre de contexto G, podemos construir uma gramática 

livre de contexto categórica G' , tal que L(G) = L(G'). Reciprocamente, para cada 

gramática livre de contexto categórica G'  podemos construir uma gramática livre de 

contexto G tal que L(G') =  L(G). 

a) Para cada gramática livre de contexto G, podemos construir uma gramática livre de 

contexto categórica G' , tq L(G) = L(G').  

a.1) Seja G = (N, Σ, P, S). Para cada a ∈ Σ criamos um novo não-terminal Na em N e 

construímos um novo conjunto de regras P1 da seguinte forma: 

• Para cada regra r = A → α em P, se o comprimento de α é maior que 1, substituo cada 

ocorrência de um a ∈ Σ em  α por Na.  

• Para cada a ∈ Σ acrescento uma regra Na → a.  

Obtemos assim G1 = (N1, Σ, P1, S), onde N1 = N∪{N a | a ∈ Σ}. É trivial ver que L(G) = 

L(G1). 

a.2) Construímos a gramática livre de contexto categórica G'  = (G',Σ,φ) de tal forma que: 

• G'(S)(G'(T)) = S 

• G'(*) = N1.  

• Para cada A→ a ∈ P1, existe um morfismo 0-ário m em G(0) de codomínio A. Tal que 

φ(A→ a) = a.  

• Para cada A→B1...Bn ∈ P1, existe um morfismo n-ário m em G(n) de codomínio A e tal 

que o i-ésimo domínio é Bi.  
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a.3) Seja (F,Σ,φ, (C, �,1)) = L�G’ . Vamos provar que α ⇒*
G1 β se e somente se existe 

morfismo m em F(M), m:β →α. Conseqüentemente L(G') = L(G1) = L(G). 

 

Ida (⇒): (demonstração por indução) 

Hipótese Indutiva: α ⇒ 
i
G1 β, então existe m:β →α em F(M). 

Caso Base (i=0): Se α ⇒0β então α = β. Como F(M) são arestas de uma categoria (C), 

existe m: α→α. 

Passo Indutivo (vale para i -1 ⇒ vale para i): 

α ⇒ 
i
G1 β1β2β3, então A ⇒ 

i
G
-

1

1
  β1Bβ3 ⇒ β1β2β3.  

Logo: 

∃ m1: β2 → B  (por construção de G') 

∃ m2: β1Bβ3→α  (por hipótese de indução) 

Logo existe m: β1β2β3 →α, conforme a construção da figura A.2. 

 

 

 

 

 

 

Figura A.2 Construção do morfismo m do passo indutivo. 

Volta (⇐): (demonstração por indução na estrutura de m) 

Hipótese Indutiva: 

Existe m: β →α em F(M),  então α ⇒ 
*
G1 β. 

αβ1Bβ3 

m = (I β1�m1�I β3) °m2 

I β1�m1�I β3 

β1β2β3 
m2 

β2 B
m1 
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Caso Base: 

• m: A →A é IA. Neste caso A ⇒ 
0
G1 A. 

• m: β → A corresponde a uma regra A → β em G1. Neste caso A ⇒ 
1
G1 β.  

Passo Indutivo: 

• m é a composição de arestas que satisfazem a hipótese indutiva. Neste caso m:β→α =  

m1:β→γ ° m2:γ→α, onde α ⇒ 
*
G1 γ e γ ⇒ 

*
G1 β, portanto α ⇒ 

*
G1 β. 

• m é o produto de arestas que satisfazem a hipótese indutiva. Neste caso m:β1β2→α1α2 

=  m1:β1→ α1 � m2: β2→α2, onde α1 ⇒ 
*
G1 β1 e α2 ⇒ 

*
G1 β2, portanto α1α2 ⇒ 

*
G1 α1β2 ⇒ 

*
G1 β1β2. 

CQD 

b) Reciprocamente, para cada gramática livre de contexto categórica G'  podemos 

construir uma gramática livre de contexto G tal que L(G') =  L(G). 

b.1) Se G'=(G',Σ,φ), construímos a gramática livre de contexto G =(G'(*), Σ, P, 

G'(S)(G'(T))) de tal forma que: 

• P = { A→ a |  para cada morfismo 0-ário m de codomínio A tq φ(m)=a } ∪           

{A →B1...Bn | para cada morfismo n-ário de codomínio A e i-ésimo domínio Bi} 

b.2) Seja (F,Σ,φ, (C, �,1)) = L�G’ . Vamos provar que existe morfismo m em F(M), m:β 

→α se e somente se α ⇒*
G β. Conseqüentemente L(G) = L(G'). 

Ida (⇒): (demonstração por indução na estrutura de m) 

Hipótese Indutiva: 

Existe m: β →α em F(M),  então α ⇒ 
*
G β. 

Caso Base: 
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• m: A → A é IA. Neste caso A ⇒ 
0
G A. 

• m: β → A corresponde a uma regra A → β em G. Neste caso A ⇒ 
1
G β. 

Passo Indutivo: 

• m é a composição de arestas que satisfazem a hipótese indutiva. Neste caso m:β→α =  

m1:β→γ ° m2:γ→α, onde α ⇒ 
*
G γ e γ ⇒ 

*
G β, portanto α ⇒*

G β. 

• m é o produto de arestas que satisfazem a hipótese indutiva. Neste caso m:β1β2→α1α2 

=  m1:β1→ α1 � m2: β2→α2, onde α1 ⇒
*
G β1 e α2 ⇒

*
G β2, portanto α1α2 ⇒

*
G α1β2 ⇒

*
G 

β1β2. 

Volta (⇐): (demonstração por indução no comprimento da derivação) 

Hipótese Indutiva: 

α ⇒ 
i
G β, então existe m: β →α em L�G’. 

Caso Base (i=0): 

Se α ⇒0β então α = β. Como F(M) são as arestas de uma categoria, existe m: α→α. 

Passo Indutivo (vale para i -1 ⇒ vale para i): 

α ⇒ 
i
G β1β2β3, então A ⇒i

G
-1

  β1Bβ3 ⇒ β1β2β3.  

Logo: 

∃ m1: β2 → B  (por construção de G') 

∃ m2: β1Bβ3→α  (por hipótese de indução) 

Logo existe m: β1β2β3 →α = (Iβ1�m1�Iβ3)°m2. 

CQD 

A.3. Adjunção entre Cat Σ
� e CatΣ

+ 

Definição 6.13. U+/�: CatΣ+→ CatΣ
�

 é um funtor definido como:   
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• A componente-objeto de U+/� leva uma floresta de DAGs (D,Σ,φD) a uma floresta 

(F,Σ,φF) tal que:   

� F = D. Observe que, pela definição, uma floresta de DAGs é uma floresta de 

árvores, pois uma categoria que possui soma estritamente associativa e elemento 

neutro é estritamente monoidal. 

� φF = φD.  

• A componente-morfismo de U+/� leva um morfismo η+ de CatΣ+ em um morfismo η� 

em CatΣ
�

 tal que:  

� η� = η+. Esta igualdade está justificada no apêndice. 

 Teorema 6.14. U+/� tem um adjunto à esquerda L+/�: CatΣ
�

→CatΣ+ tal que: 

• A componente-objeto de L+/� leva uma floresta (F, Σ, φF, C) na floresta de DAGs (D, 

Σ, φD, C’) tal que:   

� D(S) = F(S), portanto D(T) =  F(T) e D(*) = F(*) . 

� D(M) = Morf(C’). Onde C’  é a menor categoria tal que Obj(C’) = F(*), Morf(C’) ⊇ 

F(M) e que possui uma soma que é uma extensão de �.  

� Para m1, m2 ∈ F(M), D(codom)(m1) = F(codom)(m1) e D(dom)(m1) = F(dom)(m1) e 

m1+m2 = m1�m2.  

� φD = φF.  

• A componente-morfismo de L+/� leva um morfismo η� de CatΣ
�

 em um morfismo η+ 

em CatΣ+ tal que: 

� η+T = η�T, η+*
 = η�*

. 

� η+M estende η�M preservando a soma.  
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Podemos ver U+/� como uma inclusão de CatΣ+ em CatΣ
�

, e L+/� é um funtor que estende 

o produto tensorial para uma soma, introduzindo os morfismos que forem necessários. 

Demonstração. 

1) Para demonstramos o teorema primeiro temos que apresentar a unidade da adjunção. 

Seja η+/�:1→• U+/�L+/� a transformação natural definida no ponto F1 ∈ Obj(CatΣ
�

) 

como o morfismo η+/�F1 = ηη em CatΣ
�

 tal que: 

• ηη(T) é a identidade.  

• ηη(*) é a identidade.  

• ηη(M) é a inclusão.  

2) ∀φ:F1→ U+/�D2, construímos α:L+/�F1→D2  da seguinte forma: 

• α(T) = φ(T). 

• α(*) = φ (*). 

• α(M) é tal que: 

� α(M)(m) = φ(M)(m) se m ∈ F(M). 

� α(M) preserva a soma. 

3) O diagrama abaixo comuta por construção de α. 

 

 

 

 

 

 

Figura A.3 Diagrama da adjunção (η+/�,L+/�,U+/�). 
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4) Provaremos que α é único por casos. Suponha que exista um morfismo β de CatΣ+, β ≠ 

α, tal que o diagrama acima comute. Então β não satisfaz a uma das condições da 

definição de α: 

4a) β (T) ≠ φ(T). 

 Neste caso, ηη(T)°U+/�β(T) ≠ φ(T), o que contradiz a hipótese do diagrama 

comutar. 

4b) β (*) ≠ φ(*). 

 Neste caso, ηη(*)°U+/�β(*) ≠ φ(*), o que contradiz a hipótese do diagrama 

comutar. 

4c) Para algum m ∈ F(M),  β(M)(m) ≠ φ(M)(m). 

 Neste caso, ηη(M)°U+/�β(M) ≠ φ(M), o que contradiz a hipótese do diagrama 

comutar. 

4d) β(M) não preserva a soma. 

 Este caso contradiz a hipótese de β ser um morfismo de CatΣ+. 

CQD 

A.4. Correção e Completude do Modelo de ETDS simples 

Antes de provar o próximo teorema, precisamos de alguns lemas auxiliares. 

Lema A.1. Dado um ETDS T, existe um ETDS T’, equivalente a T, tal que todas as regras 

de T’ são da uma das formas abaixo: 

• A→ B1…Bn, Bp1…Bpn 

• A→ b1, b2 
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Onde A, Bi são não-terminais e são terminais ou ε. Além disso, se T é simples, então T’ é 

simples. 

Demonstração: 

1) Suponhamos que T tenha alguma regra que não seja da forma acima. Neste caso a regra 

é da forma: 

• A→ b01…b0M0B1b11…b1M1…Bnbn1…bnMn, c01…c 0P0Bp1c 11…c 1P1…Bpncn1…c m Pn 

Podemos substituir esta regra por: 

• A→ X01… X 0Q0B1 …… B n X n1…XnQn, X01…X 0Q0Bp1……BpnXn1…X mQn 

Onde Xij são novos não-terminais e Qi = max(Mi,Pi).  

2) Acrescentamos as regras: 

• Xij→ bij , cij  

Onde bij = ε se j > Mi e cij = ε se j > Pi. Repetindo esta operação para cada regra que não 

satisfaça as condições obtemos o esquema T’ desejado.  

Esta operação fica muito mais clara através de uma ilustração. Na figura A.4, a regra da 

esquerda é substituída pelas regras da direita: 

A→ ghiBC, giBCm A→ X01X02X03BC X21, X01X02X03BCX21 
X01→ g, g 
X02→ h, I 
X03→ i, ε 
X21→ ε, m 

 
Figura A.4 Exemplo de substituição de regra para um STDS simples. 

Lema A.2. Dado um ETDS T’ que satisfaz às condições do lema A.1, existe um ETDS 

T’’, equivalente a T’, tal que em todas as regras A→ α, β de T’, A e α determinam β 

unicamente e T’’ também satisfaz às condições do lema A.1. Se T’ é simples então T’’ 

também é simples. 

Demonstração: 
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1) Para o primeiro tipo de regra, α já é determinado unicamente a menos da permutação 

dos não terminais. Suponhamos que existam duas regras: 

• A→ B1…Bn, Bp1…Bpn 

• A→ B1…Bn, Bq1…Bqn 

Podemos substituí-las por: 

• A→ X, X 

• A→ Y, Y 

• X→ B1…Bn, Bp1…Bpn 

• Y→ B1…Bn, Bq1…Bqn 

2) No caso do segundo tipo de regra, suponhamos que existam duas regras: 

• A→ b1, b2 

• A→ b1, b3 

Onde b1 ≠ b3. Neste caso basta substituí-las por: 

• A→ X, X 

• A→ Y, Y 

• X→ b1, b2 

• Y→ b1, b3 

Lema A.3. Dado um morfismo τ� = η de CatΣ� tal que τ�:L�G1→L�G2, existe um 

morfismo τ’� = η’, τ’�:L�G1→L�G’2, tal que η’(*) é injetiva e trad(τ’�) = trad(τ�).  

Demonstração: 

1) Sendo G2 = (G2,Σ,φ2) e G’2 = (G’2,Σ,φ ’2), suponha que existam não terminais B1...Bn, tais 

que τ’�(*)(Bi) = C. Neste caso mudamos a gramática alvo da seguinte forma. 

• Substituímos C em G2(*) por CB1
...CBn

 em G’2(*). 
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• Cada m ∈ G2(0), de codomínio C é substituída por uma coleção de arestas mi em 

G’2(0), de codomínio CBi
, tal que φ ’2(mi) = φ 2(m) para i ∈ {1,...,n}. 

• Cada m ∈ G2(i), de codomínio C é substituída por uma coleção de arestas mi em G’2(i), 

de codomínio CBi
, para i > 0.  

• Cada m ∈ G2(i), com j-ésimo domínio igual a C, é substituída por uma coleção de 

arestas mi em G’2(i), com j-ésimo domínio igual a CBi
, para i > 0.  

2) A função τ�(M) é modificada de forma que: 

•  τ’�(M)(n:α→Bi) = mi:α→CBi
 se e somente se τ�(M)(n) = m:α→C. 

• τ’�(M)(n:α1Biα2→A) = mi:α1CBi
α2→A se e somente se τ’�(M)(n) = m:α1Cα2→A.  

•  As demais componentes de τ’�(M), respeitam o produto � e a composição.  

No que se segue (F1,Σ,φ1,C) = L�G1. 

a) trad(τ’�) ⊆ trad(τ�) 

Suponha que (x,y) ∈ trad(τ’�), neste caso x = T(m), para algum m∈ HomC(1,S) e y = T(n), 

para n = η’M(m). m corresponde uma derivação  η*(S) ⇒*
G’2 y. Substituindo cada ocorrência 

de um terminal Ci por C, obtemos uma derivação η*(S) ⇒*
G2 y, esta derivação corresponde 

a um morfismo n tal que n = ηM(m), portanto (x,y) ∈ trad(τ�). 

b) trad(τ’�) ⊇ trad(τ�) 

Suponha que (x,y) ∈ trad(τ�), neste caso x = T(m), para algum m∈ HomC(1,S) e y = T(n), 

para n = ηM(m). m corresponde uma derivação  η*(S) ⇒*
G2 y. Substituindo cada ocorrência 

de um terminal D por D índice η*
-1(D)  (a imagem inversa é única nesta dada derivação), 

obtemos uma derivação η*(S) ⇒*
G’2 y, esta derivação corresponde a um morfismo n' tal que 

n = η'M(m), portanto (x,y) ∈ trad(τ’�). 
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Figura A.5 τ� = η, morfismo de CatΣ
�

 com η(*) não injetiva. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura A.6 τ� = η, morfismo de CatΣ
�

 com η(*) injetiva. 
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Exemplo A.1. Seja τ� o morfismo de representado pela figura A.5, onde a função η’(*)  

está representada pela linha dupla pontilhada. Neste caso τ’� é o morfismo representado 

pela figura A.6. 

Lema A.4. Dado um morfismo τ� = η de CatΣ
�

 tal que τ�:L�G1→L�G’2, tal que η’(*) é 

injetiva, existe um morfismo τ’� = η’, τ’�:L�G1→L�G’’2, tal que η’(*) é bijetiva e 

trad(τ’�) = trad(τ�).  

Demonstração: 

Esta operação não preserva necessariamente a linguagem gerada pela segunda gramática. 

Neste caso podemos substituir cada não terminal A de G2 por τ�(*) -1(A) e eliminar os não 

terminais que não tenham imagem inversa. Obtemos assim a gramática G’’2= (G’’2,Σ,φ’ ’2), se 

A e B estão em G’’2(*) então os morfismos entre A e B são os mesmos que em G’2. Assim 

se m1:A→B ∈ G1(M) teremos necessariamente η(M)(m1)= η’(M)(m1), portanto trad(τ’�) = 

trad(τ�). 

Teorema 6.18. Dado um ETDS simples T, existe um morfismo τ� de CatΣ
�

, para algum 

Σ, tal que trad(τ�) = trad(T). Reciprocamente, dado um morfismo τ�:L�G1→L�G2 de 

CatΣ
�

, existe um ETDS simples T, tal que trad(τ�) = trad(T).  

a) Dado um ETDS simples T = (N,Σ,∆,R,S), existe um morfismo τ� de Cat
�

Σ∪∆, tal que 

trad(τ�) = trad(T). 

1) De acordo com os lemas A.1 e A.2, podemos supor sem perda de generalidade que as 

regras de T são da forma: 

• A→ B1…Bn, B1…Bn 

• A→ b1, b2     (onde b2 é determinado unicamente por A e b1)  
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2) Sejam G1 e G2 respectivamente as gramática de entrada e de saída de T. A partir destas, 

construímos as gramáticas categóricas equivalentes G’1=(G’1,Σ∪∆,φ1) e G’2=(G’2,Σ∪∆,φ2), 

de acordo com o teorema 3.28 (símbolos terminais desnecessários introduzidos pela união 

não invalidam o teorema 3.28). Podemos assim construir τ�:L�G’1→ L�G’2 = η da 

seguinte forma: 

• η(T) = Único morfismo entre L�G’1(T) e L�G’2(T)  

• η(*) =  Identidade.( L�G’1(*) = L�G’2(*) = N )  

• η(M) é tal que:  

� η(M)(A→ B1…Bn) = A→ B1…Bn, onde A→ B1…Bn, B1…Bn é uma regra de T. 

� Se φ1(m)=b1, φ1(n)=b2 e A→ b1, b2 é uma regra de T, então η(m:A→1)  = n:A→1. 

3) No que segue, consideremos L�G’1 = (F1,Σ∪∆,φ1) e L�G’2 = (F2,Σ∪∆,φ2). Vamos 

provar que (S,S) ⇒*
T (α,β) se e somente se existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em F2(M), 

tais que η(M)(m1) = m2. Conseqüentemente trad (τ�) = trad (T). 

Ida (⇒): (demonstração por indução) 

Hipótese Indutiva: 

(S, S) ⇒i (α,β), então existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em F2(M), tais que η(M)(m1)= 

m2. 

Caso Base (i=0): 

Se (S,S) ⇒0 (α,β) então α = β = S. Como F1(M) são arestas de uma categoria, então m1 = 

m2 = idS. Assim η(M)(m1)= m2 por construção. 

Passo Indutivo (Se vale para j < i ⇒ vale para i): 

(S, S) ⇒i (α,β), então (S, S) ⇒j (α1Aα2, β 1Aβ2)⇒ (α1γα2, β 1γ’β2). Onde j < i, α = α1γα2 e 

β = β 1γ’β2. 
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Logo: 

∃ f1: α1Aα2 → S, f2: β 1Aβ2 → S tq η(M)(f1)= f2, por hipótese de indução. 

∃ r1: γ → A, r2: γ’ → A tq η(M)(r1)= r2, por construção de η(M). 

Logo existem m1:α → S, e m2:β → S tq η(M)(m1)= m 2,  A figura A.7 exibe a construção 

de m1 na categoria com objetos F1(*) e morfismos F1(M), η(M) leva a um diagrama 

homomórfico na categoria com objetos F2(*) e morfismos F2(M), onde  é construído m2. 

 

 

 

 

 

 

 
Figura A.7 Construção do morfismo m1 do passo indutivo. 

Volta (⇐): (demonstração por indução na estrutura de m1 e m2) 

Hipótese Indutiva: 

Se existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em F2(M), tais que η(M)(m1)= m2 então (S,S) ⇒* 

(α,β) 

Caso Base: 

• m1 = m2 = IA. Neste caso (A,A) ⇒0
  (A,A). 

• m1 = m2 :B1…Bn → A. Onde A→ B1…Bn, B1…Bn é uma regra de T. Neste caso (A,A) 

⇒1
  (B1…Bn, B1…Bn). 

• m1 = 1 → A e m2 = 1 → A, φ1(m)= b1 e φ2(n)= b2. Onde A→ b1, b2 é uma regra de T. 

Neste caso (A,A) ⇒1
  (b1, b2). 

S α1Aα2 

m1 = (I α1�r 1�I α2) °f 1 

I α1�r 1�I α2 

α1γα2 
f1 

γ A 
r1 
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Passo Indutivo: 

• Se m1 é uma composição de arestas e m2=η(M)(m1) então m2 também é uma 

composição, pois η(M) é um funtor. Neste caso m1: α→S =  m1’: α→α’ ° m1’’: α’→S, 

e m2: β→S =  m2’: β→β’ ° m2’’: β’→S. Portanto (S,S) ⇒* (α’,β’) ⇒* (α,β). 

• Se m1 é um produto de arestas e m2=η(M)(m1) então m2 também é um produto pois 

τ�(M) preserva produtos. Neste caso m1:α�α’→α1�α1’ =  m1’: α→α1 � m1’’: α’→α1’, 

e m2: β�β’→β1�β1’ =  m2’: β→β1 � m2’’: β’→β1’. Portanto (α1, β1) ⇒* (α, β) e (α1’, 

β1’) ⇒* (α’, β’) logo (α1α1’, β1β1’) ⇒* (αα’, ββ’).  

CQD 

b) Reciprocamente, dado um morfismo τ�:L�G1→L�G2 de CatΣ
�

, existe um ETDS 

simples T, tal que trad (τ�) = trad (T). 

1) Considere τ�= η. Iniciamos construindo as gramáticas livre de contexto 

G1=(N1,∑,P1,S1) e G2=(N2, ∑, P2,S2) respectivamente  equivalentes a G1 e G2 de 

acordo com o teorema 3.28.  

2) De acordo com os Lemas 3 e 4, podemos supor, sem perda de generalidade, que τ�(*) 

é bijetiva e que η(*) é a identidade. Podemos então construir o ETDS simples T = 

(N1,Σ,Σ,R,S1), de tal forma que: 

• Se m1:A→ B1…Bn ∈ P1 e η(M)(m1) = m2:A→ B1…Bn, então A→ B1…Bn, B1…Bn é 

uma regra de R.  

• Se m1:A→1 ∈ P1 e η(M)(m1) = m2:A→1, onde φ1(m1) = b1 e φ2(m2) = b2, então A→ b1, 

b2 é uma regra de R.  
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3) No que segue, consideremos L�G1 = (F1,Σ,φ1) e L�G2 = (F2,Σ,φ2). Vamos provar que 

existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em F2(M), tais que η(M)(m1) = m2 se e somente se 

(S,S) ⇒*
T (α,β). Conseqüentemente trad (T) = trad (τ�). 

Ida (⇒):(demonstração por indução na estrutura de m1 e m2) 

Hipótese Indutiva: 

Se existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em F2(M), tais que η(M)(m1)= m2 então (S,S) ⇒* 

(α,β) 

Caso Base: 

• m1 = m2 = IA. Neste caso (A,A) ⇒0
  (A,A). 

• m1:B1…Bn → A e m2:η(*)(B1)…η(*)(Bn)→η(*)(Bn). Neste caso A→ B1…Bn é uma 

regra de G1, portanto A→ B1…Bn, B1…Bn é uma regra de T. Neste caso (A,A) ⇒1
  

(B1…Bn, B1…Bn). 

• m1 = 1 → A e m2 = 1 → η(*)(A), φ1(m)= b1 e φ2(n)= b2. Neste caso A→ b1 é uma regra 

de G1 e A→ b2 é uma regra de G3, portanto A→ b1, b2 é uma regra de T. Neste caso 

(A,A) ⇒1
  (b1, b2). 

Passo Indutivo: 

• Se m1 é uma composição de arestas que satisfazem a hipótese indutiva e m2=η(M)(m1) 

então m2 também é uma composição pois τ�(M) é um funtor. Neste caso m1: α→S =  

m1’: α→α’ ° m1’’: α’→S, e m2: β→S =  m2’: β→β’ ° m2’’: β’→S. Portanto (S,S) ⇒* 

(α’,β’) ⇒* (α,β). 

• Se m1 é um produto de arestas que satisfazem a hipótese indutiva e m2=τ�(M)(m1) 

então m2 também é um produto pois τ�(M) preserva produtos. Neste caso m1: 

α�α’→α1�α1’ =  m1’: α→α1 � m1’’: α’→α1’, e m2: β�β’→β1�β1’ =  m2’: β→β1 � 
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m2’’: β’→β1’. Portanto (α1, β1) ⇒* (α, β) e (α1’, β1’) ⇒* (α’, β’) logo (α1α1’, β1β1’) ⇒* 

(αα’, ββ’). 

Volta (⇐): (demonstração por indução) 

Hipótese Indutiva: 

(S,S) ⇒i (α,β), então existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em F2(M), tais que η(M)(m1)= 

m2. 

Caso Base (i=0): 

Se (S,S) ⇒0 (α,β) então α = β = S. Como F1(M) são arestas de uma categoria, então m1 = 

m2 = idS. Assim η(M)(m1)= m2 por construção. 

Passo Indutivo (vale para j < i ⇒ vale para i): 

(S,S) ⇒i (α,β), então (S,S) ⇒j (α1Aα2, β 1Aβ2)⇒ (α1γα2,β 1γ’β2). Onde j < i, α = α1γα2 e β 

= β 1γ’β2. 

Logo: 

∃ f1: α1Aα2 → S, f2: β 1Aβ2 → S tq η(M)(f1)= f2, por hipótese de indução. 

∃ r1: γ → A, r2: γ’ → A tq η(M)(r1)= r2, por construção de η(M). 

 

 

 

 

 

 

Figura A.8 Construção do morfismo m1 do passo indutivo. 

Logo existem m1:α → S, e m2:β → S tq η(M)(m1)= m 2,  A figura A.8 exibe a construção 

de m1 na categoria com objetos F1(*) e morfismos F1(M), τ�(M) leva a um diagrama 

S α1Aα2 

m1 = (I α1�r 1�I α2) °f 1 

I α1�r 1�I α2 

α1γα2 
f1 

γ A 
r1 
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homormófico na categoria com objetos F2(*) e morfismos F2(M), onde  é construído m2.

 CQD 

A.5. Adjunção entre Cat Σ
� e CatΣ

T 

Definição 6.21. UT/�: CatΣT→ CatΣ
�

 é um funtor definido como:   

• A componente-objeto de UT/� leva uma floresta de árvores não-ordenadas (T, Σ, φT, 

C1) a uma floresta (F, Σ, φF, C2) tal que:   

� T = F. Pela definição, uma floresta de árvores não-ordenadas é uma floresta de 

árvores. 

� φT = φF. 

• A componente-morfismo de UT/� leva um morfismo ηT de CatT em um morfismo η� 

em Cat� tal que:  

� η� = ηT. Observe que ηT(*) e ηT(M) são, por definição, as componentes de um 

funtor que preserva �. 

Teorema 6.22. UT/� tem um adjunto à esquerda, LT/�: CatΣ
�

→ CatΣT tal que: 

• A componente-objeto de LT/� leva uma floresta (F, Σ, φF, C) na floresta de árvores não 

ordenadas (T, Σ, φT, C’ ) tal que:   

� T(S) = F(S), portanto T(T) = F(T) e T(*) = F(*). 

� T(M) = Morf(C’). Onde C’ é a menor categoria tal que Obj(C’) = Obj(C), Morf(C’) 

⊇ Morf(C) e que é simétrica.  

� Para m1, m2 ∈ F(M), T(codom)(m1) = F(codom)(m1), T(dom)(m1) = F(dom)(m1).  

� φT = φF. 
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• A componente-morfismo de LT/� leva um morfismo η� de CatΣ
�

 em um morfismo ηT 

em CatΣT tal que: 

� ηTT = η�T, ηT*
 = η�*

. Enquanto ηTM estende η�M preservando sa,b. 

Demonstração. 

1) Para demonstramos o teorema primeiro temos que apresentar a unidade da adjunção. 

Seja η T/�:1→• U T/�LT/� a transformação natural definida no ponto F1 ∈ Obj(CatΣ
�

) 

como o morfismo ηT/�F1 = ηη em CatΣ
�

 tal que: 

• ηη(T) é a identidade.  

• ηη(*) é a identidade.  

• ηη(M) é a inclusão.  

2) ∀φ:F1→ UT/�T2, construímos α:LT/�F1→T2  da seguinte forma: 

• α(T) = φ(T) e α(*) = φ (*). 

• α(M) é tal que: 

� α(M)(m) = φ(M)(m) se m ∈ F(M). 

� α(M) preserva o funtor T. 

3) O diagrama abaixo comuta por construção de α. 

 

 

 

 

 

 

Figura A.9 Diagrama da adjunção (ηT/�,LT/�,UT/�). 

 F1 
ηT/�F1 

       φ 
U+/�α 

UT/�LT/�F1 

UT/�T2 

α 

  LT/�F1 

   T2 
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 Provaremos que α é único por casos. Suponha que exista um morfismo β de CatΣT, β ≠ α, 

tal que o diagrama acima comute. Então β não satisfaz a uma das condições da definição 

de α: 

4a) β (T) ≠ φ(T). 

 Neste caso, ηη(T)°UT/�β(T) ≠ φ(T), o que contradiz a hipótese do diagrama 

comutar. 

4b) β (*) ≠ φ(*). 

 Neste caso, ηη(*)°UT/�β(*) ≠ φ(*), o que contradiz a hipótese do diagrama 

comutar. 

4c) Para algum m ∈ F(M),  β(M)(m) ≠ φ(M)(m). 

 Neste caso, ηη(M)°UT/�β(M) ≠ φ(M), o que contradiz a hipótese do diagrama 

comutar. 

4d) β(M) não preserva T. 

 Este caso contradiz a hipótese de β ser um morfismo de CatΣΣT. 

CQD 

A.6. Correção e Completude do Modelo de ETDS  

Teorema 6.24. Dado um ETDS T, existe um morfismo τT de CatΣT, tal que trad(τT) = 

trad(T). Reciprocamente, dado um morfismo τT:LTG1→LTG2 de CatΣT, existe um ETDS T, 

tal que trad(τT) = trad(T).  

a) Dado um ETDS T, existe um morfismo τT de CatΣT, tal que trad(τT) = trad(T). 

1) De acordo com os lemas A.1 e A.2, podemos supor sem perda de generalidade que as 

regras de T são da forma: 
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• A→ B1…Bn, Bp1…Bpn (onde p é determinado unicamente por A e B1…Bn)  

• A→ b1, b2    (onde b2 é determinado unicamente por A e b1)  

 

2) Sejam G1 e G2 respectivamente as gramática de entrada e de saída de T. A partir destas, 

construímos as gramáticas categóricas equivalentes G’1=(G’1,Σ∪∆,φ1) e G’2=(G’2,Σ∪∆,φ2), 

de acordo com o teorema 3.28 (símbolos terminais desnecessários não invalidam o teorema 

3.28). Podemos assim construir τT:LTG’1→ LTG’2 = η da seguinte forma: 

• η(T) = Único morfismo entre LTG’1(T) e LTG’2(T)  

• η(*) =  Identidade.( LTG’1(*) = LTG’2(*) = N )  

• η(M) é tal que:  

� η(M)(m1:B1…Bn→A) = m2:Bp1…Bpn→A, onde A→ B1…Bn, Bp1…Bpn é uma 

regra de T.  

� Se φ1(m)=b1, φ1(n)=b2 e A→ b1, b2 é uma regra de T, então η(m:1→A) = n:1→A.  

3) No que segue, consideremos L�G’1 = (F1,Σ∪∆,φ1),  LTG’1 = (T1, Σ∪∆,φ1) e LTG’2 = (T2, 

Σ∪∆, φ2). Vamos provar que (S,S) ⇒*
T (α,β) se e somente se existem morfismos m1 em 

F1(M) e m2 em T2(M), tais que η(M)(m1) = m2. Conseqüentemente trad (τT) = trad (T). 

Observe que pela definição 6.17 devemos provar esta condição exatamente para os 

morfismos m1 em F1(M). 

Ida (⇒): (demonstração por indução)   

Hipótese Indutiva: 

(S,S) ⇒i (α,β), então existem morfismos m1 em T1(M) e m2 em T2(M), tais que η(M)(m1)= 

m2. 

Caso Base (i = 0): 
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Se (S,S) ⇒0 (α,β) então α = β = S. Como T1(M) são arestas de uma categoria, então m1 = 

m2 = idS. Assim η(M)(m1)= m2 por construção. 

Passo Indutivo (se vale para j < i ⇒ vale para i): 

(S,S) ⇒i (α,β), então (S,S) ⇒j (α1Aα2, β 1Aβ2)⇒ (α1γα2,β 1γ’β2). Onde j < i, α = α1γα2 e β 

= β 1γ’β2. 

Logo: 

∃ f1: α1Aα2 → S, f2: β 1Aβ2 → S tq η(M)(f1)= f2, por hipótese de indução. 

∃ r1: γ → A, r2: γ’ → A tq η(M)(r1)= r2, por construção de η(M). 

Logo existem m1:α → S, e m2:β → S tq η(M)(m1)= m 2,  A figura A.10 exibe a construção 

de m1 na categoria com objetos T1(*) e morfismos T1(M), η(M) leva a um diagrama 

homormófico na categoria com objetos T2(*) e morfismos T2(M), onde  é construído m2. 

 

 

 

 

 

 

 
Figura A.10 Construção do morfismo m1 do passo indutivo. 

Volta (⇐): (demonstração por indução na estrutura de m1 e m2) 

Hipótese Indutiva: 

Se existem morfismos m1 em T1(M) e m2 em T2(M), tais que η(M)(m1)= m2 então (S,S) ⇒* 

(α,β) 

Caso Base: 

S α1Aα2 

m1 = (I α1�r 1�I α2) °f 1 

I α1�r 1�I α2 

α1γα2 
f1 

γ A 
r1 
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• m1 = m2 = IA. Neste caso (A,A) ⇒0
  (A,A). 

• m1 = m2 :B1…Bn → A. Onde A→ B1…Bn, Bp1…Bpn é uma regra de T. Neste caso 

(A,A) ⇒1
  (B1…Bn, Bp1…Bpn). 

• m1 = 1 → A e m2 = 1 → A, φ1(m)= b1 e φ2(n)= b2. Onde A→ b1, b2 é uma regra de T. 

Neste caso (A,A) ⇒1
  (b1, b2). 

Passo Indutivo: 

• Se m1 é uma composição de arestas (para as quais vale a hipótese indutiva) e 

m2=η(M)(m1) então m2 também é uma composição, pois η(M) é um funtor. Neste caso 

m1:α→S =  m1’:α→α’ ° m1’’: α’→S, e m2:β→S =  m2’:β→β’ ° m2’’: β’→S. Portanto 

(S,S) ⇒* (α’,β’) ⇒* (α,β). 

• Se m1 é um produto de arestas e m2=η(M)(m1) então m2 também é um produto, pois 

τT(M) preserva produtos. Neste caso m1:α�α’→α1�α1’ =  m1’: α→α1 � m1’’: α’→α1’, 

e m2: β�β’→β1�β1’ =  m2’: β→β1 � m2’’: β’→β1’. Portanto (α1, β1) ⇒* (α, β) e (α1’, 

β1’) ⇒* (α’, β’) logo (α1α1’, β1β1’) ⇒* (αα’, ββ’). 

CQD 

b) Reciprocamente, dado um morfismo τT:LTG1→LTG2 de CatΣT, existe um ETDS T, tal 

que trad(τT) = trad(T). 

1) Considere τT= η. Iniciamos construindo as gramáticas livre de contexto 

G1=(N1,∑,P1,S1) e G2=(N2, ∑,P2,S2) respectivamente  equivalentes a G1 e G2 de acordo 

com o teorema 3.28.  

2) De acordo com os Lemas 3 e 4, podemos supor, sem perda de generalidade, que τ�(*) 

é bijetiva e que η(*) é a identidade. Podemos então construir o ETDS simples T = 

(N1,Σ,Σ,R,S1), de tal forma que: 
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• Se A→B1…Bn ∈ P1 e η(M)(m1:B1…Bn→A) = m2:Bp1…Bpn→A, então A→ B1…Bn, 

Bp1…Bpn é uma regra de R.  

• Se m1:A→1 ∈ P1 e η(M)(m1) = m2:A→1, onde φ1(m1) = b1 e φ2(m2) = b2, então A→ b1, 

b2 é uma regra de R.  

3) No que segue, consideremos L�G1 = (F1,Σ,φ1),  LTG1 = (T1,Σ,φ1) e LTG2 = (T2,Σ,φ2). 

Vamos provar que existem morfismos m1 em F1(M) e m2 em T2(M), tais que η(M)(m1) = m2 

se e somente se (S,S) ⇒*
T (α,β). Conseqüentemente trad (T) = trad (τ T). 

Conseqüentemente trad (τT) = trad (T). Pela definição 6.17 devemos provar esta 

condição exatamente para os morfismos m1 em F1(M). 

Ida (⇒):(demonstração por indução na estrutura de m1 e m2) 

Hipótese Indutiva: 

Se existem morfismos m1 em T1(M) e m2 em T2(M), tais que η(M)(m1) = m2 então (S,S) ⇒* 

(α,β) 

Caso Base: 

• m1 = m2 = IA. Neste caso (A,A) ⇒0
  (A,A). 

• m1:B1…Bn → A e m2:Bp1…Bpn→A. Neste caso A→ B1…Bn é uma regra de G1, 

portanto A→ B1…Bn, Bp1…Bpn é uma regra de T. Neste caso (A,A) ⇒1
  (B1…Bn, 

Bp1…Bpn). 

• m1 = 1 → A e m2 = 1 → η(*)(A), φ1(m)= b1 e φ2(n)= b2. Neste caso A→ b1 é uma regra 

de G1 e A→ b2 é uma regra de G3, portanto A→ b1, b2 é uma regra de T. Neste caso 

(A,A) ⇒1
  (b1, b2). 

Passo Indutivo: 
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• Se m1 é uma composição de arestas que satisfazem a hipótese indutiva e m2=η(M)(m1) 

então m2 também é uma composição, pois τT(M) é a componente morfismo de um 

funtor. Neste caso m1: α→S =  m1’: α→α’ ° m1’’: α’→S, e m2: β→S =  m2’: β→β’ ° 

m2’’: β’→S. Portanto (S,S) ⇒* (α’,β’) ⇒* (α,β). 

• Se m1 é um produto de arestas que satisfazem a hipótese indutiva e m2=τT(M)(m1) então 

m2 também é um produto, pois τT(M) preserva produtos. Neste caso m1: 

α�α’→α1�α1’ =  m1’: α→α1 � m1’’: α’→α1’, e m2: β�β’→β1�β1’ =  m2’: β→β1 � 

m2’’: β’→β1’. Portanto (α1, β1) ⇒* (α, β) e (α1’, β1’) ⇒* (α’, β’) logo (α1α1’, β1β1’) ⇒* 

(αα’, ββ’). 

Volta (⇐): (demonstração por indução)   

Hipótese Indutiva: 

(S,S) ⇒j (α,β), então existem morfismos m1 em T1(M) e m2 em T2(M), tais que η(M)(m1)= 

m2. 

Caso Base (i = 0): 

Se (S,S) ⇒0 (α,β) então α = β = S. Como T1(M) são arestas de uma categoria, então m1 = 

m2 = idS. Assim η(M)(m1)= m2 por construção. 

Passo Indutivo (se vale para j < i ⇒ vale para i): 

(S,S) ⇒i (α,β), então (S,S) ⇒j (α1Aα2, β 1Aβ2)⇒ (α1γα2,β 1γ’β2). Onde j < i, α = α1γα2 e β 

= β 1γ’β2. 

Logo: 

∃ f1: α1Aα2 → S, f2: β 1Aβ2 → S tq η(M)(f1)= f2, por hipótese de indução. 

∃ r1: γ → A, r2: γ’ → A tq η(M)(r1)= r2, por construção de η(M). 
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Logo existem m1:α → S, e m2:β → S tq η(M)(m1)= m 2,  A figura A.11 exibe a construção 

de m1 na categoria com objetos T1(*) e morfismos T1(M), τT(M) leva a um diagrama 

homormófico na categoria com objetos T2(*) e morfismos T2(M), onde  é construído m2. 

 

 

 

 

 

 

Figura A.11 Construção do morfismo m1 do passo indutivo. 

CQD 

A.7. Adjunção entre Cat Σ
T e CatΣ

+ 

Definição 6.25. U+/T: CatΣ+→ CatΣT é um funtor definido como:   

• A componente-objeto de U+/T leva uma floresta de DAGs (D, Σ, φD, C1) a uma floresta 

de árvores não-ordenadas (T, Σ, φT, C2) tal que:   

� T = D. Observe que, pela definição, uma floresta de DAGs é uma floresta de 

árvores não ordenadas, basta tomar a soma como o produto � e 〈ib, ia〉 como sa,b. 

� φT = φD.  

• A componente-morfismo de U+/T leva um morfismo η+ de CatΣ+ em um morfismo ηT 

em CatΣT tal que:  

� ηT = η+. Tomando a soma como o produto � e 〈ib, ia〉 como sa,b, um funtor que 

preserve a soma preservará também � e sa,b.  

S α1Aα2 

m1 = (I α1�r 1�I α2) °f 1 

I α1�r 1�I α2 

α1γα2 
f1 

γ A 
r1 
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Teorema 6.26. U+/T tem um adjunto à esquerda, L+/T: CatΣT → CatΣ+, tal que: 

• A componente-objeto de L+/T leva uma floresta de árvores não-ordenadas (T, Σ, φT, C) 

à floresta de DAGs (D ,Σ, φD, C’ ) tal que:   

� D(S) = T(S), portanto D(T) = T(T) e D(*) =  T(*). 

� D(M) = Morf(C’). Onde C’  é a menor categoria tal que Obj(C’ ) = Obj(C), Morf(C’ ) 

⊇ Morf(C), e que possui uma soma que é uma extensão do produto � em C e tal 

que sa,b = 〈ib, ia〉.  

� Para m1, m2 ∈ T(M), D(codom)(m1) = T(codom)(m1) e D(dom)(m1) = T(dom)(m1) e 

m1+m2 = m1�m2.  

� φD = φT. 

• A componente-morfismo de L+/T leva um morfismo ηT de CatΣT em um morfismo η+ 

em CatΣ+ tal que: 

� η+T = ηTT, η+* = ηT*. 

η+M estende ηTM preservando a soma. 

Demonstração. 

1) Apresentaremos a unidade da adjunção. Seja η+/T:1→• U+/TL+/T a transformação natural 

definida no ponto T1 ∈ Obj(CatΣT) como o morfismo η+/TT1 = ηη em CatΣT tal que:  

• ηη(T) é a identidade.  

• ηη(*) é a identidade.  

• ηη(M) é a inclusão.  

2) ∀φ:T1→ U+/TD2, construímos α:L+/TT1→D2  da seguinte forma:  

• α(T) = φ(T).  
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• α(*) = φ (*). 

• α(M) é tal que: 

� α(M)(m) = φ(M)(m) se m ∈ F(M). 

� α(M) preserva a soma. 

3) O diagrama da figura A.12 comuta por construção de α.  

4) Provaremos que α é único por casos. Suponha que exista um morfismo β de CatΣ+, β ≠ 

α, tal que o diagrama acima comute. Então β não satisfaz a uma das condições da 

definição de α: 

 

 

 

 

 

 
Figura A.12 Diagrama da adjunção (η+/T,L+/T,U+/T). 

4a) β (T) ≠ φ(T).  

Neste caso, ηη(T)°U+/Tβ(T) ≠ φ(T), o que contradiz a hipótese do diagrama comutar. 

4b) β (*) ≠ φ(*). 

Neste caso, ηη(*)°U+/Tβ(*) ≠ φ(*), o que contradiz a hipótese do diagrama comutar. 

4c) Para algum m ∈ F(M),  β(M)(m) ≠ φ(M)(m).  

Neste caso, ηη(M)°U+/Tβ(M) ≠ φ(M), o que contradiz a hipótese do diagrama comutar. 

4d) β(M) não preserva a soma.  

Este caso contradiz a hipótese de β ser um morfismo de CatΣ+.    CQD 

 T1 
η+/TT1 

       φ 
U+/�α 

U+/TL+/TT1 

U+/TD2 

α 

  L+/TT1 

   D2 
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