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RESUMO

Modelagem geométrica é, atualmente, fundamental em sistemas de CAD. No en-
tanto, os modelos tradicionalmente utilizados nem sempre satisfazem todos os tipos
de aplicacao. Aplicacoes cientificas lidam, muitas vezes, com objetos constituidos por
diversos materiais com diferentes propriedades. Relacionamentos de contato, além de

comuns, sao cruciais em cinematica, planejamento de montagens, robética e geologia.

Para este propédsito, o que se deseja é modelar agregados de objetos (sélidos pos-
sivelmente combinados com partes de dimensao inferior), mantendo os relacionamentos
de adjacéncia entre estes objetos. Isto permite a criacdao de um ambiente de desen-
volvimento no qual os diversos aplicativos podem compartilhar, nao somente dados,
mas, também, algoritmos que processam e alteram estes dados. Uma forma de tratar
todos estes tipos de problema, de uma maneira uniforme e coerente, é lidando com
subdivisoes arbitrarias do espaco, ao invés da divisao classica em apenas trés regioes

(interior, fronteira e exterior de um objeto sélido).

Subdivisoes planares, embora mais simples, também sao relevantes, principalmente
nas areas de geologia e cartografia. A criacao de uma subdivisao planar difere da
criacao de uma subdivisao espacial, especialmente na forma de interagir com o usuario

(no processo de modelagem utilizado).

O presente trabalho trata do problema de criar, combinar e manter, em tempo real,
subdivisoes do espaco Euclidiano bi e tri-dimensional. O objetivo principal é a criacao
de uma metodologia que permita a construcao de subdivisoes consistentes topologica
e geometricamente. Para isto, foram adicionadas algumas extensoes ao conceito de
complexo geométrico seletivo, de forma a criar o embasamento necessario para a criacao
de um esquema de representacao flexivel que elimina varias restri¢oes impostas pela

modelagem tradicional.

O esquema de representacao proposto, embora mantenha uma representacao ex-
plicita do bordo dos objetos, suporta operagoes similares (porém mais poderosas) as

operacoes booleanas para solidos, sem que nenhuma restricao adicional seja imposta



(além disso, ele propicia a criacido de algoritmos geométricos eficientes). Isto cria um
elenco poderoso de ferramentas de modelagem, permitindo, futuramente, a criacao de
uma linguagem para construcao interativa de subdivisoes. A partir de operacoes bésicas,
descritas detalhadamente, que permitem inserir, em uma subdivisao ja existente, um
novo retalho de superficie ou um novo segmento de curva em tempo linear, é possivel
criar uma subdivisdo completa em tempo quadratico (em relagdo ao nimero final de

elementos da subdivisao).

ABSTRACT

Geometric Modeling is central to many CAD systems, even though the models
traditionally employed do not satisfy all applications. Scientific applications need to deal
with objects made of different materials, with distinct properties. Contact relationships

are crucial in kinematics, assembly planning, robotic, and geology.

In this context, it is necessary to model aggregates of objects (including solids
with lower dimensional parts), keeping track of the adjacency relationships among these
objects. This suggests the creation of a development environment where the applications
can share not only data but also algorithms that process and transform these data. The
way to handle such problems is by supporting arbitrary space subdivisions, instead of
the classical subdivision in three regions (interior, boundary, and exterior of a solid

object).

Planar subdivisions are simpler, but also important, mainly in geology and car-
tography. The creation of a planar subdivision differs from the creation of a spatial

subdivision, specially by the interaction with the user (by the modeling process).

The aim of this work is to deal with the problem of creating, combining, and main-
taining, in real time, subdivisions of the two- and three-dimensional Fuclidean space.
The main goal is devising a methodology that permits the construction of subdivisions
which are topologically and geometrically consistent. This methodology is determined
by a modeling process, a mathematical model, and a representation scheme. To achieve

this, some extensions were added to the concept of selective geometric complex, creating



the basis for a flexible scheme that eliminates several restrictions imposed by traditional

modeling.

The proposed representation scheme maintains an explicit boundary representation
and allows one to add boolean operations without any additional restriction (further-
more, it enables the implementation of efficient geometrical algorithms). This provides a
powerful set of modeling tools that can be used as the base for the creation of an interac-
tive construction language for space subdivisions. The construction of basic operations
which allow the insertion of a surface patch or a curve segment in a given subdivision
in linear time, is also described in detail. This means that a complete subdivision can

be built in quadratic time with the number of subdivision’s elements.
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1 - INTRODUCAO

Este trabalho se insere na area conhecida por Modelagem Geométrica. Seu objetivo
principal é prover condicoes para a criacao de objetos geométricos que nao podem
ser modelados pela maioria dos sistemas existentes, pois estes sistemas costumam ser
restritivos. Para isto, propoe-se uma conjugacgao de formas (propostas) de modelagem.
Na realidade, pretende-se criar uma metodologia que permita abordar o problema desde
um nivel abstrato, que corresponde a um modelo matematico, passando pela realizacao
deste modelo, através da proposicao de um esquema de representacao adequado, até ao
nivel que permita a definicdo de uma linguagem para a especificacao de um objeto real,

a partir de operadores apropriados.

1.1 Histdrico

Modelagem Geométrica é uma area que experimentou um grande desenvolvimento
nos ultimos 20 anos. Como area, ela é extremamente abrangente e foi formada a partir
de contribuicoes oriundas de diversas disciplinas, incluindo matematica, engenharia e
informatica. Ela fornece a base para os sistemas de CAD atuais, que se tornaram uma
ferramenta fundamental para a competicao industrial. Curiosamente, a demanda por
ferramentas, cada vez mais sofisticadas, cresceu mais rapido do que o correspondente
desenvolvimento tedrico, o que ocasionou a geracao de sistemas complexos, mas que ja

nasciam com varias inconsisténcias.

A Modelagem Geométrica pode ser definida como a area que lida com o problema
de criar, em um computador, representacoes nao ambiguas para objetos geométricos e de
construir os algoritmos que processam estas representacoes. Historicamente, surgiram
diferentes formas de representacao dos objetos de interesse, diferindo na quantidade e

tipo das informagées disponiveis. Uma possivel classificacao seria [WEILS6]:

e Modelagem por arames (wireframes).
E uma das primeiras técnicas de Modelagem Geométrica; representa os objetos por
arestas e pontos sobre a sua superficie. Embora simples, os modelos por arames sao

ambiguos.



e Modelagem por superficies.
Surgida no inicio dos anos 60, foi um passo adiante, fornecendo também a descricao
matematica das superficies que delimitam o objeto. Seu problema principal é oferecer

poucos testes de integridade do modelo.

o Modelagem solida.
Surgida no inicio dos anos 70, contém, implicita ou explicitamente, informacoes sobre o

fechamento e conectividade dos objetos, garantindo a sua realizacao fisica.

o Modelagem de dimensao mista.
E a forma de modelagem mais recente e permite representar objetos com estruturas
internas ou objetos com elementos pendentes de dimensao inferior. Como o resultado
final da modelagem é um solido delimitado por superficies que nao sao, necessariamente,
localmente planas, este tipo de modelagem é chamada de non-manifold. Surgida no

inicio dos anos 80, seu potencial ainda nao foi completamente atingido.

Segundo Méntyla [MANTSS], os principais modelos utilizados na modelagem sélida

podem ser classificados em:

¢ Modelos de decomposigao.
Descrevem um solido através da combinacao de blocos basicos que sao mantidos juntos.
Quadtrees, Octrees e outros métodos hierarquicos sao técnicas importantes nos dominios
de visao por computador, processamento de imagem e robotica. Quadtrees, por exem-
plo, representam uma classe de estruturas de dados hierarquicos baseada no principio de
decomposicao recursiva. Embora os modelos de decomposicao sejam uma representacao
bastante geral, simples e que permitem a utilizacao de uma série de algoritmos eficientes,
a quantidade de memoria necessaria na representacao, para a obtencao de uma descricao
geométrica suficientemente precisa, pode inviabiliza-los. Existem, também, outros pro-
blemas quando se trabalha com espacos digitalizados. Por exemplo, operacoes de rotacao
nao sao geralmente invertiveis. Em particular, um quadrado que sofre uma rotacao nao
pode ser representado, com precisao, por uma colecao de quadrados retilineos. Para

uma avaliacao mais completa dos métodos hierarquicos, recomendam-se os trabalhos de

Hanan Samet [SAME84, SAMES8a, SAMES88b, SAMES89a, SAMES9D].



e Modelos construtivos (CSG).
Representam um solido complexo a partir da combinacao de sélidos simples, chamados
primitivos [REQUTT7]. Estes primitivos sao combinados pelas operagoes booleanas re-
gularizadas de uniao, diferenca e intersecao. Uma arvore CSG possul nds internos que
correspondem a operacoes booleanas ou movimentos rigidos e nés terminais que corres-
pondem a solidos primitivos (por exemplo: cubos, cilindros ou toros). Basicamente, os
modelos CSG armazenam apenas a arvore de combinacao de primitivos, que é avaliada
sempre que o solido tem que ser exibido. E facil classificar pontos em relacao ao solido
(verificar se um ponto estd no interior, na fronteira ou no exterior do sélido); porém, um
solido nao pode ter uma estrutura no seu interior. Informacoes topoldgicas requerem
uma avaliacao da arvore, o que é bastante caro em termos de tempo de execucao. Em
contrapartida, o gasto de memoria para armazenamento é baixo. Algoritmos de exibicao
(rendering), tipo scan line, conseguem, facilmente, gerar uma imagem a partir de uma
descricao CSG. O processo de construcao do solido através de primitivos basicos produz

uma boa interface para interacdo com o usudrio.

¢ Modelos de fronteira (BRep).
Ao contrario dos modelos anteriores, que tratam sélidos como conjuntos de pontos,
modelos de fronteira representam sélidos indiretamente, através da representacao das
superficies que os delimitam [BAUM72, WEIL85, MANTS88]. Uma BRep é um grafo
com nés correspondendo as faces, arestas e vértices que definem a fronteira topologica
do sélido. Modelos de fronteira armazenam explicitamente informagoes topoldgicas (em
certos tipos de aplicagdo isto pode ser essencial). Para tanto, hd um gasto elevado
de memoria. Operacoes booleanas, tipicas de modelos CSG, podem ser implementadas
as custas de um processamento adicional para a obtencao do resultado. A principal
dificuldade, quando se trabalha com modelos de fronteira, é garantir a consisténcia
geométrica. Modelos CSG podem ser convertidos em modelos de fronteira por um
processo chamado de avaliacdo do bordo [REQUS87, ROSS89]. A representacao octree

também pode ser transformada em uma representacao de fronteira [IKUNI85].

Os modelos mais usados para representar solidos tém sido CSG e BRep. Ambos

sao uteis e complementares e, atualmente, os modeladores de soélidos tendem a ser



hibridos e conter ambos os modelos de alguma forma [FISC91]. Estes modeladores, em
sua maioria, tratam apenas de objetos que sao sélidos num sentido bastante restrito
da palavra. Basicamente, sao objetos compostos por um unico tipo de material, sem
estrutura interior e delimitados por uma superficie localmente plana. Estas restricoes

impedem a modelagem de uma série de objetos caracteristicos de aplicacoes importantes.

1.2 Defini¢cao do Problema

Um esquema de representacao possui, em geral, algum tipo de limitacao. Assim,
quando um novo esquema é proposto, costuma haver um rapido avanco para, em seguida,
esbarrar-se nas novas restricoes. Os esquemas utilizados na Modelagem Geométrica nao

€scapaln a esta regra.

Com o surgimento da modelagem sélida, um passo importante foi dado, pois, pela
primeira vez, passaram a existir mecanismos efetivos para garantir a integridade (princi-
palmente topolégica) do modelo. Porém, como o nome sugere, modelagem sélida busca
representar apenas aquilo que, intuitivamente, se costuma chamar de sélido. Além disso,
geralmente, os esquemas de representacao utilizados sao capazes de lidar apenas com
um tnico sélido, nao permitindo que seja representada a interdependéncia que existe

quando diversos solidos compartilham uma mesma regiao do espaco.

Este trabalho busca, justamente, estender o dominio de modelagem de forma
a atender um numero maior de aplicacoes, principalmente, nas areas cientificas. Um dos
seus objetivos é mostrar que ja é possivel romper a barreira imposta pela modelagem

solida tradicional.

As aplicacoes cientificas lidam, muitas vezes, com objetos constituidos por diver-
sos materiais com diferentes propriedades (por exemplo: circuitos de semi-condutores,
motores, estruturas de concreto e avides) ou objetos com diversas regides (por exemplo:
malhas para modelos de elementos finitos). Os relacionamentos de contato, além de
comuns, sao cruciais em cinematica, planejamento de montagens, robotica, geologia e
em muitas outras areas. O contato existe se as fronteiras dos sélidos se interceptam,

mas nao o seu interior. Formalmente, dois solidos estao em contato se houver intersecao



entre eles, mas seus interiores forem disjuntos. Uma forma de tratar todos estes pro-
blemas, de uma maneira uniforme e coerente, é lidando com subdivisoes arbitrarias do

espaco.

Subdivisoes planares, embora mais simples, também sao relevantes, principalmente
nas areas de geologia e cartografia. A criacao de uma subdivisao planar difere da criacao
de uma subdivisao espacial, especialmente na forma de interagir com o usuério (isto é,
no processo de modelagem utilizado). Isto porque, as pessoas estao acostumadas a
construir objetos bi-dimensionais a partir de uma folha de papel e uma caneta. O
raciocinio tri-dimensional é, no entanto, bem mais complicado e a forma de trabalho
mais confortavel costuma ser baseada em um processo construtivo. Refinam-se formas
tri-dimensionais pré-existentes para depois compo-las com outras. O sucesso de sistemas

CSG pode ser explicado por este fato.

Vérias definicoes tém sido propostas para estender a nocao de sélido. Algumas
delas sao baseadas nas definicoes matematicas de complexos simpliciais ou celulares
[SPANG6], e nao despertam maior interesse porque estes complexos foram criados para

atacar questoes topoldgicas e nao as necessidades de Modelagem Geomeétrica.

A modelagem non-manifold, embora criada para suprir esta deficiéncia, carecia de
um embasamento matematico que caracterizasse, precisamente, que tipo de objeto po-
deria ser modelado. Mesmo assim, surgiram diversas estruturas de dados topoldgicas
[WEIL86, DOBKS&7, LASZ87, LIENS8] que representam, de forma bastante geral, as
informacoes de adjacéncia de objetos no R* (nido necessariamente homogéneos em di-

mensao).

Um esquema de representacao baseado em 0-sets, ou agregados de células — que
sao conjuntos disjuntos, abertos e regulares do R* (as células sao iguais ao interior do
seu fecho topolégico) — foi proposto por Arbab [ARBAS85]. O principal problema desta

representacao é que ela nao ¢é fechada em relacao a operacao booleana de uniao.

Um esquema geral para representacao de objetos n—dimensionais, nao necessaria-

mente abertos ou fechados, com estrutura interior e fronteira com elementos pendentes,



foi criado por Rossignac & O’Connor [ROSS90] e baseia-se no conceito de Complexo
Geométrico Seletivo (SGC). A unidade basica de um SGC também é uma célula, sé que
esta nao precisa ser da dimensao do espaco, tampouco ter fonteira conexa. Seu maior
defeito é nao tirar proveito de algum tipo de ordenacao que possa ser imposto a sua

representacao.

Rossignac & Requicha [ROSS91] eriaram um outro esquema de representacdo, cha-
mado de Geometria Construtiva Nao Regularizada (CNRG), que generaliza os modelos
CSG, sendo capaz de representar agregados de objetos (isto é, unido de conjuntos de
pontos do £ mutuamente disjuntos). Uma caracteristica deste esquema, que pode ser

incoveniente em certas aplicacoes, é a nao representacao explicita do bordo dos objetos.

1.3 Visao Geral do Trabalho

O objetivo deste trabalho é criar uma metodologia para construir e manter (em
tempo real) subdivisées do espago Euclidiano bi e tri-dimensional. Esta metodologia é

composta por um processo de modelagem, um modelo matematico e um esquema de

representacao [REQUS0].

No capitulo 2, sdao apresentados os conceitos matematicos basicos utilizados neste
trabalho. O capitulo 3 apresenta um modelo matemaéatico formal para subdivisoes do
espaco e ¢ fundamental para a compreensao dos capitulos subseqiientes. Basicamente,
é utilizada a definicdo matemaética de complexos geométricos, sendo explicitada a sua
estrutura topoldgica. Algumas extensoes ao conceito de SGC sao introduzidas neste
capitulo, permitindo a caracterizacao precisa do tipo de subdivisao do espaco que as

estruturas de dados topoldgicas podem representar.

O capitulo 4 apresenta a metodologia para a criacao de subdivisoes planares, foca-
lizando principalmente os aspectos necessdarios a construcao de um esquema de repre-
sentagao adequado (estrutura de dados e algoritmos). Subdivisées planares sao tratadas
num capitulo a parte, nao sé para introduzir o problema a partir de uma forma mais
simples e mais facil de entender, como, também, por possuirem aplicacoes caracteristicas

e que necessitam de um processo de modelagem préprio. O capitulo 5 apresenta a me-



todologia para a criacao de subdivisoes espaciais, generalizando o que foi apresentado
no capitulo anterior, mas tratando cuidadosamente os problemas que surgem quando se
trabalha no R*. Em ambos os capitulos, sao propostos algoritmos geométricos eficien-
tes, tal como o da localiza¢ao de um ponto em uma subdivisao, e feita uma discussao de
complexidade. Sao determinadas, também, que funcoes genéricas devem ser implemen-
tadas para cada tipo de célula, de forma a permitir o tratamento do problema usando

a técnica de programacao orientada para objeto.

No capitulo 6, é apresentado o processo de modelagem CNRG que é formado por
um conjunto de operadores que podem ser usados para construir, interativamente, sub-
divisoes do espaco. Muito embora exista um esquema de representacao CNRG e, tendo
sido neste contexto que estes operadores foram idealizados, este trabalho mostra como
adicionar tais operadores a sistemas que implementam SGCs. A principal vantagem
desta abordagem é que mantém-se uma representacao explicita do bordo, caracteristica

importante as aplicacoes para as quais este trabalho é dirigido.

Finalmente, no capitulo 7, sdo apresentadas as conclusoes, contribuicoes e sugestoes

para futuros trabalhos.



2 - CONCEITOS DE TOPOLOGIA

Este capitulo destina-se a pessoas que nao estejam familiarizadas com certos con-
ceitos matematicos que sao largamente empregados na literatura dirigida a Modelagem

Geométrica. Sao apresentadas apenas as principais defini¢oes e resultados.

Qualquer pessoa interessada em Modelagem Geométrica certamente ja ouviu, uma
infinidade de vezes, o termo topologia. Ao pé da letra, topologia significa o estudo das
formas. Topologia algébrica, topologia combinatoria, topologia diferencial e topologia
de conjuntos de pontos sao alguns dos ramos de uma area relativamente nova (poucos
resultados sao anteriores a 1850). Para nossos objetivos, interessam apenas a topologia
de conjuntos de pontos (ou topologia geral) [LIMAT0,NAYLT71], que pode ser definida
como o estudo das propriedades invariantes por homeomorfismos, e a topologia algébrica

[MASS67,HENL79], que estuda o uso de métodos algébricos em topologia.

Intuitivamente, um homeomorfismo pode ser imaginado como uma transformacao
elastica que preserva adjacéncias, além de outras propriedades topoldgicas. Um cubo
de borracha, se inflado, transforma-se numa esfera e um cubo vazado, num toro. No

primeiro caso, diz-se que o cubo é homeomorfo a esfera e no segundo, ao toro.

2.1 Topologia Geral

Um espaco métrico é um par de objetos: um conjunto X e uma func¢ao real d(x,y),
chamada métrica ou distancia, satisfazendo aos seguintes axiomas:
(1) (positividade): d(x,y) >0 e d(z,2) =0,Vz,y € X.
(2) (positividade estrita): d(z,y) = 0 entao v = y,Va € X.
(3) (simetria): d(z,y) = d(y,z),Va,y € X.
(4) (

4) (desigualdade triangular): d(z,y) < d(z,z) + d(y, z),Va,y,z € X.

O conjunto (R", d) é um espaco métrico com d definida, por exemplo, como:
o b(X.Y)={(z1—vy1)* +(z2—12)* + oo+ (20 —yn)? }V/%

L dOO(va) = ma:z;(|:1;1 - y1|7 |$2 - y2|7 ceey |xn - yn|)



A métrica dy é a métrica usual para o R”. O espaco (R",dz) é chamado espaco

Euclidiano (E™).

Uma vizinhanga de um ponto ¢ de um espago métrico (X, d) é definida como

sendo uma bola aberta centrada em xy:

By(xg) ={x € X :d(x,z9) <r},r>0.

Um ponto @ de um espaco métrico (X,d) é um ponto de aderéncia de um sub-

conjunto A C X quando toda vizinhanca de = contém pelo menos um ponto de A.

Um subconjunto A de um espaco métrico (X, d) é fechado quando A contém todos

os seus pontos de aderéncia.

Um subconjunto A de um espago métrico (X, d) é aberto quando o complemento
de A (A = X\A) ¢é fechado (o que equivale a dizer que todo ponto de A possui uma

vizinhanga completamente contida em A).

O fecho de um conjunto A de um espaco métrico (X, d), denotado por F(A), é o

conjunto de todos os pontos de aderéncia de A.

O interior de um conjunto A de um espaco métrico (X, d), denotado por I(A), é

o conjunto dos pontos de A que nédo sao pontos de aderéncia de A.

A fronteira de um conjunto A de um espago métrico (X, d), denotada por 9A, é

o conjunto dos pontos de X que séo pontos de aderéncia de A e A.

Um conjunto A de um espaco métrico (X, d) é conexo quando ao ser dividido em
dois subconjuntos disjuntos B e C com A = BUC, B # () e C # () entao:
e db€ B, com b e F(C);
e dce C, com c € F(B).

Um conjunto de um espaco métrico é limitado quando ele estd contido em uma

bola de raio r. Um conjunto fechado e limitado do " é dito compacto.

A regularizagao de um conjunto de pontos A, denotada por R(A), é definida por
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R(A) = F(I(A)). Os conjuntos que satisfazem R(A) = A séo ditos regulares. Um

conjunto regular e limitado é chamado conjunto-r.

Um espago topolégico (X, T) é um conjunto X, mais um sistema de subconjuntos
T, chamados os abertos de X, com a propriedade de que X, ), a intersecao finita e a
uniao de conjuntos de T pertencem a 7T. Todo espaco métrico é um espaco topologico,
com uma topologia induzida pela sua métrica. Existem, porém, espacos topoldgicos

cuja topologia nao é gerada por uma métrica.

Uma func¢ao f, de um espaco topoldgico (X,T), em um outro espago topologico
(Y,V), é continua, em um ponto p, quando a imagem inversa de cada aberto que
contém f(p) em (Y, V) é um aberto que contém p em (X,T). A funcéo f é continua,

se for continua em cada ponto p de X.

Diz-se que dois espacos topoldgicos (A,T) e (B,V) sao homeomorfos quando
existe uma funcao T : (A,T) — (B,V) continua, invertivel e com inversa também
continua. YT é dita ser um homeomorfismo de A em B. Ao conjunto das propriedades
invariantes por homeomorfismos, chamam-se propriedades topolégicas do espaco.
Dois espacos topologicos A e B sao topologicamente equivalentes quando ha um ho-

meomorfismo de 4 em B.

Um subespago de um espago topoldgico (Y,T) é um espago topologico (Y',T"),
onde: Y' C Y eT = {tnY',t € T}. Um mergulho de um espaco topolégico
(X,T), num espaco topoldgico (Y, V'), é um homeomorfismo entre X e um subespago

Y'deY.

Uma variedade é um espaco topoldgico M tal que existe um inteiro k& > 0 para o
qual todo ponto de M possui uma vizinhanca homeomorfa a #*. O inteiro k é chamado
de dimensao de M. No ambito da Modelagem Geométrica, é usual empregar-se o termo
manifold para designar uma variedade mergulhada no 3. Neste contexto, modelagem
manifold e estruturas de dados manifold referem-se a esquemas de representacao capazes

de tratar sélidos do R? cujas fronteiras sao variedades de dimensao 2. Por outro lado, os

() Em inglés, embedding.
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termos — modelagem non-manifold e estruturas non-manifold — referem-se a esquemas
de representacao capazes de tratar tanto soélidos manifold como objetos mais gerais
cujas fronteiras nao sao variedades (consulte-se o apéndice para uma discussao mais

aprofundada sobre o assunto).

Seja V uma variedade de dimensao 2 e A um conjunto-r do 3. Diz-se que A é a

realizacao de V no R* quando A e V sao topologicamente equivalentes.

Seja f : R™ — R um polindémio da forma:
m

€1 €924 .
E a;xy txy Ly, eji € 4.

1=0
O conjunto dos pontos {p € R"|f(p) = 0} é chamado de variedade algébrica (?)

associada a f, e sera abreviada por VA.

Seja V um subconjunto do R". Um ponto x € V é regular de dimensao d, quando
¢ possui uma vizinhanca U C R” tal que U NV é uma subvariedade ®) do R”, de
dimensao d. A dimensao do subconjunto V é definida como a dimensao maxima do

conjunto dos pontos regulares de V [CARV92).

Figura 2.1 - Pontos regulares e singulares de VAs.

() Em inglés, algebraic variety.
3) Numa defini¢ao geral, exige-se que a subvariedade seja diferenciavel. No caso de VAs, isto ocorre

sempre.
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Os pontos de uma VA f que nao sao pontos regulares de dimensao méaxima sao
chamados pontos singulares. Pelo teorema da funcao implicita (secdo 4.5), V f se anula

nos pontos singulares.

Na figura 2.1, todo ponto de V; é um ponto regular de dimensao 1. O ponto ps é
um ponto regular de dimensao 0, de V' e um ponto singular de V5. O ponto p3 é um
ponto regular de dimensao 1, de V3 e um ponto singular de Vy; o ponto py é um ponto

regular de dimensao 2, de V.

Uma VA néao é, necessariamente, uma variedade, no sentido definido anteriormente
(fig. 2.2a). Se ela nao tiver pontos singulares, entao, ela é uma variedade no sentido

usual (fig. 2.2b). Existem VAs que sé possuem pontos singulares; por exemplo, 2% = 0.

S
NI

@ y2x2x3=0 b) y&*¥-1=0

Figura 2.2 - Variedades Algébricas.

O conjunto dos pontos regulares de dimensao maxima de uma VA — daqui em
diante, referidos simplesmente como pontos regulares — pode ser decomposto em sub-
conjuntos conexos, contidos em alguma variedade mergulhada no ®". Cada um destes
subconjuntos é chamado suporte (fig. 2.3). A dimensao de uma VA ¢ a dimenséo

dos seus pontos regulares e o seu grau é o grau do seu polinoémio.
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suporte 1

ponto singular

. O
suporte

Figura 2.3 - Decomposicao de uma VA.

O fecho convexo expandido pelos pontos (pg, p1,...,pa) do R" é o conjunto:

d d
[P,y pa] = {Z AP Ak > 0 e Z/\k =1}.
k=0 k=0

Diz-se que d+ 1 pontos do R? séo linearmente independentes quando os vetores
{(p1 = po), (P2 — Po), .., (pa — po)} s@o linearmente independentes. Um d-simplexo é o
fecho convexo de d + 1 pontos linearmente independentes (no R* sao tridngulos e no R?
sao tetraedros). A fronteira de um d-simplexo S consiste de todos os (d — k)-simplexos

contidos em S, k > 0. Cada simplexo na fronteira de S é chamado uma face de S.

Um complexo simplicial C' é um conjunto finito de simplexos satisfazendo as
seguintes condi¢oes:
e seja S um simplexo de C' e seja S’ uma de suas faces. Entao S’ € C.

e scjam 51 e Sy dois simplexos de C'. Entao S; N Sy é vazia ou é uma face comum.

Um subconjunto do R™ é triangulavel se for homeomorfo a um complexo simpli-
cial. Um conjunto triangulavel é chamado poliedro topolégico. A dimensao de um

complexo simplicial é a dimensao méaxima dos seus simplexos.
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3 - MODELO MATEMATICO PARA SUBDIVISOES DO ESPACO

A modelagem soélida é um ramo da Modelagem Geométrica que trata do problema
de construir representacoes nao ambiguas para objetos sélidos fisicos e os algoritmos que
processam estas representacoes. Boa parte do esforco inicial no seu desenvolvimento foi
gasto para encontrar representacoes validas e completas e produzir algoritmos corretos.
Os sélidos eram modelados, matematicamente, por conjuntos-r, que sao subconjuntos
limitados, fechados, regulares e semi-analiticos do ®3. Muitas vezes, as fronteiras dos
solidos tinham que ser homeomorfas a variedades de dimensao 2. A justificativa para
estas restricoes era a de que um solido realizavel fisicamente sempre as satisfariam.
Mas esta justificativa era motivada, muito mais, pelas limitacoes das representacoes

existentes, do que por uma preocupacao com a realizacao do solido.

Os esquemas de representacao de sélidos mais utilizados foram, e continuam sendo,
CSG e BRep. Com o passar do tempo, a evolucao do hardware e a demanda por novas
aplicacoes, que nao se enquadravam em ambas as representacoes, motivaram a criacao

de novos esquemas capazes de representar uma subdivisao do espaco.

Por varios anos, subdivisoes do espaco foram usadas como uma forma de repre-
sentacao auxiliar, ou em aplicacoes especializadas, como representacao de malhas para
modelos de elementos finitos. Atualmente, elas estao sendo utilizadas em aplicagoes de
automacao de manufatura para representar, nao apenas um, mas um conjunto (agre-
gado) de sélidos. Para este propdsito, é necessério que seja possivel modelar tais agre-

gados, mantendo os relacionamentos de adjacéncia entre os objetos (fig. 3.1).

A capacidade de criar subdivisoes do espaco também permite modelar efetivamente
objetos compostos de diversos materiais. O contato entre estes objetos é representado
explicitamente. As estruturas de dados tradicionais, criadas para serem empregadas
em modelagem non-manifold, sao capazes de representar agregados de objetos mas, s6

recentemente, um tratamento conceitual mais cuidadoso foi desenvolvido.

Vérias definicoes tém sido propostas para estender a nocao de sélido. Algumas

sao baseadas na defini¢ao matemética de complexos simpliciais [SPANG6], ou conceitos
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relacionados, suportando conjuntos de pontos que nao sao necessariamente homogéneos
em dimensao. Estas extensdes procuram representar, em um mesmo modelo, arames
(conjuntos de curvas), retalhos de superficies (conjuntos de faces), regides (conjuntos de

volumes) e, até mesmo, conjuntos de dimensées maiores.

Um modelo matematico bastante geral para representar conjuntos de pontos de
dimensao arbitraria, com estrutura interna e com fronteira com elementos pendentes
(dangling), foi proposto por Rossignac & O’Connor [ROSS90] e baseia-se no conceito de

complexo geométrico seletivo.

Figura 3.1 - Agregado de objetos.
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3.1 Complexos Geométricos

Nesta secao, apresenta-se o conceito de complexo geométrico, criado por Rossig-
nac & O’Connor [ROSS90], que define, com precisdo, uma familia de subdivisdes do
espaco n—dimensional que é apropriada para modelagem. Na secao 3.2, sdo apresenta-
das algumas extensoes, desenvolvidas neste trabalho, necessarias a caracterizacao das

subdivisoes do espaco que sao tratadas nos capitulos subseqiientes.

Um complexo geométrico, ou simplesmente complexo, é um conjunto finito de
células mutuamente disjuntas, satisfazendo determinadas condi¢oes. Uma célula é um

subconjunto conexo e relativamente aberto de algum suporte de uma VA.

A exigéncia das células possuirem suportes algébricos, se deve a existéncia de méto-
dos computacionais para tratar esta classe de funcoes. Além do mais, funcoes algébricas
tém sido utilizadas satisfatoriamente, até hoje, para modelar curvas e superficies do
mundo real. No entanto, qualquer outra classe de funcoes, de variacao limitada, poderia

ter sido utilizada; por exemplo, func¢oes analiticas.

O conjunto de pontos representado por uma célula « é o interior de uma regiao
do seu suporte tendo como fronteira da, o conjunto dos pontos do fecho de o que nao
pertencem a «. A cada célula esta associado o Uinico suporte, a.suporte, que a contém
como um conjunto aberto relativo. Formalmente, um complexo K é, por definicao, um
conjunto finito de células ¢;,j € J, satisfazendo as seguintes condicoes:

(1) i,jeJ=cnNej=0.

(2) Ve e K, 31 C J tal que J¢ = Usei(c).

(3) Vb € bdry(c, K), (b C c.suporte) ou (b N c.suporte = ).

Os stmbolos N e U denotam a intersecdo e a uniao dos conjuntos de pontos corres-
pondentes as células apropriadas. O operador bdry(¢, K') denota o conjunto de células
¢; de K tais que ¢; C dc. Diz-se que ¢ é delimitada por cada ¢;, ou, entao, que cada c¢;
delimita ¢. O operador star(c, I{') denota o conjunto de células ¢; de K tais que ¢ € Oc;.

Diz-se que cada ¢; é incidente a ¢ (fig. 3.2).

Na definicao acima, a primeira condicao determina simplesmente que os conjuntos
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de pontos de duas células quaisquer devem ser disjuntos. A segunda condi¢dao é muito
importante e é, justamente ela, que garante que toda célula, em um complexo, possui
fronteiras "bem comportadas”. Esta condicao obriga que as fronteiras das células este-
jam no complexo e sejam formadas por uma ou mais células (fig. 3.2). Por conseguinte,
toda célula possui fronteiras algébricas por partes. A terceira condicao determina que
cada célula, na fronteira de uma outra célula ¢, deve estar contida no suporte de ¢, ou,

entao, sua intersecao com o suporte de ¢ deve ser vazia.

A figura 2.2 pode ser encarada como um complexo com quatro células. Embora o
ponto singular corresponda a uma célula que esta na fronteira de todas as outras, sua

intersecao com todos os suportes das outras células é vazia.

Da definicao de complexo, segue que a uniao de todas as células de um complexo
representa um conjunto fechado de pontos e que, dado um conjunto X de células de
um complexo I, XUbdry(X, K) é também um complexo. Além disso, células possuem

fronteiras algébricas (por partes).

A dimensao de uma célula «, denotada por «.dim, é definida como sendo a
dimensao do seu suporte, e a dimensao de um complexo é definida como a dimensao
maxima das suas células. Denota-se por K .cells(d) o conjunto de células de dimenséo d

do complexo K.

Dois complexos A e B sao compativeis (fig. 3.4) se:

Vae AVbe B,anb#0 = (a=0).

Um complexo A é um refinamento de um complexo B quando toda célula de B

pode ser obtida pela uniao de células de A.
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cj.suporte = cy.suporte = cg.suporte — y =0
c1p.suporte = cyj.suporte — 2?2 +¢y2 —1=0
c3.suporte = ¢4.suporte — 0z + 0y = 0 (R?)
¢s.suporte — (—3,0), c¢g.suporte — (—1,0)
cr.suporte — (1,0), cs.suporte — (3,0)
star(cg, ) = {c10,¢1,¢11,¢9,¢3,C4}
star(cg, ) = {cs, ¢4}

bdry(ci, ) = {cs5,¢6}

bdry(cs, ) = {cg, c10, 6, 7}

adj(cs, ) = {c5,c7}

adj(co, ) = {c2, 10, €11, €1}

Figura 3.2 - Um complexo geométrico.
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O esqueleto de ordem j de um complexo K, denotado por K.esqueleto(j), é o
conjunto de todas as células de K com dimensdo menor ou igual a j (fig. 3.3). E facil
verificar que K .esqueleto(j) é um complexo vélido e que dois complexos compativeis

possuem todos os esqueletos compativeis.

cubo. esqueleto(3)

cubo. esqueleto(2)

s {
R A
v 3
®-d-oennne o
4 5 o
‘ ] 4
[ +
3 4
] +
LIPS
4
[P {4
cubo. esqueleto(1) cubo. esqueleto(0)

Figura 3.3 - Os esqueletos de um cubo.

3.1.1 Complexos Geométricos Seletivos

Um complexo geométrico seletivo, ou SGC, A é composto por um complexo,
denotado por A.complexo, e por um conjunto de atributos associados a cada célula (ou
grupo de células). Em particular, existe um atributo, chamado status, que especifica
se o conjunto de pontos definido pela célula deve ser incluido no conjunto de pontos
definido pelo SGC. Consequentemente, o conjunto de pontos associado a um SGC A,
denotado por A.pontos, é definido como a uniao de todos os conjuntos de pontos das
células ¢ de A.complexo, tais que c.status = ACTIVE. O atributo status permite que

um SGC represente um conjunto de pontos que nao é necessariamente fechado.
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Dado um SGC A, entende-se por simplificagao, o processo de encontrar um outro
SGC A’ que represente o mesmo conjunto de pontos, mas que tenha o menor ntimero
de células possivel. O objetivo da simplificacdo é reduzir o espaco necessario para
armazenar um complexo. Basicamente, existem trés operacoes de simplificacdo (fig. 3.4):

e climinacdo - remove uma célula inativa (status = INACTIVE);
e colagem - remove uma célula, na fronteira (comum) de duas outras células ativas,
contidas no mesmo suporte, criando uma tnica célula;

e incorporacao - remove uma célula que pertence a fronteira de uma tnica célula.

Uma operacao de simplificacao s6 pode ser executada se preservar a validade
geométrica do complexo e o conjunto de pontos representado. As operacoes de sim-
plificacao que alterem o conjunto de pontos do SGC devem ser evitadas. Para isto,
basta prevenir-se contra:

e climinacao de uma célula que esteja na fronteira de pelo menos uma célula ativa;
e operacoes de colagem quando as trés células envolvidas nao estao ativas;

e operacoes de incorporacao quando ambas as células envolvidas nao estao ativas.

incorporagao colagem
'

y

Figura 3.4 - Simplificacao.
3.2 Subdivisoes do Espacgo

O objetivo desta secdo é apresentar algumas extensoes, desenvolvidas neste tra-
balho, do conceito de SGC, de modo a caracterizar exatamente o tipo de objeto que

) ) P J q
pode ser representado pelas estruturas de dados apresentadas nos capitulos 4 e 5. Para
al, criou-se o conceito de complexo completo e um novo operador, chamado adj. Além
tal, to d pl plet perador, ch do adj. Al
disso, como os processos de criacao de subdivisoes, descritos nestes capitulos, tém como
passo fundamental uma etapa de compatibilizacao dos esqueletos de complexos, criou-se,

também, o conceito de encaixe de complexos.
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Defini¢ao: Um complexo do R™ é completo quando a unido de todas as suas células

é o proprio R”. Um complexo completo do R” tem, necessariamente, dimensao n.

Conclui-se, entao, que dois complexos completos A e B sdao compativeis se, e somente
se, A = B. Esta afirmacao ¢ verdadeira porque, se os complexos sao completos, a
intersecao de uma célula qualquer de A com B nunca é vazia. Logo, se A é compativel

com B, para cada célula de A, deve haver uma célula idéntica em B e vice-versa.

Definigao: Diz-se que um complexo A encaixa em um complexo B, ambos de dimensao
n, quando A.esqueleto(n — 1) é compativel com B.esqueleto(n — 1). Uma célula o de
A, de dimensao menor que n, encaixa em B quando satisfaz as seguintes condicoes:

e Ve € bdry(a, A4), c € B;

e Ve € B.esqueleto(n — 1), (o C ¢) ou (e Ne = 0).

As células ¢, d e ¢ encaixam no complexo B.

A célula e encaixa em B se a célula f pertencer a B.

O complexo A é compativel com o complexo B.

Figura 3.5 - Compatibilidade de complexos e encaixe de células.
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Seja ¢ uma célula, de dimensao n, de um complexo K. O operador adj(c, i)
denota o conjunto de células ¢; de dimensao n, onde ¢; € star(c;, K') para qualquer ¢; €
bdry(e, ). Costuma-se exigir que ¢; tenha dimensdao n — 1. Para n = 0, adj(c, )
denota o conjunto de células ¢; de dimensao 0, onde ¢; € bdry(c;, K) para qualquer
¢; € star(c, K), ¢; de dimensao 1. As células de adj(c¢, K) sao ditas adjacentes a ¢

(fig. 3.2).

Existe uma forte relacao entre um complexo completo de dimensao n e o seu es-

queleto de ordem (n — 1). Esta relacdo fica clara a partir do seguinte teorema:

Teorema: A um complexo geométrico do R™ sempre pode ser adicionado um conjunto

de células de dimensao maxima de forma que o complexo estendido seja completo.

Prova: Esta afirmacéo ¢ verdadeira porque o complemento A de um conjunto fechado
A é vazio, ou é um conjunto aberto com a mesma fronteira de A. Logo, ndao sendo
vazio, cada componente conexa de A é um conjunto aberto, cuja fronteira pertence a
A. Cada uma destas componentes é de dimensao méaxima pois, sendo aberta, contém

uma vizinhanca de cada um de seus pontos. Assim, basta acrescentar cada uma destas

componentes ao complexo para completa-lo. i

Corolario: Como conseqiiéncia, todo complexo completo de dimensao n fica inteira-
mente caracterizado pelo seu esqueleto de ordem (n — 1). Em outras palavras, dado
um complexo de dimensao n, existe um tnico conjunto de células de dimensao maxima

capaz de completa-lo. |

As chamadas representacoes por fronteira para solidos representam, justamente,
os esqueletos de ordem 2 de alguns complexos de dimensao 3. Como vai-se ver, nos
capitulos 4 e 5, uma maneira de criar um complexo completo é através de operado-
res que constroem o seu esqueleto. Os proéprios operadores completam o complexo,

automaticamente, a medida que se faz necessario.

Neste trabalho, interessam apenas os SGCs completos e que tenham uma, e somente
uma, célula ilimitada, cuja dimensao é maxima. Portanto, vai-se adotar a seguinte

defini¢do:
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Defini¢ao: Uma SE" é um SGC, de dimensao n, completo e que possui apenas uma
célula ilimitada (esta célula tem dimensao n). Uma SE? é chamada subdivisao planar

ou SP. Uma SE? é chamada subdivisao espacial ou SE.

As células de uma SP sao conjuntos relativamente abertos e conexos: células de
dimensao 2 ou faces, cujas fronteiras sdo formadas por um ou mais ciclos (conjuntos
ordenados de arestas ou vértices); de dimensao 1 ou arestas (segmentos de curvas uni-
dimensionais), cujas fronteiras sdo constituidas por um ou dois vértices; e de dimensao

0 ou vértices (simplesmente pontos do R?).

As células de uma SE®) sdo conjuntos relativamente abertos e conexos: células de
dimensao 3 ou regides, cujas fronteiras sdo formadas por uma ou mais cascas (conjuntos
de faces e/ou arestas ou vértices); de dimensdo 2 ou faces (retalhos de superficies bi-
dimensionais), cujas fronteiras sdo formadas por um ou mais ciclos (conjuntos ordenados
de arestas ou vértices); de dimensao 1 ou arestas (segmentos de curvas uni-dimensionais),
cujas fronteiras sao constituidas por um ou dois vértices; e de dimensao 0 ou vértices

(simplesmente pontos do R?).

Quando Rossignac criou o SGC ele nao se procupou em manter na representacao,
por ele proposta, informacoes de orientacao e ordenacao de células. Isto permite que
sejam utilizadas estruturas de dados simples, que armazenam, basicamente, apenas o

bdry e o star das células.

A orientabilidade é uma propriedade topolégica de uma variedade. Quando a va-
riedade esta mergulhada, a orientabilidade esta relacionada com a propriedade de se-

paragao do espago (uma variedade de co-dimensdo 1 separa, localmente, o espaco).

No caso geral, de dimensao n, somente uma pequena parcela dos relacionamentos
de adjacéncia pode ser representada ordenadamente. Apenas as células do bdry de
células de dimensdo 1 e 2 podem ser representadas de modo ordenado (isto é, vértices

que delimitam arestas ou arestas que delimitam faces). Por outro lado, somente o star

4 , . <. .
(4) Note-se que uma SE é capaz de representar conjuntos de pontos que nao sao necessariamente

homogéneos em dimensao. Por exemplo, sélidos combinados com faces e/ou arestas pendentes.
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de células de dimensao n —2 e n — 1 pode ser ordenado. Isto porque, no R", células de
dimensao inferior a n — 1 nao sao capazes de dividir o espaco. Isto é conseqiiéncia do
fato de que apenas uma superficie de co-dimensao 1 pode dividir, localmente, o espaco
no qual ela estd mergulhada (superficies mergulhadas no espago tri-dimensional, curvas
mergulhadas em superficies e pontos em curvas). Por exemplo, arestas que delimitam

apenas regioes (chamadas, neste caso, de arames) nao podem, em geral, ser ordenadas.

Ja nos espacos de dimensao 2 e 3 os relacionamentos ordenéaveis correspondem a
uma parcela consideravel do total dos relacionamentos de adjacéncia. Especificamente,
no R? é possivel ordenar as arestas em torno de um vértice e, por conseguinte, as faces
(delimitadas por estas arestas) que incidem no vértice. Também é possivel orientar uma
face, ordenando as células (vértices e arestas) na sua fronteira. No R*, ainda é possivel
manter as faces orientadas e o star de uma aresta (as faces e as regides delimitadas por
estas faces) pode ser ordenado radialmente ao redor da aresta. Porém, nao ha mais, em

geral, uma ordenacao possivel para as células que incidem nos vértices.

Um outro ponto importante, como vai ser mostrado a seguir, é que um complexo
geométrico é um poliedro topoldgico (ou seja, pode ser triangulado). Isto é o que garante
que é possivel orientar, coerentemente, a fronteira das suas faces (conforme definido no

apéndice).

De certa forma, a orientabilidade estabelece uma estrutura para o mergulho de ele-
mentos, puramente topolégicos, no espaco Euclidiano, o que permite utilizar estruturas
de dados topoldgicas para representa-las. Esta estrutura tem-se mostrado bastante util
no desenvolvimento de varios esquemas de representacao eficientes, como pode ser visto

nos capitulos 4 e 5.

Para provar que um complexo é triangulavel, é preciso conhecer as propriedades
topologicas de conjuntos algébricos. A estrutura topoldgica de conjuntos analiticos (em
particular, algébricos) vem sendo estudada desde a década de 30. Os primeiros traba-
lhos — onde sao apresentadas provas detalhadas a respeito da triangulabilidade destes
conjuntos — datam do inicio da década de 60. Lojasiewicz [LOJA64] mostrou que qual-

quer colec¢ao finita de subconjuntos do R", localmente semi-analiticos, sao trianguléveis
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simultaneamente. Os conjuntos semi-analiticos (semi-algébricos) sdo aqueles que po-
dem ser dados localmente por inequacoes analiticas (algébricas). A demonstracao deste
resultado é bastante técnica e foge ao escopo deste trabalho. No entanto, em dimensao
2, pode-se utilizar um processo construtivo simples, descrito a seguir, para decompor
um complexo geométrico, de tal forma que as células deste novo complexo sejam ho-
meomorfas ao disco aberto. Neste caso, diz-se tratar de um complexo celular. E um

fato conhecido que complexos celulares sdo trianguléveis.

Teorema: Todo complexo geométrico de dimensao 2 pode ser decomposto formando

um outro complexo cujas células sao homeomorfas ao disco aberto.

Prova: A demonstracao deste teorema utiliza um processo construtivo e sera feita con-
siderando o complexo no R?. Considere, sem perda de generalidade, que toda aresta é
monétona (um segmento de curva é mondtono quando ao ser percorrido, de uma extre-
midade para a outra, sua projecao, no eixo y, produz valores constantes, ou estritamente
crescentes ou decrescentes), uma vez que qualquer complexo K pode ser refinado pela

criacao de vértices nos pontos de cada aresta a de K, onde:

d(a.suporte)
- |I=$0 = 07
dz

Ty € &

(desta forma, toda aresta de I torna-se mondtona).

Corte, entao, o complexo por retas horizontais, paralelas ao eixo z, passando por
cada um de seus vértices. Sempre que uma destas retas cortar uma aresta, crie um
vértice no ponto de intersecao dividindo a aresta em duas. Em seguida, para cada face,
encontre e ordene os vértices que estejam sobre cada uma das retas. Entre cada par de
vértices consecutivos (e ndo ligados), introduza uma nova aresta. Se, ao ser introduzida
uma nova aresta em uma face, dois pontos quaisquer da face nao puderem mais ser
ligados por um caminho, inteiramente contido na face, sem que este caminho intercepte
a nova aresta, entao uma nova face foi criada. Adicione esta nova face ao complexo

(fig. 3.6).
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Figura 3.6 - Decomposicao de um complexo no R2.

Este processo gera uma decomposicao do modelo. Esta decomposicao produz um
novo complexo porque, a cada passo, sao respeitadas as condi¢coes que definem um
complexo (na realidade, o novo complexo é um refinamento do complexo original).
Cada face deste novo complexo possui dois, trés ou quatro lados (os lados superiores e
inferiores formados pelos conjuntos de arestas horizontais e os laterais por segmentos
de curvas algébricas). Desta forma, toda face do novo complexo possui, como fronteira,
uma curva fechada, conexa, limitada, continua e sem auto-intersecao, ou, entao, é uma

face ilimitada.

No primeiro caso, pelo teorema de Jordan [HENL79], qualquer uma das curvas
divide o plano em duas regides conexas: uma limitada e homeomorfa ao disco e a outra
ilimitada. Como nenhuma face possui buracos (caso contrario, certamente haveria pelo
menos um vértice no seu interior e, por construcdo, passaria uma reta por ele que

cortaria a fronteira da face), conclui-se que cada face é homeomorfa ao disco.
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No segundo caso, as faces podem ser semi-planos, faixas do plano limitadas ape-
nas por duas retas horizontais ou faixas do plano limitadas em um dos lados por um
segmento algébrico. Faixas do plano e semi-planos sao trivialmente homeomorfos ao
disco. Se a faixa for limitada em um dos lados por um segmento algébrico, aplica-se um
homeomorfismo de forma a limitéd-la no outro lado por um segmento vertical. Isto cria

uma curva de Jordan e vale o argumento aplicado ao primeiro caso. I

E possivel generalizar parcialmente o principio da demonstracao em dimensao 2,
para utiliza-lo em dimensao 3: podem-se fazer cortes com planos paralelos ao plano xz
e em seguida com planos paralelos ao plano ry. Cada um destes cortes fica determinado
pelos vértices e pontos singulares (maximo local, minimo local e pontos de sela), de cada
face e cada aresta, em relacdao a respectiva direcdo. Nos pontos de intersecao de um
plano com uma aresta sao criados novos vértices. As faces devem ser refinadas, conforme
descrito no teorema para dimensao 2. Assim, cada regiao pode ter tido sua fronteira
refinada pela insercao de novas arestas. Cada conjunto de novas arestas, na fronteira de
uma regiao, contidas em um mesmo plano, forma a fronteira de uma face plana que deve
ser adicionada. Se, ao ser introduzida uma nova face, dois pontos quaisquer da regiao
nao puderem mais ser ligados por um caminho, inteiramente contido na regidao, sem que

intercepte a nova face, entao uma nova regiao é formada e adicionada ao complexo.

O primeiro tipo de corte gera regioes delimitadas por superficies homeomorfas a
esfera, ou a um n—toro (fig 3.7a). O segundo tipo de corte garante que todas as
superficies sdo homeomorfas a esfera (fig. 3.7b). Pelo teorema de Jordan-Brouwer
[GREEGT], cada uma destas superficies divide o espaco em duas regioes. Uma regiao
ilimitada e outra limitada e homeomorta a bola aberta, pois a superficie que a delimita

é algébrica (por partes).
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Figura 3.7 - Decomposicao de um complexo no R3.

Esta técnica, no entanto, nao se aplica a qualquer complexo do 2. Caso o modelo
possua arestas que nao estejam na fronteira de uma face, a técnica nao pode ser utilizada.
Isto porque, no R3, uma curva nao divide, localmente, o espaco. Neste caso, deve-se
utilizar uma decomposicao que utilize uma superficie que contenha a curva (o que é

sempre possivel, pois as curvas sao algébricas).

Estes teoremas sao importantes porque mostram que um complexo geométrico re-
presenta o mesmo tipo de objeto que podia ser representado pelos modelos de decom-
posicao celular. A diferenca fundamental é o que constitui uma célula em cada modelo.

Um complexo geométrico evita uma fragmentacao excessiva do modelo.
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4 - SUBDIVISOES PLANARES

Este capitulo trata do problema de criar e manter subdivisées do $2. Uma subdi-
visao simples esta apresentada na figura 4.1. Nesta subdivisao, o plano é dividido em
trés regices (ou faces) limitadas (f1, f2, f3) e uma regiao ilimitada (fe,¢). Cada regiao
é delimitada por um conjunto de segmentos de curva (ou arestas) que, por sua vez, Sao

delimitados por um par de pontos (ou vértices) ndo necessariamente distintos.

vb

eb5

fext

Figura 4.1 - Uma subdivisao do ®2.

Uma subdivisao do ®? pode ser modelada por uma subdivisao planar (SP), apresen-
tada no capitulo 3. Neste caso, as células do complexo, de dimensao 0, sao os vértices;

as de dimensao 1, as arestas; e as de dimensao 2, as faces.

Uma boa exemplificacao de uma SP é um mapa geografico (fig. 4.13). Um mapa
é apresentado, em geral, sobre uma superficie plana que esta dividida em uma série de
regioes delimitadas por um conjunto de segmentos de curva que constituem as respecti-
vas fronteiras. Existem outras aplicacoes que necessitam de representacgoes similares; por
exemplo: malhas para modelos de elementos finitos para secoes planas; perfis geologicos;

curvas de nivel topograficas; plantas baixas; e grafos.
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Um problema de grande interesse consiste em, dado um conjunto de segmentos de
curva (ou simplesmente segmentos), obter a SP determinada por estes segmentos. Um
segmento de curva é uma curva algébrica, limitada e sem auto-intersecao. Para tal, é
necessario calcular todos os pontos de intersecao entre estes segmentos, criando vértices
em cada um destes pontos, arestas entre cada par de vértices ligados por um segmento

e faces, sempre que um conjunto de arestas formar uma area fechada.

Neste capitulo é apresentada uma metodologia para criagao de SPs composta
por um modelo matematico, um esquema de representacao e um processo de modelagem
[REQUS80]. Esta metodologia foi utilizada para implementar o EDP (Editor de Diagra-
mas Planares), que é capaz de criar e manter uma subdivisao planar interativamente,
permitindo a insercao de novos segmentos em tempo real. Para lidar com a diversidade
de geometrias de segmentos necessaria as aplicacoes, foi identificado um conjunto de
funcoes que permitem a geracao de bibliotecas de geometrias manipulaveis pelo EDP. A
introducao de uma nova geometria para os segmentos pode ser feita através da criacao

da biblioteca correspondente.

O problema de criar uma subdivisao planar foi abordado sobre trés aspectos: o
da correcao dos algoritmos, inseridos em um mundo ideal e supondo-se aritmética real
com precisao infinita; o da robustez dos algoritmos, onde o problema é produzir um
resultado aceitavel, mesmo lidando com dados imprecisos e trabalhando com aritmética

de ponto flutuante; e o da eficiéncia dos algoritmos adotados.

4.1 Representagao para SPs

Uma representagao, em um computador, consiste em um conjunto de estruturas
de dados e num conjunto de procedimentos e operadores que as manipulam. O dominio
da representacao é o conjunto de possibilidades para o qual ela é valida. Uma repre-
sentacao estd correta quando é suficiente sobre o seu dominio e os seus operadores nao

criam configuracoes que nao pertencem ao dominio.

No caso de uma SP, uma descricdo geométrica completa pode representar todas

as informacoes sobre as formas geométricas das células e suas respectivas localizacoes
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no plano. Uma representacao puramente geométrica, no entanto, nao é muito interes-
sante. Especificamente, considerem-se dois segmentos que se interceptam. O ponto de
intersecao, embora possa ser encontrado a partir da descricao geométrica de cada seg-
mento, é um ponto especial que exige um processamento, em geral complicado, para
sua determinacao. Uma representacao para SPs que contenha, de forma explicita, todas
as intersecoes, nao sé permite que os calculos destas intersecoes sejam feitos uma tnica
vez, no momento da sua criacao, mas também evita a propagacao de erros numéricos.
O ferramental necessario para a construcao deste tipo de representacao é fornecido pela

Topologia.

A Topologia fornece abstracoes que podem ser utilizadas para especificar as vizi-
nhancas (adjacéncias) das células de uma SP. Formalmente, Topologia é o estudo das
propriedades invariantes por homeomorfismos. Como as adjacéncias sdo invariantes por

homeomorfismos, pode-se falar em uma topologia de adjacéncias.

No contexto de SPs, quando se pensa em topologia, normalmente esta-se referindo
as adjacéncias entre as células, ou seja, proximidade fisica e ordenacao. Informacoes de
adjacéncia sao referidas, informalmente, como a topologia da SP. A principal vantagem
de armazenar, explicitamente, na representacao de uma SP, a sua topologia é que isto
possibilita a construcao de algoritmos geométricos muito mais eficientes [GUNTS88]. A
nomenclatura utilizada para descrever a topologia de uma SP é a seguinte (capitulo 3):

e Um vértice é uma célula, de dimenséao 0, que corresponde a um tnico ponto do
R2. Nao podem existir dois vértices com a mesma localizacao geométrica.

e Uma aresta é uma célula, de dimensao 1, que corresponde a um segmento de curva
homeomorfo a um segmento de reta. A fronteira de uma aresta é formada por dois
vértices nao necessariamente distintos. Estes dois vértices sao ditos ligados.

e Um ciclo é um subconjunto conexo e ordenado de vértices e arestas alternadamente.
Um ciclo pode consistir em um tnico vértice, sendo chamado, neste caso, de ciclo
pontual.

e Uma face é uma célula, de dimensao 2, que corresponde a um subconjunto conexo
do ®%. Uma face é orientada e sua fronteira é composta por um ou mais ciclos.

Um dos ciclos contém os demais e representa a sua fronteira externa. Os outros
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ciclos (se existirem) sao chamados anéis e representam fronteiras internas.

Em uma SP é possivel formar nove tipos de relacionamentos de adjacéncia que ca-
racterizam as adjacéncias entre vértices, faces e arestas [WEIL83]. Cada relacionamento
é representado por um par de letras; a primeira indica o tipo do elemento de referéncia;
a segunda simboliza o grupo de elementos adjacentes ao elemento de referéncia. E
utilizada a seguinte notacao:

e <> indica que o grupo de adjacéncia pode ser ordenado ciclicamente e {} indica
que nao ha ordenacao.
e Letra minuscula especifica uma certa célula e maitscula um conjunto de células.

e A cardinalidade de um grupo de adjacéncia é expressa por um expoente.

Cada relacionamento de adjacéncia permite obter um certo tipo de adjacéncia entre
células (fig. 4.2).

v <V > - denota o conjunto de vértices adjacentes (ligados) a v.

v < A > - denota o conjunto de arestas que incidem em v.

v < F > - denota o conjunto de faces que incidem em v.

f <V > - denota o conjunto de vértices que delimitam f.

f < A > - denota o conjunto de arestas que delimitam f.

f < F > - denota o conjunto de faces adjacentes a f.

a{V}? - denota os dois vértices que delimitam a.

a{A} - denota o conjunto de arestas adjacentes a a.

a{F}? - denota as duas faces que incidem em a.

Tabela 4.1 - Tipos de relacionamentos de adjacéncia.

Na terminologia do capitulo 3, cada grupo de adjacéncia é um subconjunto de

células, de mesma dimensao, de bdry, star ou adj.

bdry(a,SP) = a{V }* bdry(fSP)=f<V>Uf<A>
star(a,SP) = a{F}? star(v,SP) = v < A>Uv < F >
adj(v,SP) =v <V > adj(a,SP) = a{A}

adj(f,.SP) = f < F >
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Figura 4.2 - Relacionamentos de adjacéncia.

A suficiéncia topoldgica de uma representacao é a capacidade de representar,
completamente e de forma nao ambigua, topologias de adjacéncia. Completeza é a
capacidade de gerar todas as informacoes topoldgicas a partir da representacao. Nao

ambiguidade implica que, para um tnico conjunto de dados da representacao, existe
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um unico conjunto de informacao topologica que pode resultar da interpretacao da repre-
sentacao, ou seja, ha um mapeamento bi-univoco entre a representacao e a informacao

topologica.

A suficéncia de informagao, de uma representacao topoldgica, é a capacidade
de extrair todos os relacionamentos de adjacéncia entre as células de uma SP. Deve-se
frisar que, quando se fala em suficiéncia de informacao, nao se esta pressupondo o uso

de nenhum formato particular para armazenamento dos dados.

Considerando-se uma topologia de adjacéncia com apenas vértices, faces e arestas,
suficiéncia é a capacidade de recriar todos os nove tipos de relacionamentos de adjacéncia
sem erro ou ambigliiddade. No contexto, é a capacidade de um subconjunto dos relacio-
namentos de adjacéncia, entre as células de uma SP, prover informacao suficiente para
reproduzir, unica e completamente, a sua topologia. Nesta definicao, nao é permitido o
uso da geometria associada as células para derivacao de qualquer informacao topologica.
Entretanto, ndo é necessario armazenar informacoes sobre todos os tipos de relaciona-
mentos de adjacéncia, uma vez que existem relacionamentos que sao individualmente

suficientes. Os relacionamentos em negrito na tabela 4.1 sao suficientes [WEILS6].

Uma estrutura de dados topoldgica é suficiente quando a informacao nela armaze-
nada permite a derivacao de algum relacionamento suficiente, o que significa dizer que

todos os outros relacionamentos podem ser obtidos (alguns mais facilmente que outros).

Uma SP tem uma estrutura topologica que permite orientar consistentemente os
ciclos de arestas que delimitam as suas faces. Esta estrutura é representada por um
grafo dirigido plano {V, A, F'} formado por um conjunto finito de vértices V', arestas A
e faces F. Este grafo satisfaz as seguintes condic¢oes:

(1) Cada aresta estd na fronteira de exatamente duas faces (nédo necessariamente dis-
tintas). Diz-se, entao, que cada aresta possui dois usos, um em cada face.

(2) Usos de uma mesma aresta estao orientados em sentidos opostos. Isto induz uma
orientacao para todas as faces (por exemplo, sentido horario). A face ilimitada

(externa) fica orientada no sentido contrario (anti-horério).
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4.1.1 Representagoes Topoldgicas

Existem varias representacoes, suficientes topologicamente, que podem ser utiliza-
das para SPs. Estas representacoes foram criadas, originalmente, para representar a
fronteira de solidos manifold (a defini¢ao deste tipo de objeto encontra-se no apéndice).
As representacoes mais populares sao baseadas em arestas, no sentido de que todas as
informacoes necessarias para descrever a topologia estao armazenadas nas estruturas
relacionadas com arestas. A justificativa para esta preferéncia é que elas possuem cam-
pos de tamanho fixo (uma aresta é delimitada por dois vértices e delimita duas faces)
e todos os trés relacionamentos suficientes possuem arestas nos respectivos grupos de

adjacéncia.

Para representacao de SPs, adotou-se, neste trabalho, uma estrutura de dados que
armazena, explicitamente, os dois usos de uma aresta pelas duas faces que a comparti-
lham. Um uso de uma aresta é orientado e representa o lado de uma aresta visto por
uma face (fig. 4.3). Cada uso de uma aresta é utilizado uma tnica vez pelo ciclo na
fronteira de uma face e cada um destes usos induz uma orientacao na face. Os dois usos
de uma aresta possuem sentidos opostos. Esta estrutura de dados é chamada HED e
estd baseada nas estruturas HALF-EDGE e FACE-EDGE [MANTS88, WEIL86]. Abaixo

estd a declaracao C, da parte relativa a aresta, desta estrutura.

typedef struct model Model;
typedef struct face Face;
typedef struct loop Loop;
typedef struct edge Edge;
typedef struct edgeuse Edgeuse;
typedef struct vertex Vertex;
struct edgeuse

{

Edgeuse *eu_nxt, *eu_prv; /* o proximo uso e o anterior */
Loop xeul _ptr; /* ciclo delimitado por este uso */
Edge *xeue_ptr; /* aresta */

Vertex *euv_ptr; /* vertice inicial deste uso */
Edgeuse *eueu_mate_ptr; /* o outro uso da mesma aresta */
+;

Edge, Vertex e Face sao estruturas que contém informacoes geométricas ou es-
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pecificas da aplicacdo, evitando a multiplicacao das mesmas. As adjacéncias de ares-
tas ao redor de uma face sao armazenadas em uma lista encadeada, circular e orde-
nada. Esta lista pode ser obtida percorrendo-se, sucessivamente, os campos eu_nxt. Ha
também acesso a um vértice, ao ciclo e ao outro uso da aresta através de ponteiros. O

campo eu_prv é opcional, existindo apenas por uma questao de eficiéncia de acesso.

Lext

L1

=8

L2 F2 dois usos da
mesma aresta

F1

Fext

Figura 4.3 - Faces, ciclos e usos de aresta.

Na estrutura HALF-EDGE, o campo para o casamento dos dois usos de uma aresta
(eueu_mate_ptr) nao estd armazenado na estrutura Edgeuse, mas sim na estrutura
Edge, que contém ponteiros para os seus dois usos. Ja na estrutura FACE-EDGE, nao
existe o ponteiro para o ciclo, mas sim um ponteiro para a face oposta (adjacente ao
outro uso da mesma aresta). A forma apresentada, no entanto, parece ser a mais natural

pela experiéncia na implementacao desta estrutura, pelo autor, na PUC-Rio.

A estrutura HED ¢ suficiente, pois o relacionamento f < A > pode ser obtido
apenas com os campos euv_ptr e eunxt. Uma face fica determinada percorrendo cada
uso de aresta (que representa um lado de uma aresta que delimita a face), utilizando
o campo eu nxt, até que se retorne ao ponto de partida. O campo euv_ptr é ne-
cessario para ~costurar” as faces umas as outras. Em uma SP, com arestas retilineas,
a{V} determina unicamente uma aresta. Usos de aresta, delimitados pelo mesmo par
de vértices, pertencem a mesma aresta. O vértice inicial estd armazenado no campo

euv_ptr e o final, no mesmo campo do proximo uso. A "costura” das faces pode ser
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feita por um procedimemnto de identificacao topolégica. O campo eueu mate_ptr, no

entanto, fornece esta informacao diretamente.

Na representacao completa de uma SP, existem ponteiros para listas circulares de
faces, arestas e vértices. A estrutura que armazena uma face contém, por sua vez, um
ponteiro para uma lista circular com os seus ciclos e a estrutura para ciclo contém um
ponteiro para um dos seus usos de aresta. Esta representacdao apresenta uma descricao
hierdrquica da SP, partindo dos niveis mais altos em dimensao (faces), para os mais
baixos (vértices) (fig. 4.4). Esta forma de organizacdo tem-se mostrado adequada a

maioria das aplicacoes.

SP
m prv m_nxt
e MODEL ——— me_ptr
nv_ptr
nf _ptr fmoptr
\
f_prv f _nxt
fl_ptr If _ptr
y
| _prv | _nxt
LOOP e
L J
leu_ptr eul _ptr e _prv e_nxt
- EDGE ——
o
eu_prv ou nxt eeu_ptr "
— EDGEUSE | —» T
eue_ptr
euv_ptr veu_ptr
v_prv v_nxt
- VERTEX |——

Figura 4.4 - Hierarquia da estrutura HED.
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struct model

{

Model *m_nxt, *m_prv;

Face *mf _ptr; /* cabeca (face externa) da lista de faces */
Edge *me_ptr; /* lista de arestas */

Vertex *mv_ptr; /* lista de vertices */

void *mattrib_ptr; /* atributos da subdivisao */

+;

struct face

{

Face *f_nxt, *f_prv;

Model *fm_ptr; /* subdivisao que possui a face */
Loop *fl_ptr; /* cabeca (ciclo externo) da lista de ciclos */
void *fattrib_ptr; /* atributos da face */

+;

struct loop

{

Loop *1_nxt, *1_prv;

Face *1f_ptr; /* face delimitada pelo ciclo */
Edgeuse *leu_ptr; /* um dos usos de aresta do ciclo */
void *lattrib_ptr; /* atributos do ciclo */

+;

struct edge

{

Edge *e_nxt, *e_prv;

Edgeuse *eeu_ptr; /* um dos dois usos da aresta */
void *xeattrib_ptr; /* atributos da aresta */

+;

struct vertex

{

Vertex *v_nxt, *v_prv;

Edgeuse *veu_ptr; /* uma aresta incidente no vertice */
void *vattrib_ptr; /* atributos do vertice */

+;

A estrutura HED representa exatamente o que é necesséario para uma SP, ou seja,
um complexo completo de dimensao 2. A sua utilizacdo no espaco tri-dimensional
permite representar apenas o esqueleto de ordem 2 de alguns complexos de dimensao
3. Note-se que esta estrutura permite representar, ordenadamente, as adjacéncias de

arestas (e por conseguinte de faces) ao redor de vértices.
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4.1.2 Operadores de Euler

Estruturas de dados topoldgicas sao um tanto complexas para serem manipuladas
diretamente. Baumgart [BAUMT2| introduziu um conjunto de operadores, chamados
EOps, que fornecem um meio, de relativo alto nivel, para manipular este tipo de es-
trutura. Especificamente, EOps servem para construir topologias de adjacéncia, sem
entrar nos detalhes do formato de armazenamento dos dados. Uma outra vantagem é
que a sua utilizacao fornece uma interface de programacao que permite que a estrutura
de dados utilizada seja trocada sem a necessidade de reescrever toda a aplicagao (so-
mente a parte que implementa os EOps). Uma propriedade importante é que qualquer
EOp é invertivel, possibilitando a criacao de operadores inversos que podem restaurar

a topologia de uma SP.

Tradicionalmente, os EOps possuem nomes da forma mzky, com m significando
make e k significando kill; z e y indicam o tipo do elemento topolégico criado ou des-
truido. Embora bastem quatro EOps para construir qualquer topologia de adjacéncia
de uma SP (este resultado é mostrado no apéndice), pode-se utilizar um ntmero maior

de EOps para facilitar a escrita de aplicativos. Um conjunto adequado é formado por:

mvfs (make vertez, face and SP) kvfs (kill vertex, face and SP)
mev  (make edge and vertex) kev (kill edge and vertex)
mekr (make edge, kill ring) kemr (kill edge, make ring)
mef  (make edge and face) kef (kill edge and face)

mvr  (make vertez and ring) kvr (kill verter and ring)
split (split edges) join (join edges)

Este conjunto contém os quatro EOps basicos, e seus respectivos inversos, mais dois
EOps adicionais (mvr e split). O EOp mvfs cria uma SP com uma tnica face (ilimitada)
com um unico vértice. Os EOps mekr e mef criam uma aresta entre dois vértices de uma
mesma face. O EOp mef deve ser usado quando os dois vértices pertencerem ao mesmo
ciclo. Neste caso, uma nova face é criada. O EOp mekr deve ser usado quando os dois
vértices pertencerem a ciclos diferentes. Neste caso, a nova aresta funciona como uma

ponte que conecta os dois ciclos. Como consequéncia, um dos ciclos é eliminado. Estes
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dois EOps podem ser implementados como um unico EOp me que, fazendo os testes

necessarios, executa as acoes apropriadas.

O EOp mev cria uma aresta e um vértice em uma face. A aresta é delimitada por
um vértice ja existente e pelo vértice criado. O EOp split divide uma aresta em duas,

criando um novo vértice entre elas e o EOp mvr cria um ciclo pontual em uma face.

Os trés EOps que criam arestas podem ser imaginados como procedimentos para
inserir um segmento inteiramente contido em uma face (fig. 4.7). Formalmente, EOps
permitem inserir uma célula, de dimensao menor que 2, desde que ela encaixe na SP.
O EOp me completa a SP automaticamente, criando as faces (células de dimensao 2)

quando se faz necessario.

E importante nao esquecer que os EOps nao tém conhecimento da geometria do
segmento e por isso podem criar SPs inconsistentes geometricamente. Cabe a aplicacao

evitar que isto ocorra.

4.2 Processo de Modelagem

Um processo de modelagem deve fornecer, a um usuario tipico de um sistema, uma
maneira, familiar e eficiente, para a entrada dos dados que permitirao a construcao da

representacao de um modelo.

Uma forma de construcao de uma SP, conveniente para varias aplicacoes, consiste
em um processo incremental, através do qual cada segmento de curva, que compoe a
SP, é especificado interativamente (possivelmente através de uma mesa digitalizadora),
sendo a SP atualizada apds a insercao de cada segmento. Isto significa que é fornecida
a descricao geométrica de um conjunto de segmentos, a partir da qual é criada a re-
presentacao topologica e geométrica da SP. Esta é a técnica de modelagem considerada
neste capitulo. Entretanto, existem outras formas de criar uma SP; por exemplo, for-
necendo a lista das suas faces através da especificacao (talvez ordenada) dos segmentos
que as delimitam (um processo utilizado em aplicacoes ndo interativas). Uma outra

forma é utilizando operadores CNRG e sera apresentada no capitulo 6.
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4.3 Insercao de Segmentos

O passo fundamental no processo de criacao de SPs, considerado neste capitulo,

consiste na inser¢ao de um novo segmento na SP.

Um segmento de curva € uma curva algébrica simples, conexa e com duas extremida-
des (nao necessariamente distintas). Um segmento determina unicamente um complexo
completo, de dimensdo 2, com uma unica aresta e com apenas uma face (ilimitada).
A fronteira da aresta corresponde as extremidades do segmento. No que se segue, o
termo segmento val ser empregado para se referir, tanto ao segmento em si, como ao

seu complexo associado.

O problema de inserir o novo segmento pode ser visto como o problema de combinar
os SGCs representados pela SP existente e pelo novo segmento. Para tal, é necessario
refinar o complexo referente ao segmento a ser inserido, de modo a que as suas células

possam ser encaixadas na SP existente.

O procedimento que insere um novo segmento em uma SP deve garantir que, apds
a insercao, a SP continue consistente topoldgica e geometricamente. A consisténcia
topologica é mantida, naturalmente, se forem utilizados EOps de forma apropriada.
Para isto, o segmento deve ser dividido em um conjunto de segmentos inteiramente
contidos em faces da SP, chamados segmentos simples. Isto corresponde justamente a
refinar o segmento para que ele encaixe na SP. Ao final do refinamento, o segmento
pode possuir varias arestas. Cada uma destas arestas determina um segmento simples

que pode ser inserido pelos EOps apropriados.

Quando um segmento € inserido ele pode interceptar varias arestas diferentes, sendo
que cada aresta pode ser interceptada em vérios pontos. Basicamente, existem quatro
tipos de situacao que devem ser analisadas:

e o segmento é simples.
e o segmento intercepta uma aresta.
e o segmento intercepta um vértice.

e o segmento possul um trecho em comum com alguma aresta.
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Em um segmento S, S; e Sy denotam as suas extremidades inicial e final, res-
pectivamente, e T; o vetor tangente a S, no ponto 5;. Para inserir um segmento S é
necessario descobrir que arestas da SP sao cortadas e as coordenadas de cada ponto de
intersecao, para poder subdividi-lo em um conjunto de segmentos simples. Isto pode
ser feito por partes, pois se T; esta contido em uma face F', a primeira intersecao, a
partir de S;, ocorrera obrigatoriamente com uma célula de 0F. Se esta célula nao for
um vértice, a aresta cortada por S tera que ser dividida topologicamente. Desta forma
ter-se-a sempre um vértice v; no ponto de intersecao. O segmento S é entao quebrado
em duas partes, uma de S; até v; (51) e a outra de v; até Sy (S2). Sif e Sy; passam
a estar associados a v;. 57 é um segmento simples por construcao e o processo deve
ser repetido para Sz, até que Sz também seja um segmento simples (fig. 4.5). Neste
processo de simplificacdo de um segmento o algoritmo mais importante é aquele que

calcula a intersec@o entre dois segmentos de curva (segao 4.5).

Sf

Figura 4.5 - Decomposi¢ao de um segmento em segmentos simples.
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4.3.1 Insercao de Segmentos Simples

Uma vez que se tenha dividido um segmento em um conjunto de segmentos simples,
cada um deles deve ser inserido na SP. O problema se reduz, entao, em como inserir um
segmento simples S, com extremidades S; e Sy. Paraisto, suponha-se que todas as faces
da SP estao orientadas no sentido horario, isto é, a fronteira externa esta orientada no
sentido horario e as internas (se houver alguma) no sentido anti-horério. E conveniente

considerar que a face externa (infinita) néo possui fronteira externa.

Para incluir S é necessario determinar:
1) a face F, que contém S.
2) os vértices v; e v¢ de OF, que serao ligados por S.
3) as duas arestas que sucedem S nos ciclos ordenados de arestas incidentes em

v; e vy.

O primeiro passo para incluir S é garantir que 5; coincide geometricamente com
um vértice v; da SP (para que possa ser associado a ele). Caso ndo exista tal vértice,
S; pode estar sobre uma aresta, que deverd ser dividida (surgindo um novo vértice), ou

no interior de uma face, devendo, neste caso, ser criado um ciclo pontual nesta face.

Para determinar F,, é usado o vetor tangente T;. Existem dois casos triviais:
quando S; esta associado a um vértice v; que é um ciclo pontual, ou quando v; delimita
uma unica aresta. Em ambos os casos, S pertence a face que contém ;. Se v; delimitar
mais de uma aresta, entdo F, estd delimitada por duas arestas (que podem ter sido
criadas pela divisao de uma aresta quando v; foi criado), cujas tangentes em S; sao
dois vetores, um precedendo (formando angulo orientado maximo com T;) e o outro
sucedendo (formando angulo orientado minimo) 7; no sentido anti-horario (fig. 4.6).
Estes vetores fornecem também os argumentos para os EOps a serem utilizados, de
forma a que o segmento seja inserido corretamente no ciclo ordenado de arestas que

incidem em v;. O processo descrito para S; deve ser aplicado também a Sy.
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Figura 4.6 - Determinacao da face que contém T;.

Topologicamente, podem ocorrer trés situacoes como consequéncia da inclusao de
S. Cada uma delas determina que EOp deve ser utilizado para inseri-lo:
e ser fechada uma nova face, caso Sy toque uma aresta pertencente ao mesmo ciclo
que contém S; (fig. 4.7a).
e ser eliminado um ciclo, caso Sy toque uma aresta pertencente a um ciclo diferente
daquele que contém S; (fig. 4.7b).
e ser simplesmente criada uma aresta, caso Sy nao toque nenhuma aresta da SP (fig.

4.7c).

Sf

Si Si

(@) mef (b) mekr (c) mev

Figura 4.7 - Casos possiveis na inclusao de um segmento simples.
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Quando uma nova face F' é formada, ela é sempre criada a partir de um ciclo de
construcao de F,. Sua area é subtraida da &area original de F,. A simples aplicacao
do EOp mef nao garante, a principio, que a convencao para a orientacdao das faces seja
mantida, uma vez que isto depende de como a face foi fechada (fig. 4.8a) (ou seja, da
geometria da aresta). A verificacdo de que a fronteira externa de F' nao esta orientada
no sentido arbitrado indica a necessidade de trocar o ciclo de construcao pelo ciclo

externo de F' (fig. 4.8b).

a) :‘ /
Lt Tmmmmmeemm Lext
—— ——
L1=L t L2 =Lconst
cons troca de
_— ciclos — >
L2 = LFext L1 =LFext
e -—
- ——
Fo LFoext Fo LFoext
b) R —_—
Fext Fext

Figura 4.8 - Troca de ciclos.

A verificagao da orientacao de uma face é feita calculando-se a sua area com sinal.
Para o caso de arestas retas, basta calcular o somatério dos produtos vetoriais(®) entre
cada par de vetores com origem em um ponto r, no fecho da face (por exemplo, um
vértice qualquer), e extremidades em vértices consecutivos (vértices correspondentes a
usos de aresta consecutivos) [CARV91]. Com a orientacao arbitrada, as areas de todas as
faces, exceto da face externa, sdo negativas. Arestas com geometrias quaisquer requerem
um procedimento que calcule a area delimitada pela aresta e por dois segmentos de reta,

com origem em r, e extremidades em cada vértice que a delimita.

) o produto vetorial no R? ¢ feito considerando nula a coordenada 2 dos vetores e como resultado,

a norma do vetor produto.
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A nova face F' pode conter, ainda, alguns ciclos de F,, que sao as suas fronteiras
internas. Deve-se verificar que ciclos de F, passam a pertencer a F. Isto é feito per-
correndo a lista de ciclos de F,, (com exce¢ao daquele que forma sua fronteira externa
e daquele que delimita F') e verificando se qualquer um de seus vértices esta dentro da
area delimitada pela fronteira externa de F. Caso esteja, ele serd movido para F' (isto
é, passara a pertencer a ela (fig 4.9). Isto requer um procedimento que verifique se um

dado ponto pertence a uma dada face.

nova face

Figura 4.9 - Distribuic¢ao de ciclos.

A verificacao da inclusdo de um ponto em uma face pode ser feita por um algoritmo
baseado no teorema de Jordan [HENLT79]. Contam-se quantas vezes uma semi-reta
qualquer, com origem no ponto, intercepta a fronteira da face. Se interceptar um ntumero
impar de vezes, o ponto esta dentro da face. Deve-se tomar cuidado quando a semi-reta

interceptar um vértice, para contar o nimero correto de interse¢oes [CARVI1].

Um algoritmo alternativo baseado em angulos também pode ser empregado. Para
arestas retilineas, calcula-se o somatério dos angulos orientados formados por segmen-
tos com origem no ponto e extremidades em vértices consecutivos. Se o valor deste
somatorio for nulo, o ponto esta fora. O resultado nao é confiavel se o ponto estiver
muito proximo da fronteira da face [CARVI1]. Este algoritmo pode ser adaptado para

tratar arestas com outros tipos de geometria.
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4.4 Estimativa para o Tempo de Criagcao de uma SP

O primeiro passo no processo de inclusao de um novo segmento em uma SP, que
consiste em associar a extremidade inicial do segmento a um vértice ja existente (ou,
caso nao exista tal vértice, criando-o primeiro), é o mais demorado. Uma vez associado
o vértice inicial, o tempo de inclusdao é proporcional ao nimero de arestas de cada face

cortada.

O primeiro passo implica em determinar qual vértice, qual aresta ou qual face
contém 5;. O algoritmo implementado para verificar a qual face um dado ponto per-
tence percorre a lista das faces, verificando se o ponto se encontra dentro da area Fl .,
delimitada pela fronteira externa da face corrente F, (inicialmente a primeira face da
lista). Caso esteja, s6 precisam ser consideradas, dai para frente, as faces que estejam
completamente contidas em F.. Para verificar isto, basta tomar um vértice qualquer,
de cada face subseqiiente, e verificar se ele esté contido em Fi.¢ (pode-se recusar a face
quando o vértice escolhido pertencer também a fronteira de F.). Se uma face que passou
no teste anterior também contiver o ponto, esta sera a nova face corrente F,.. O processo
termina quando se tiver chegado ao final da lista das faces. F. indica, entdo, que face

contém o ponto.

O processo descrito acima pode ser acelerado testanto primeiro se o ponto esta
dentro do retangulo que engloba cada face. De todo modo, obtém-se um algoritmo cujo
tempo de execucao é proporcional ao niumero de células da SP. Como o ntimero de faces
(F), vértices (V) e arestas (A) em uma divisao planar estao relacionados linearmente
pela equacao de Euler-Poincaré (consulte-se o apéndice, para uma justificativa deste
fato), a complexidade do algoritmo pode ser expressa por O(A), o que significa que uma

subdivisdao completa pode ser criada em O(A?), sendo A o ntimero final de arestas na

SP.

Deve-se observar que nao é possivel fazer uma analise da complexidade do algoritmo
em funcao do ntumero de segmentos originais, uma vez que estes segmentos podem ser

divididos em um numero qualquer de arestas.
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A lista de faces pode ser alterada de forma a refletir o aninhamento das faces.
Na figura 4.10, as linhas pontilhadas finas ligam faces que estdao em um mesmo nivel
hierarquico, enquanto as grossas ligam uma face ao conjunto de faces que ela contém.
Esta hierarquia pode ser mantida com apenas dois ponteiros por face. Desta forma, o
algoritmo descrito anteriormente, lancando mao desta hierarquia, ja sabe quais sao as

faces que estao contidas na face corrente.

[ 3145

Y Y
78] [9] [11

Figura 4.10 - Aninhamento de faces.
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4.5 Intersecao

Um dos algoritmos mais importantes na construcao de uma SP é o que calcula as
intersecoes de dois segmentos de curva. Uma curva no R? fica determinada de forma

implicita por uma equacao do tipo:
F(z,y)=0,

onde F ¢é uma funcao real nas variaveis = e y. A curva é formada pelos pontos do
plano que satisfazem esta equacao. O termo - implicita - é usado para caracterizar
funcoes que sao deduziveis de uma equacao. Em geral, diz-se que uma func¢ao y = f(x),
x € [a,b] é definida implicitamente por uma equacao F(x,y) = 0 se F(x, f(x)) = 0,
r € [a,b]. Normalmente, tem-se disponivel somente uma equacao implicita, sendo
impossivel resolvé-la explicitamente para uma funcao de x. Por exemplo, numa equacao
como y = z% —e%, y é uma funcao explicita de z. J4 a equacdo z?+zy+y> —22°+3y" =0
nao permite definir explicitamente y como funcao de x. No entanto, mesmo sem a forma
explicita, é possivel obter diversas informacoes sobre f, incluindo as suas derivadas, se
for assumido que a equacao define implicitamente uma func¢ao derivavel em um intervalo.

dy  OF/0x

de ~ OF/dy’

seaa—j#().

No exemplo:
20 +y + :L'y' + 3y2y' — 102" + 21y6y' =0

ou
20 +y — 10z

- _:1;—|—3y2—|—21y6 '

As hipoteses de que uma equacao em = e y define sempre uma funcao derivavel
y = f(x) sobre um intervalo, podem falhar. Por exemplo, a equagao x? + y* = 0 é
satisfeita somente por © = 0 e y = 0 e portanto nao existe nenhuma funcao implicita.
Na pratica, normalmente, tem-se razoes para esperar que a equacgao F(x,y) = 0 defina
uma funcao derivével em algum intervalo. Pelo teorema da funcao implicita, se F(x,y)
é definida numa regiao aberta D do plano zy, possui derivadas parciais continuas em

D e, além disso, 0F /0y # 0 no ponto (xg,yo) em D e F(xg,yo) = 0, entdo, pelo menos
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numa vizinhanca deste ponto, I define implicitamente uma funcao derivavel y = f(x).

Se o vetor VF = (%—F, E) for nulo no ponto zg, entdo, nao é possivel obter, numa
z° Oy ) ) )

vizinhanga de x(, uma funcédo y = f(«) nem uma fun¢ao v = f(y). Neste caso, diz-se

que o ponto xg é um ponto singular de F.

Algumas curvas possuem representacoes da forma:

onde f e ¢g sao fung¢oes continuas num intervalo. Esta representacao é chamada pa-
ramétrica (ou caminho no plano zy) e é um mapeamento de £ em uma curva do R?.
As curvas paramétricas sao muito empregadas em modelagem geométrica. Curvas de
Hermite, Bezier e Spline utilizam polinoémios para f e ¢ e impoem condicoes sobre as

funcoes e as respectivas derivadas em determinados pontos.

Uma fungao algébrica é uma funcdo continua num intervalo, definida implicita-

mente por uma equacao polinomial em z e y:
a1z y™t + a2y 4+ .+ apax™y™ = 0;

(n1,n2,...,nE € My, Ma,...,mg) sao inteiros nao negativos. Assim, cada fung¢ao racio-
nal (quociente de dois polinémios) e cada inversa continua de uma funcéo racional é

1/3

algébrica. Por exemplo, y = '/ é uma funcao algébrica definida implicitamente pela

equacao y° — z = 0.

As funcoes nao algébricas sao chamadas transcendentais. Pode ser verificado
que as funcoes trigonométricas, a funcao e® e a funcao In(x) séo transcendentais. Estas
funcoes e todas as funcoes nao algébricas obtidas delas por adicao, subtragdao, mul-
tiplicacao, divisao, multiplicacdo por constantes, composicao e formacao de funcoes

inversas sao todas chamadas fungoes transcendentais elementares.

Ao ultrapassar as funcoes algébricas para criar funcoes transcendentais, o passo
inicial é um processo de limite. As funcoes transcendentais elementares podem ser

representadas, em intervalos convenientes, por séries de poténcias, por exemplo:

. ) 1’2 "
e’ = hm(l—l—:z;—l———l—...—l—m).

n—oo 2!
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Funcoes assim representaveis sao chamadas fungoes analiticas. As funcoes analiticas
nao despertam malor interesse, neste trabalho, pois sua representacao em um compu-

tador é truncada (ou seja, sao aproximadas por funcoes algébricas).

O célculo da intersecao de duas curvas definidas explicitamente se reduz a resolver

2

uma equacao. Por exemplo, encontrar os pontos de intersecao de y = 2* e y = cos(x) é

equivalente a encontrar as raizes de 2% — cos(z) = 0.

A resolucao de equacoes é um problema basico em mateméatica. Em algebra ele-
mentar se aprende como resolver equacoes lineares e quadraticas. Para as equacoes
cibicas (grau 3) e quadricas (grau 4) existem férmulas para as raizes em funcdo dos
coeficientes [DICKO03], mas elas sdo muito complicadas. Para polinomios de grau maior
nao ha féormulas deste tipo e tem-se que usar algum método numérico de aproximacao

de raizes.

O método de Newton, por exemplo, permite encontrar aproximacoes sucessivas das

raizes de uma funcéo f definida e derivavel no intervalo [a, b]:

e
Tn4+1 = Tn f,(xn)v f( n) 7£0

O método converge desde que se conheca um intervalo apropriado que contenha uma

Qnica raiz.

Quando se lida com segmentos de curva, nao é interessante calcular pontos de
intersecao que, embora pertencendo aos suportes dos segmentos, nao pertencem a am-
bos os segmentos, pois isto irda requerer um processamento numérico desnecessario. E
importante que existam, entao, condicoes que permitam concluir se dois segmentos se
interceptam ou nao. Estas condi¢oes sao baseadas em limites aproximativos interio-
res e exteriores, formando um envelope que contém o segmento. Para um segmento,
considerem-se os limites que satisfazem as seguintes condi¢oes:

1) Cada limite é uma seqiiéncia conexa de segmentos de reta.
2) Os dois limites formam a fronteira de um envelope (uma area). Os limites nao se
cruzam e terminam em um ponto comum.

3) O segmento estd inteiramente contido no envelope.
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4) Qualquer caminho, contido no interior do envelope, que inicie em um ponto sobre

um limite e termine em um ponto sobre o outro limite, intercepta o segmento.

Se os envelopes de dois segmentos se interceptam formando uma area de quatro
lados, com a propriedade de que cada par de lados opostos origina-se de ambos os
limites do mesmo segmento, entao, os segmentos se interceptam e o(s) ponto(s) de
intersecdo esta(ao) dentro desta drea [TURNS8|. Além disso, qualquer par de limites
dos segmentos se interceptam o mesmo numero de vezes que os segmentos. Isto permite
que qualquer uma das quatro combinacgoes de limites sejam usadas como aproximacoes,
topologicamemte validas, para determinacao de um ponto aproximado de intersecao dos

segmentos.

Na figura 4.11, duas curvas de Bezier (ctibicas) possuem como envelope os fechos
convexos dos respectivos pontos de controle. Se os envelopes se interceptam, mas a
condicao anterior ndo é satisfeita, entao, para o caso de curvas de Bezier, um processo de
subdivisao criado por Casteljau [BOEH84] pode ser usado para gerar um novo envelope

para cada segmento.

limites

envelope 2

area de intersecao

Figura 4.11 - Duas curvas de Bezier com os respectivos envelopes.
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Lane e Riesenfeld propuseram a aplicacao repetitiva de subdivisoes como uma forma
de calcular o ponto de intersecao [LANES0]. Sederberg e Goldman [SEDES6] propu-
seram que a intersecao de tais curvas seja feita inteiramente por métodos numéricos
(Sederberg e Parry [SEDES86] comentam alguns dos problemas numeéricos) e Turner
[TURNSS] propos um método hibrido. Estes algoritmos podem ser aplicados a curvas
B-splines se elas forem convertidas em uma sequéncia de curvas de Bezier. Outros ti-

pos de envelope também podem ser utilizados e uma comparacao entre eles pode ser

encontrada em [SEDESS].

Um algoritmo genérico para calcular a intersecao entre dois segmentos compromete
a modularidade de um sistema de SP. Para acrescentar uma nova geometria deve-se
levar em conta a interacao com as ja existentes. Portanto, uma abordagem possivel é
aproximar cada segmento por um limite (isto é, linear por partes). Um processo de
refinamento destes limites pode ser feito de forma a produzir um ponto de intersecao

aproximado.

4.5.1 Tolerancias

Para obter algoritmos robustos nao basta tratar do problema matematico de en-
contrar a intersecao de duas curvas. Isto devido a dois problemas adicionais: o erro
introduzido no calculo dos pontos de intersecao quando se utiliza aritmética de ponto
flutuante; e a imprecisao inerente a todo processo interativo, quando o usuario nao
deseja (ou nao consegue) especificar posi¢oes geométricas com precisdo absoluta. Para
lidar com estes dois problemas, a fim de obter uma implementacao robusta, é necesséario

introduzir o conceito de tolerancia [HOFF89].

O mecanismo proposto considera que a SP foi gerada corretamente e que o segmento
deve se adaptar a ela. Cada vértice e cada aresta possui um campo de atracdao cuja
abrangéncia depende de uma dada tolerancia. Este campo de atracao fornece espessura

as arestas.

Quando um segmento é criado interativamente, ele sofre um pré-processamento.

Se uma de suas extremidades cair dentro do campo de atracao de um vértice, suas
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coordenadas passam a ter os valores das coordenadas do vértice (fig. 4.12a). Caso caia
dentro do campo de atracdo de uma aresta, suas coordenadas passam a ter os valores
das coordenadas do ponto determinado pela projecao da extremidade sobre a aresta
(fig. 4.12b). Em um segundo passo, o segmento pode ser dividido em dois, caso o seu

interior seja atraido por um vértice (fig. 4.12c).

Se a implementacao do campo de atracao nao for feita consistentemente, a alteracao
na geometria do segmento poderia fazer com que um segmento que nao interceptaria
nenhuma aresta passasse a interceptar, dependendo da configuracao ja existente e do

valor da tolerancia utilizada (fig. 4.12d).

d) e)
Figura 4.12 - Campos de atracao.

Uma propriedade interessante seria garantir que todos os vértices e todas as arestas
mantivessem uma distancia minima entre si. Para isto, sempre que um segmento fosse
atraido, ele deveria ser reprocessado recursivamente para determinar se, com a alteracao

na sua geometria, ele passaria a ser atraido primeiro por um outro vértice.

Os valores das tolerancias dependem, entre outras coisas, do espaco de coordena-
das do usuario, no qual os objetos estao descritos. Tipicamente, quando for feita uma
ampliacao, para obter-se algum detalhe, as tolerancias devem ser diminuidas proporcio-

nalmente.
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4.5.2 Arestas Poligonais

Embora o objetivo seja lidar com arestas quaisquer, um caso particular importante
de geometria de arestas é aquele dado por linhas poligonais, pois este é o tipo de
geometria mais caracteristico de aplicacoes ligadas a area de mapeamento geografico e
geologico. Além disso, os algoritmos geométricos envolvidos sao simples e uma poligonal

pode ser usada para aproximar as curvas de interesse pratico em modelagem geométrica.

Uma poligonal é um conjunto (finito) conexo, ordenado e sem duplicatas de seg-
mentos de reta. Ela fica perfeitamente caracterizada dada a sequiéncia ordenada dos
pontos pertencentes a dois segmentos (pontos intermedidrios) mais os seus pontos ini-
cial e final (chamados de extremidades). Para armazenar uma seqiiéncia ordenada de
pontos, basta uma estrutura, chamada L,, que contenha o numero de pontos e um

ponteiro para uma lista com as coordenadas dos pontos.

As extremidades de uma poligonal estao sempre associadas ao(s) vértice(s) que
delimitam uma aresta (sendo necessario distingliir o vértice inicial do vértice final). Os
pontos intermediarios, no entanto, sdo armazenados separadamente. O ponteiro para
o atributo geométrico da aresta aponta para a L,, com os seus pontos intermediarios
ordenados do vértice inicial para o final. No caso de uma aresta reta, este ponteiro
¢ nulo. Para percorrer a aresta no sentido inverso, deve-se partir do vértice final e

percorrer a L, que contém os pontos intermedidrios, de tras para frente.

A parametrizacao de uma aresta poligonal é muito simples: basta computar o
numero inteiro de segmentos de reta até o ponto desejado e adicionar um nimero entre
zero e um, correspondente ao valor paramétrico no segmento de reta que contém o ponto.
Isto corresponde a permitir que o parametro tome valores no intervalo [0..n], onde n é
o numero de segmentos de reta da poligonal. No caso de arestas poligonais, cada ponto
intermediario pode ser imaginado como um falso vértice, que também possui um campo
de atracao. O algoritmo que calcula o ponto de intersecao entre duas poligonais verifica
se cada segmento de reta da primeira poligonal intercepta algum segmento da segunda.
Caso o ponto de intersegao caia dentro do campo de atracdo de um vértice (ou falso

vértice) de qualquer uma das duas arestas, sao devolvidas as coordenadas do vértice
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como sendo as coordenadas do ponto de intersec¢ao.

Para garantir que, ao ser atraida, a poligonal nao passa a interceptar uma aresta
cuja intersecao nao foi detectada, considera-se que apenas um segmento de reta da
poligonal é modificado por vez, sempre alterando o seu ponto final e mantendo o ponto
inicial fixo. Desta forma, basta considerar a projecao dos vértices de cada aresta sobre

o segmento de reta em questdo e retornar a intersecdo mais préoxima do ponto inicial

(fig. 4.12e).

Uma maneira de acelerar o tempo de calculo do ponto de intersecdo entre dois
segmentos de reta é utilizar, como envelopes, os retangulos cujas diagonais coincidem

com os segmentos.

4.6 Arquitetura de um Sistema de SP

A metodologia a ser adotada na implementacao de um sistema de subdivisao pla-
nar deve ser, claramente, a de construir camadas de software com funcionalidades bem
definidas: uma camada responsével pelo tratamento da topologia utilizando EOps (esta
camada desconhece completamente que tipo de geometria esta sendo utilizada); uma ca-
mada responsével pelo gerenciamento e manipulacao de entidades geométricas (MGG);

e, por fim, uma camada responsavel pela interacao com o usuario.

O MGG é o modulo mais critico em tal sistema. Ele tem que garantir a validade
geométrica da SP que se deseja construir, lidar com todos os problema numéricos, e ser
geral o suficiente para suportar uma vasta gama de geometrias para as células, além
de permitir a inclusao de uma nova geometria. Em funcdo disto, ele deve ser capaz
de tratar geometria de forma genérica, ou seja, ser construido baseado num conjunto
pré-determinado de funcoes que, ao serem reescritas, permitam a adicao de células com
uma nova geometria. A forma de se atingir isto é fazendo com que as células tragam
consigo uma indicacao de que rotinas especificas implementam cada funcao genérica
para o seu tipo de geometria. Desta forma, torna-se possivel escrever controladores de
geometrias e um programador, de posse da descricao da interface de comunicacao com

os controladores, seria capaz de incluir uma nova geometria no sistema.
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Existem func¢oes, no MGG, encarregadas de iniciar, com valores defaults, os atri-
butos do usudrio de cada célula criada. Elas alocam uma area de memoria para os
atributos e fazem com que o ponteiro para atributo do usuario, da célula criada, con-
tenha o seu endereco. Quando uma célula é dividida topologicamente, a situacao é um
pouco diferente, pois, em geral, deseja-se que a nova célula possua atributos idénticos
aos da célula original. Para este caso, existe uma funcao encarregada de alocar uma
area de memodria para os atributos da nova célula e preenché-la com valores idénticos

aos da célula original.

4.6.1 Armazenamento de SPs em um Melo Permanente

Uma vez criada uma SP, é natural que seja necesséario salva-la para futuras uti-
lizacoes ou atualizacoes. O grande problema nesta tarefa é que uma estrutura de dados

topologica, como a HED, é implementada tipicamente com o emprego de ponteiros.

Uma forma elegante de armazenar a estrutura em disco é através do uso de um al-
goritmo de inversao [MANTS88]. Este algoritmo desfaz completamente a SP, eliminando
primeiro todas as suas arestas e, em seguida, todos os ciclos pontuais remanescentes.
Em disco sao gravados, entao, os EOps inversos daqueles utilizados na destruicao da SP.
A execucao destes EOps na ordem inversa recria a SP original. Deve-se notar, porém,
que, para isto, é necessario salvar também os atributos geométricos e os atributos do

usuéario de cada célula.

Como os EOps inversos aos que destroem a estrutura devem ser executados na
ordem inversa, ¢ aconselhavel armazena-los ja de acordo com esta ordenacao, ao invés
de ler o arquivo de tras para frente. Para tal, é utilizada uma pilha. As rotinas que
implementam os EOps devem empilhar um registro com a descricao do EOp inverso e

seus respectivos parametros, sempre que estiver sendo executado o algoritmo de inversao.

O processo se resume, entao, em desempilhar e gravar cada registro de descricao
do EOp e os registros de atributos geométricos e do usuario, se os respectivos ponteiros
nao forem nulos. Para recriar a SP basta ler o arquivo, executando cada EOp e ligando

as células criadas aos seus atributos.
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Com este processo é possivel armazenar todas as informacoes presentes em qualquer
SP em um arquivo sequencial. O Unico aspecto inconveniente é que a SP é destruida,
devendo ser reconstruida, a partir do meio permanente, caso seja necessario reutiliza-la

apos o salvamento.

4.6.2 Fungoes Necessarias a um Sistema de SP

Para ser possivel lidar com curvas com geometrias quaisquer, foi identificado, nas
secoes 4.3 e 4.3.1, um conjunto de funcoes que devem ser escritas para que uma nova
geometria possa ser suportada (funcées 1-7). Algumas delas podem n&o ser imple-
mentaveis facilmente, para certas geometrias, sendo necessario a utilizacao de métodos
aproximativos. As funcoes 8-10 existem para permitir o armazenamento permanente e
a recuperacao de uma SP. A funcdo 11 existe para que seja possivel exibir graficamente

uma SP.

1) Dado um par de células, de mesma dimensgo, verificar se elas sao geometricamente

idénticas.

2) Dadas duas arestas, determinar se elas se interceptam e, em caso afirmativo, retor-

nar uma lista ordenada com todos os pontos de intersecao.

3) Dada uma célula e as coordenadas de um ponto, verificar se o ponto esta no seu

nterior.

4) Dada uma célula, calcular uma medida com sinal da sua extensao. Para uma aresta

¢ o seu comprimento e para uma face a sua area.

5) Dada uma aresta A, para ser inserida em uma SP, e um vértice v que a delimita,

retornar a aresta que deve suceder A, no ciclo ordenado de arestas incidentes em v.

6) Dado um par de arestas (faces) Cq e Cz, que foram produzidas como resultado da

divisdao de uma aresta (face) C, distribuir os atributos geométricos de C entre Cy

(S CQ.
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7) Dado um par de arestas (faces) C; e Cy, que foram produzidas pela eliminacao de
um vértice (aresta) ¢ € (0C; N JC3), combinar os atributos geométricos de Cy e Cy

para formarem os atributos geométricos da aresta (face) resultante.

8) Dada uma célula, alocar ou liberar a drea de memdria correspondente aos seus

atributos.

9) Dado um arquivo e uma célula, gravar todos os seus atributos e uma indicacao de

quantos registros foram gravados.

10) Dado um arquivo e a indicacao de quantos registros devem ser lidos, ler todos os

atributos de uma célula e retornar um ponteiro para a area que os contém.

11) Dada uma célula, desenha-la.

4.7 Aplicagoes

Subdivisoes planares aparecem naturalmente em uma série de situacoes. Até mesmo
aplicacoes tradicionais de geometria computacional, como triangulacoes de Delaunay e

diagramas de Voronoy [PREP85], podem empregar a metodologia deste capitulo (®) |

A titulo de ilustracdo, cita-se a aplicacao para a qual o EDP foi desenvolvido
[CARV89, CAVA90], que consiste em gerar mapas cartograficos (fig. 4.13). Os mapas
podem ser criados sem nenhuma preocupacao com a ordem de digitalizacao das curvas.
Quando uma subregiao geogréfica (uma face) é formada (por exemplo, um estado), o
proprio EDP preenche a sua drea com uma determinada cor, o que serve como feedback
para o usuario. Existe um modo de operacao que evita a geracao de arestas pendentes
quando da criacao de uma face. Este modo recusa segmentos que interceptem arestas ja
existentes, a menos de uma certa tolerancia. O mecanismo de atracao implementado é
aquele descrito na secao 4.5.1, sendo as tolerancias ajustaveis, pelo usuario, a qualquer

momento.

(6) Na realidade, digramas de Voronoy necessitam que sejam representadas arestas semi-infinitas,

existindo, ndo apenas uma, mas varias faces ilimitadas.
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As vantagens de criar mapas desta forma vém a ser que atualizacoes posteriores
podem ser introduzidas sem um impacto maior do que a digitalizacao de alguns novos
segmentos e que a atribuicdo de atributos, aos elementos geograficos, pode ser feita,
simplesmente, pela indicacao do elemento na tela e o preenchimento dos campos corres-

pondentes a partir de uma janela aberta pelo EDP.

Figura 4.13 - Mapa do Brasil gerado pelo EDP.
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Na analise por elementos finitos, uma secao plana é estudada através da sua sub-
divisao em um certo numero de elementos simples, normalmente, triangulos ou qua-
drildteros. Estes elementos definem uma subdivisao planar (fig. 4.14). Um modelador,
similar ao EDP, pode ser criado para ser um gerador interativo de malhas. O usuario
pode definir uma secao plana, decompo-la em regioes, especificar que regioes devem ser
subdivididas e que técnica de subdivisao deve ser empregada em cada regiao [CARV90,
CAMPI1]. Posteriormente, a malha pode ser refinada em determinadas vizinhancas

problematicas.

Figura 4.14 - Malha para modelo de elementos finitos.
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5 - SUBDIVISOES ESPACIAIS

Este capitulo generaliza, para o %, o que foi apresentado no capitulo anterior para
o R2. Seu objetivo é apresentar solucoes para os problemas que surgem quando se deseja
criar e manter subdivisoes do 3. Em alguns pontos uma certa repeticao é inevitavel,

para evitar que o leitor tenha que se referir freqiientemente aos capitulos anteriores.

Um exemplo de uma subdivisao espacial simples esta apresentada na figura 5.1.
Nesta subdivisdo, o espago é dividido em duas regioes limitadas (ry,r2) e uma regiao
ilimitada (re¢). Cada regido é delimitada por um conjunto de cascas que, por sua vez,

sao formadas por um conjunto de faces (e/ou arames) encadeadas.

Figura 5.1 - Uma subdivisao do R3.

Uma subdivisao do ®* pode ser modelada por uma subdivisao espacial (SE), apre-
sentada no capitulo 3. Neste caso, as células do complexo, de dimensao 0, sédo os vértices;

as de dimensao 1, as arestas; as de dimensao 2, as faces; e as de dimensao 3, as regioes.

Um problema de grande interesse, e que generaliza o processo de modelagem do
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capitulo 4, consiste em, dado um conjunto de retalhos de superficie (ou simplesmente
retalhos), obter a SE determinada por estes retalhos. Um retalho é uma superficie

algébrica (™) | orientével, conexa, sem singularidades e com bordo.

No decorrer deste capitulo, vai ser apresentada uma metodologia para criagao
de SEs composta por um modelo matemaéatico, um esquema de representacao e um pro-
cesso de modelagem (para aplicagoes nao interativas) [REQUS0]. Um destaque especial
vai ser dado ao aspecto relativo a construcao de algoritmos geométricos eficientes, em
especial, no que diz respeito a localizacao de um ponto em relagao a uma dada subdi-

V1s30.

A metodologia foi utilizada para implementar o SSE (Sistema de Subdivisao Espa-
cial) que é capaz de criar e manter uma subdivisao espacial, permitindo a inser¢ao de
novos retalhos em tempo real. Para lidar com a diversidade de geometrias de retalhos
necessaria as aplicagoes, foi identificado um conjunto de funcoes que permitem a geracao
de bibliotecas de geometrias manipulaveis pelo SSE. A introducdao de uma nova geome-
tria para os retalhos pode ser feita através da criacdao da biblioteca correspondente. Isto

permite que seja utilizada a técnica de programacao orientada para objeto.

5.1 Representagao para SEs

Uma representacao geométrica é uma estrutura de dados criada para descrever um
objeto geométrico. Normalmente, ela contém dados simbédlicos que descrevem a topolo-
gia do objeto (adjacéncias e incidéncias) e dados aritméticos (possivelmente imprecisos);
por exemplo: coordenadas de vértices ou pontos de controle de uma curva de Bezier.
Uma representacao possui um modelo quando existe um objeto, no espaco Euclidiano,
que satisfaz a sua parte simbdlica. Aos dados numéricos da representacao correspondem
dados numéricos do modelo, o que pode requerer nimeros com precisao infinita. Se uma
representacao tiver dados numéricos exatos ela é o seu proprio modelo e é chamada de

representacao natural.

Assim como para uma SP, embora uma descricao geométrica completa possa re-

(") Neste trabalho, sao consideradas apenas superficies descritas por variedades algébricas.
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presentar todas as informacoes sobre as formas geométricas das células, e suas respec-
tivas localizacoes no espaco, é aconselhdvel combinar, na representacao de uma SE,
informacoes topoldgicas e geométricas. Isto porque, se dois retalhos de superficie se
interceptam — embora a curva de intersecao possa ser encontrada a partir da des-
cricao geométrica de cada retalho — um processamento, em geral complicado, é exigido
para sua determinacdo. Assim, uma representacao para SEs que contenha de forma
explicita todas as interse¢oes, nao so6 permite que os calculos destas intersecoes sejam
feitos uma tunica vez, no momento da sua criacao, mas também evita a propagacao de

erros nUMmMericos.

No contexto de SEs, quando se pensa em topologia, normalmente esta-se referindo
as adjacéncias entre as células, ou seja, proximidade fisica e ordenacao. Informacoes de
adjacéncia sao referidas, informalmente, como a topologia da SE. Como vai ser visto
no decorrer deste capitulo, a grande vantagem de armazenar, explicitamente, na repre-
sentacao de uma SE, a sua topologia é que isto possibilita a construcao de algoritmos
geométricos muito mais eficientes. A nomenclatura utilizada para descrever a topologia
de uma SE é a seguinte (capitulo 3):

e Um vértice é uma célula, de dimenséao 0, que corresponde a um tnico ponto do
3. Nao podem existir dois vértices com a mesma localizacao geométrica.

e Uma aresta é uma célula, de dimensao 1, que corresponde a um segmento de
curva homeomorfo a um segmento de reta. Um arame é uma aresta que nao
pertence a uma face. A fronteira de uma aresta é formada por dois vértices nao
necessariamente distintos. Estes dois vértices sao ditos ligados.

e Um ciclo é um conjunto conexo e ordenado de vértices e arestas (alternadamente)
na fronteira de uma face. Um ciclo pode consistir de um tnico vértice, sendo
chamado, neste caso, de ciclo pontual.

e Uma face ¢é uma célula, de dimensao 2, que corresponde a uma porcao conexa e
limitada de uma superficie no ®2. Sua fronteira é composta por um ou mais ciclos.
Um dos ciclos contém os demais e representa a sua fronteira externa. Os outros

ciclos (se existirem) sao chamados anéis e representam fronteiras internas (furos).
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e Duas faces S e ) de uma SE estao encadeadas quando existe uma sequéncia de

faces {Fy, Fy, ..., F,} na SE com:

(1) i =SeF, =0Q;

(2) T; = (bdry(F;,SE) N bdry(Fi41,SE)) #£ 0, i € [1,n — 1]. Se todo I'; contiver
pelo menos uma aresta, diz-se que S e () estdao fortemente encadeadas.

e Uma casca é um subconjunto conexo de células na fronteira de uma regiao. Ela
pode ser formada por um conjunto de faces encadeadas, apenas por arames, ou,
até mesmo, por um tnico vértice, sendo chamada, neste caso, de casca pontual.

e Uma regiao ¢ uma célula, de dimenséo 3, que corresponde a um volume conexo do
3. Sua fronteira é formada por uma ou mais cascas. Uma das cascas contém as
demais e representa a sua fronteira externa. As outras (se existirem) representam

fronteiras internas (cavidades).

Em uma SE é possivel formar dezesseis tipos de relacionamentos de adjacéncia
que caracterizam as adjacéncias entre vértices, faces, arestas e regioes [WEIL86]. Cada
relacionamento é representado por um par de letras (se¢ao 4.1). Escrevendo estes rela-
cionamentos, na terminologia do capitulo 3, em funcao dos operadores bdry, star e adj,
tem-se que:

bdry(r,SE) = r{F} Ur{A} Ur{V}

bdry(fSE)=f<A>U f<V >

bdry(a,SE) = a{V}?

star(f,SE) = f{R}?

star(a,SE) =a < R>Ua < F >

star(v,SE) = v{A} Uv{F} Uv{R}

adi(rSE) = r{R}  adi(f.SE) = f{F)

adj(a,SE) = a{A} adj(v,SE) =v{V}

Situacoes onde mais de duas faces incidem na mesma aresta, ou varios volumes
estao conectados por um tnico vértice, sao comuns em uma SE (fig. 5.2). Por isso,
uma representacao para SEs deve ser capaz de armazenar, de alguma forma, este tipo

de condicao.
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Figura 5.2 - Condic¢oes non-manifold em um ponto e ao longo de uma curva.

Kevin Weiler [WEIL86] criou uma estrutura de dados capaz de armazenar os rela-
cionamentos de adjacéncia de uma SE. Esta estrutura de dados é conhecida por radial
edge ou RED pelo fato de ser armazenada, explicitamente, a lista de faces, ordenadas
radialmente, em torno de uma aresta (fig. 5.10). Weiler criou a RED para ser utili-
zada em modelagem non-manifold e provou que ela é completa, ou seja, permite que se

extraia qualquer relacionamento de adjacéncia presente em uma SE.

5.1.1 A Estrutura de Dados RED

A exemplo do que ocorre com a estrutura HED, a RED utiliza o conceito de uso de
um elemento topoldgico para armazenar a topologia de uma SE. Um uso pode ser visto
como a ocorréncia de um elemento topolégico em um relacionamento de adjacéncia
com um elemento de dimensao superior. Assim, a RED armazena explicitamente os
dois usos (lados) de uma face pelas duas regides (nao necessariamente distintas) que a
compartilham. Cada uso de face é limitado por um ou mais usos de ciclo, que por sua
vez sao formados por uma seqiiéncia alternada de usos de aresta e usos de vértice (fig.
5.3). Usos de vértice sao utilizados para captarem condi¢oes non-manifold nos vértices,

tal como o marcado com um circulo na figura 5.2.



67

/
r —
Fl -
F2
/o
arame ponteiro
radial
uma face possui dois usos
¥ Flu2 cada ciclo que delimita uma
|—> face tambem possui dois
r H2u2 usos

|_:Zul ./
s
um arame possui

Flul o dois usos

/‘ cada vértice do cubo

pOSSui seis usos

Figura 5.3 - Usos de faces, ciclos e vértices.

A RED apresenta uma descricao hierarquica de uma SE, partindo de niveis mais al-
tos em dimensao (regides), para os mais baixos (vértices) (fig. 5.4). Todos os elementos
topologicos sao mantidos em listas circulares duplamente encadeadas e possuem pon-
teiros para atributos. A convenc¢ao adotada para nome de ponteiros é a concatenacao
dos caracteres que simbolizam de elemento para elemento _ptr. Os caracteres utilizados
saom, r, s, £, 1, e, v, fu, 1lu, eu e vu. Todos os next e last sao ponteiros de listas

circulares duplamente encadeadas.
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Figura 5.4 - Hierarquia da RED.
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A declaracao em C de cada estrutura que compoe a RED é apresentada a seguir:

typedef struct model Model;
typedef struct region Region;
typedef struct shell Shell;
typedef struct face Face;
typedef struct loop Loop;
typedef struct edge Edge;
typedef struct vertex Vertex;

typedef struct faceuse Faceuse;
typedef struct loopuse Loopuse;
typedef struct edgeuse  Edgeuse;
typedef struct vertexuse Vertexuse;
typedef vold  *Attr_ptr;

struct model
{

int cnt; /* counter */
Model *m_next ; /* linked list fwd ptr =/
Model *m_last; /* linked list back ptr */
Region *mr_ptr; /* region list pointer */
Face *mf _ptr; /* face list pointer */
Loop *ml_ptr; /* loop list pointer */
Edge *me_ptr; /* edge list pointer */
Vertex *mv_ptr; /* vertex list pointer */
Attr_ptr a_ptr; /* model attribute ptr */
¥

Uma SE é armazenada na estrutura Model que possui ponteiros para listas cir-
culares com cada tipo de elemento topolégico da SE (regices, faces, ciclos, arestas e
vértices). Isto permite, por exemplo, que todos os elementos de um determinado tipo

sejam encontrados rapidamente e sem repeticao.
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struct region
{

int cnt; /* counter */
Model  *rm_ptr; /* owning model pointer */
Region *mr_next; /* linked list fwd ptr */
Region *mr_last; /* linked list back ptr */
Shell  *rs_ptr; /* shell list pointer  */
Attr_ptr a_ptr; /* region attribute ptr */

s
/%
*/
struct shell
{
int cnt; /* counter */
Region *sr_ptr; /* owning region ptr */
Shell *rs_next; /* linked list fwd ptr */
Shell *rs_last; /* linked list back ptr */
Attr_ptr a_ptr; /* shell attributes ptr */
Desc_type downptr; /* down pointer type */
union
{

Faceuse xsfu_ptr; /* face use list */
Vertexuse *svu_ptr; /* vertex use list */
} dwn; /* down pointer */
Edgeuse *dwn_seu_ptr; /* (wire) edge use list or NULL */

¥

A estrutura para regido possui um ponteiro para a lista das suas cascas (campo
rs_ptr) e um ponteiro para a sua SE (campo rm_ptr). Uma casca, por sua vez, pode
possuir faces e/ou arames ou ser uma casca pontual. O campo downptr assume os
valores FACEUSE, EDGEUSE ou VERTEXUSE, respectivamente. Se a casca possuir
pelo menos um uso de face, o campo dwn serd um ponteiro para uma lista de usos de
face. Se ela for uma casca pontual, dwn sera um ponteiro para o tnico uso do vértice.
Se a casca possuir arames, o campo dwn_seu_ptr serda um ponteiro para a lista com o

par de usos de cada arame. Caso contrario, sera nulo.



71

struct face
{

int cnt; /* counter */
Face *f_next; /* linked list fwd ptr */
Face *f_last; /* linked list back ptr */

Faceuse *ffu_ptr; /* face use list */
Attr_ptr a_ptr; /* face attributes ptr */
+;
/%
*/

struct loop
{

int cnt; /* counter */

Loop *1_next; /* linked list fwd ptr */
Loop *1_last; /* linked list back ptr */

Loopuse *1lu_ptr; /* loop use list */
Attr_ptr a_ptr; /* loop attributes ptr */
s
/%
*/

struct edge
{

int cnt; /* counter */
Edge xe_next; /* linked list fwd ptr */
Edge xe_last; /* linked list back ptr */
Edgeuse *eeu_ptr; /* edge use list */
Attr_ptr a_ptr; /* edge attributes ptr */
s

/%

*/

struct vertex

{

int cnt; /* counter */

Vertex xv_next; /* linked list fwd ptr */
Vertex xv_last; /* linked list back ptr */
Vertexuse *vvu_ptr; /* vertex use list */
Attr_ptr  a_ptr; /* vertex attrib ptr */
+;

As estruturas para faces, ciclos, arestas e vértices sao mantidas em listas circulares
duplamente encadeadas e possuem ponteiros para um dos seus usos. Estas estruturas

existem porque os aplicativos lidam com as entidades fisicas e nao com os seus usos
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topologicos. Desta forma, atributos sao, geralmente, associados as entidades fisicas,

evitando a multiplicacdao de ponteiros para atributos em todos os seus usos.

struct faceuse

{

int cnt; /* counter */
Shell xfus_ptr; /* owning shell */
Faceuse *sfu_next; /* linked list fwd ptr =/
Faceuse *sfu_last; /* linked list back ptr */
Faceuse *fufu_mate_ptr; /* opposite side */
Loopuse *fulu_ptr; /* list of face loops  */
Orient orientation; /% compared to geom def */
Face xfuf_ptr; /* face descriptor */
Attr_ptr a_ptr; /* attributes */
s

A estrutura para uso de face possui um ponteiro para o outro uso (lado) da mesma
face (campo fufu_mate_ptr), um ponteiro para a lista dos seus usos de ciclo (campo

fulu_ptr) e ponteiros para a sua casca e a sua face.

struct loopuse

{

int cnt; /* counter */
Faceuse *lufu_ptr; /* owning face use */
Loopuse *fulu_next; /* linked list fwd ptr */
Loopuse *fulu_last; /* linked list back pt */
Loopuse *lulu_mate_ptr; /* opposite side */
Loop *1ul_ptr; /* loop descriptor */
Attr_ptr a_ptr; /* attributes */
Desc_type downptr; /* type of down ptr */
union

{

Edgeuse  *lueu_ptr; /* edge use */

Vertexuse *luvu_ptr; /* vertex use */

} dwn; /* down pointer */
s

A estrutura para uso de ciclo possui um ponteiro para o outro uso do mesmo ciclo

(no outro lado da face) (campo lulu mate_ptr), para o uso de face ao qual pertence
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(campo lufu_ptr) e para o seu ciclo. Um ciclo pode possuir um conjunto de arestas ou
ser um ciclo pontual. O campo downptr assume os valores EDGEUSE ou VERTEXUSE,
respectivamente. Se o ciclo possuir pelo menos um uso de aresta, o campo dwn sera um
ponteiro para a lista circular ordenada de usos de aresta. Caso contrario, sera um

ponteiro para o seu uso do vértice.

struct edgeuse

{

int cnt; /* counter */
Vertexuse *euvu_ptr; /* starting vertex */
Edgeuse *eueu_mate_ptr; /* eu mate */
Edge *xeue_ptr; /* edge descriptor */
Attr_ptr a_ptr; /* attributes */
Orient orientation; /% relative to geom */
Desc_type upptr; /* up pointer type */
union

{

Shell  *eus_ptr; /* if shell ptr */
Loopuse *eulu_ptr; /* if loopuse  */

} up; /* up pointer %/
union
{
Edgeuse *lueu_cw; /* clockwise edgeuse */
Edgeuse *seu_next; /* next edgeuse */
} fwd; /* fud pointer */
union
{
Edgeuse *lueu_ccw; /* ccw edgeuse */
Edgeuse *seu_last; /* last edgeuse  */
} bck; /* back pointer  */

Edgeuse *eueu_radial_ptr; /* radial edgeuse */

¥

A estrutura para uso de aresta desempenha um papel central na RED. E ela que
contém as informacoes que mantém as faces ligadas umas as outras. Uma aresta pode
delimitar uma face ou n&o (neste caso, trata-se de um arame). O campo upptr assume
os valores SHELL ou FACEUSE, respectivamente. Se for um arame, o campo up sera
um ponteiro para a sua casca e o campo fwd (bck) é o uso que o sucede (antecede), na

lista de arames da casca. Caso contrario, o campo up serd um ponteiro para o uso de



74

ciclo que o utiliza e o campo fwd (bck) é o uso que o sucede (antecede) na lista circular
ordenada de usos de aresta que delimitam este uso de ciclo. O campo eueu_radial ptr
¢ um ponteiro para o outro uso, da mesma aresta, que delimita o préximo uso de face em
torno desta aresta (fig. 5.5). Ha ainda um ponteiro para o outro uso de aresta na mesma
face (campo eueu_mate_ptr), um ponteiro para a sua aresta e um ponteiro para o seu
uso do seu vértice inicial (campo euvu_ptr). Note-se que os ponteiros eueu_radial ptr
e eueumate_ptr fornecem um acesso ordenado (radialmente) para os usos de aresta que

delimitam os usos de face que incidem na aresta.
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Figura 5.5 - Relacionamento ¢ < F' > na RED.
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struct vertexuse
{

int cnt; /* counter */
Vertexuse *vu_next; /* linked list fwd ptr */
Vertexuse *vu_last; /% linked list back ptr */

Vertex xvuv_ptr; /* vertex descriptor */
Attr_ptr  a_ptr; /* attributes ptr */
Desc_type upptr; /* up pointer type */
union

{

Shell xvus_ptr; /* shell */

Loopuse *vulu_ptr; /* loop use  */

Edgeuse *vueu_ptr; /* edge us */

} up; /* up pointer */
¥

Finalmente, a estrutura para uso de vértice contém as informacoes que mantém
ligadas as faces e arames que se tocam apenas no vértice. Um vértice pode delimitar
uma aresta, um ciclo pontual ou uma casca pontual. O campo upptr assume os valores
EDGEUSE, LOOPUSE ou SHELL, respectivamente. Se delimitar uma aresta, o campo
up sera um ponteiro para o uso de aresta que o utiliza. Se delimitar um ciclo pontual,
serda um ponteiro para uso do ciclo que o utiliza e se delimitar uma casca pontual, sera

um ponteiro para a casca. Ha ainda um ponteiro para o seu vértice.

Deve-se frisar que a RED representa exatamente o que é necessario para uma SE,
ou seja, um complexo geométrico completo de dimensao 3.]@jusﬁnnente()conceﬁo
de uso de face, mais a ordenacao radial de faces em torno de arestas, que permite
representar ordenadamente as adjacéncias das células de dimensao 3. Note-se que, ao
contrario do que ocorre numa subdivisdao planar, nao existe uma ordenacao possivel

para as adjacéncias de arestas, faces e regioes ao redor de vértices
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5.1.2 Operadores non-manifold

Estruturas de dados capazes de armazenar uma SE sdo muito mais complexas do
que as capazes de armazenar apenas uma SP e também nao devem ser manipuladas
diretamente. Kevin Weiler [WEIL86] introduziu um conjunto de operadores, chamados
neste trabalho WOps, que fornecem um meio, de relativo alto nivel, para manipular a
RED®) . Estes operadores estao divididos em dois grupos. O primeiro possui operadores
que agem exclusivamente sobre as faces de uma SE e sao analogos aos apresentados na
secao 4.1.2, para SPs. O segundo possui operadores que sao capazes de criar arames e

adicionar faces que sao ”costuradas” em arestas ou arames especificados (fig. 5.6).

~ |
/Q\ o
|

° [ )
mmr )

SE o i
uma st com uma tres cascas pontuais
unica regiao ilimitada

me mf
N
tres arames uma face

Figura 5.6 - Efeito de WOps.

(8) Embora atualmente ja existam trabalhos que apresentam operadores non-manifold de uma forma

mais rigorosa (por exemplo, [MURA90]), ainda nao existe um trabalho definitivo sobre o assunto.
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Consideracoes a respeito de um conjunto minimo de operadores podem ser encontra-

das em [TING90]. Os WOps do segundo grupo, e os seus respectivos inversos, sao os

seguintes:
mmr (make SE and region) km  (kill SE)
msv (make shell and vertex) kv (kill vertex)
mev (make wire edge and vertex)
me (make wire edge) ke  (kill edge)
mf (make face) kf (ki face)
esplit (split edges) join (join edges)

O WOp mmr cria uma SE com uma tnica regiao ilimitada. O WOp msv cria uma
nova casca pontual em uma dada regiao. O WOp mev cria um arame e um vértice
em uma dada regiao. O arame é delimitado por um vértice ja existente e pelo vértice
criado. O WOp me cria um arame entre dois vértices de uma dada regiazo. O WOp

esplit divide uma aresta (ou um arame) em duas, criando um novo vértice entre elas.

O WOp mf insere uma nova face f, na SE. Os vértices e arestas que formam a
fronteira de f devem existir na SE. Este WOp recebe como entrada as arestas a; de
f < A > e, para cada q;, a face que deve suceder f no ciclo ordenado de faces ao redor
de a;. Através de um algoritmo de caminhamento, este operador detecta o fechamento
de uma nova regiao. Por adjacéncia de arestas, sdo percorridos e marcados todos os
usos de face que podem ser atingidos a partir de um dos dois usos da face criada. Ao

final, se o outro uso nao estiver marcado é porque foi formada uma nova regiao.

Um processo semelhante é usado para, caso seja formada uma nova regiao, distribuir
os usos de face entre a regiao antiga e a nova. Se as faces que delimitam estas regioes nao
estiverem fortemente encadeadas (estando conectadas as suas cascas apenas por vértices
ou arames), alguns usos de face simplesmente n&o sao percorridos e, conseqlientemente,
passam a nao pertencer a nenhuma regido (fig. 5.7). Em func¢ao disto, foi adicionado
um parametro de saida ao WOp especificado por Weiler. Este novo parametro é uma
lista (possivelmente vazia) com os usos de face nao classificados. Esta classificagao deve

ser feita, posteriormente, baseada em geometria.



78

arames casca
\ /

P

retalho simples

conjunto de faces
fracamente ad
encadeadas <

RO Rext

Figura 5.7 - Criag@ao de uma nova regiao.

O operador mf também foi estendido para ser capaz de criar faces com fronteiras
desconexas (multi-ciclos). A forma mais simples de fazer isto, ficando o mais préximo
possivel do que foi especificado por Weiler, é passando o ntumero de ciclos da face e,
para cada ciclo, as mesmas informacoes passadas ao operador original. Para o caso de
um ciclo pontual, passa-se o nimero de arestas ( 0 ) para este ciclo e um ponteiro para
o vértice. Além disso, deve ser passada a face incidente no vértice (se houver alguma) e
uma indicagao do seu uso que é adjacente (por regiao) a regidgo que contém a face que
se deseja incluir (fig. 5.8). Esta é a forma de informar ao operador a que casca a nova
face deve pertencer, caso ela sé esteja conectada pelo ciclo pontual. Este novo operador
deve ser capaz de eliminar as cascas que passaram a estar conectadas pela adicao da

nova face. Permite-se, também, que estes ciclos contenham arestas pendentes.
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Figura 5.8 - Criacao de uma face com um ciclo pontual.

Em cada WOp foi inserido um trecho de codigo encarregado de chamar um proce-
dimento que registra uma descricao do WOp e os respectivos parametros. Isto permite
que possam ser executados, posteriormente, algoritmos de undo, redo ou de inversao

(para o armazenamento permanente de uma SE, conforme descrito na se¢ao 5.6.1).

Os WOps podem ser entendidos como uma maneira de construir um complexo
completo a partir do seu esqueleto. Especificamente, eles sao capazes de adicionar uma
nova célula, de dimensao menor que 3, desde de que ela encaixe na SE. O WOp nf é o
operador encarregado de completar o complexo, criando as regices (células de dimensao

3) quando se faz necessario.
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5.2 Processo de Modelagem

Um processo de modelagem deve fornecer, a um usuario tipico de um sistema, uma
maneira, familiar e eficiente, para entrada dos dados que permitirao a construcao da
representacao de um modelo. Porém, interacdo em 3D é uma tarefa intrinsicamente
problematica porque os dispositivos de entrada de dados atuais sao essencialmente bi-

dimensionais e o raciocinio tri-dimensional é pouco exercitado pela maioria das pessoas.

Uma forma de interacao adequada a um usuario comum é baseada em um processo
construtivo. O modelo é criado a partir de objetos tri-dimensionais pré-existentes que
sao combinados entre si formando objetos mais complexos. Esta combinacao é definida
em termos de operacgoes sobre o conjunto de pontos de cada objeto e sao chamadas de

operacoes booleanas.

Um processo de modelagem CSG baseia-se em operacoes booleanas regularizadas
[REQUT77] de uniao, intersecédo e diferenca e é muito popular entre usudrios de sistemas
de modelagem sélida. Como processo de modelagem para criacao de SEs, no entanto, o
processo CSG nao é adequado por um motivo muito simples: os objetos (CSG), validos
para operacoes booleanas, sao sélidos regulares que dividem o espaco em apenas trés
regides (interior, fronteira e exterior do sélido). No capitulo 6, serd apresentado um
processo de modelagem interativo que é uma generalizacao do processo CSG e pode ser

aplicado para construir SEs.

Para aplicacoes nao interativas, o problema de maior interesse consiste em, dado um
conjunto de retalhos de superficie (ou simplesmente retalhos), obter a SE determinada

por estes retalhos.

Como na criacao de SPs, vai-se considerar um processo incremental, no qual cada
retalho é inserido na SE. que é atualizada a cada insercdao. O retalho a ser inserido
determina um SGC completo, que deve ser combinado com o SGC associado a SE ja
existente. De modo anélogo ao caso bi-dimensional, o novo retalho precisa ser refinado,
de modo a que possa ser encaixado na SE. Para tal, é necessario calcular todos os

segmentos de curva definidos pelas intersecoes entre retalhos, criando vértices nas in-
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tersecoes destes segmentos, arestas entre cada par de vértices ligados por um segmento

e regides, sempre que um conjunto de retalhos formar um volume fechado.

5.3 Insercao de Retalhos

Um retalho de superficie é uma superficie algébrica, orientavel, sem singularidades,
conexa e com bordo. Um retalho determina unicamente um complexo completo, de
dimensao 3, com uma tUnica face e com apenas uma regiao (ilimitada). A fronteira
da face corresponde ao bordo do retalho. No que se segue, o termo retalho vai ser

empregado para se referir, tanto ao retalho em si, como ao seu complexo associado.

Um procedimento para inserir retalhos em uma SE deve garantir que, apds a in-
sercao, a SE continue consistente topologica e geometricamente. A consisténcia to-
pologica é mantida, naturalmente, se forem utilizados WOps de forma apropriada. Para
isto, o retalho deve ser subdividido em um conjunto de retalhos inteiramente contidos
em regioes da SE, chamados retalhos simples. Isto corresponde a refinar o retalho para
que ele encaixe na SE. Ao final do refinamento, o retalho pode possuir varias faces.
Cada uma destas faces determina um retalho simples que pode ser inserido pelos WOps

apropriados.

Para subdividir um retalho K é necesséario descobrir que faces f; da SE sdo cortadas
e os segmentos de curva determinados por cada interse¢ao (fig. 5.9). Estes segmentos
sao usados para refinar K e cada f;. Este refinamento pode ser feito inserindo cada
segmento de curva nas faces apropriadas. Como o suporte de uma face é homeomorfo
ao R2, o método descrito na secio 4.3.1 para inserir um segmento simples em uma face

(plana) de uma SP, pode ser adaptado.
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decomposicao de S
em dois retalhos
simples Sl e S2

refinamento do
esqueleto da SE

/

o
)

adiciona-se cada retalho
simples‘a SE com o WOp mf

Figura 5.9 - Insercao de um retalho em uma SE.
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5.3.1 Insercao de Retalhos Simples

Uma vez que se tenha subdividido um retalho criando um conjunto de retalhos
simples, cada um deles deve ser inserido na SE. O problema se reduz, entao, em como
inserir um retalho simples .S. Para isto, suponha-se que todos os usos de face da SE estao
orientados no sentido anti-horario, isto é, os usos dos ciclos externos estao orientados
no sentido horario (vistos de dentro das regices delimitadas pelos respectivos usos de

face) e os internos (se houver algum) no sentido anti-horario.

Para incluir S é necessario determinar:
1) que vértices v; e arestas a; da SE serdo ”costuradas” ao bordo de S.
2) para cada a;, encontrar a face que deve suceder S no ciclo ordenado de faces
ao redor de a;.

3) que regiao R, contém S.

O primeiro passo é encontrar os vértices da SE que coincidem geometricamente
com vértices de S. Estes vértices sao armazenados em uma lista V;. O segundo passo é
encontrar as arestas da SE que coincidem geometricamente com arestas de S. Somente
arestas que ligam vértices armazenados em posicoes consecutivas de V; precisam ser

consideradas. Estas arestas sao armazenadas em uma lista Fj.

Ao final deste processo, se E; estiver vazia é porque S nao esta conectado a SE,
ou esta conectado a ela apenas por vértices. Em ambos os casos, R, é a regiao que
contém um ponto qualquer de uma aresta de S. Se E; nao estiver vazia, entao para
cada aresta a;, armazenada em FEj, deve ser encontrada a face que sucede S no ciclo
ordenado de faces ao redor de a;. Em um dominio planar, basta considerar cada vetor
V(f) perpendicular a a; e contido em uma face f incidente em a;. A face f', que
sucede S, é aquela cujo V(f') forma angulo orientado minimo com V(S). Esta face é
armazenada em uma lista Fj. A face f", que antecede S, é aquela cujo V(f") forma
angulo orientado maximo com V(5). R, é a regiao delimitada por cada face que sucede

e antecede S, no ciclo ordenado de faces em torno de cada «a; (fig. 5.10).
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{

Figura 5.10 - Ordenacao radial de faces em torno de arestas.

Para um dominio nao planar, este método pode ser adaptado considerando V(f)
perpendicular ao vetor tangente a face f em um ponto qualquer de a;. Isto funciona
porque, se duas superficies algébricas se interceptam ao longo de um trecho de uma

aresta, entao, a curva de intersecao tem como suporte o suporte da aresta.

O dtimo passo para insercao de S é adicionar cada v; e cada a; néao presentes na SE,
utilizando os WOps apropriados (me ou mev), criando arames. As listas V; e E; devem
ser completadas com os vértices e arames criados. Desta forma, S passa a encaixar na
SE e pode ser adicionado com o WOp mf. As listas Vj, E; e F; permitem determinar os

parametros necessarios.
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5.3.2 Criagao de Uma Nova Regiao

A adicao de S pode ocasionar a criacao de uma nova regiao R na SE. Uma nova
regiao € sempre criada a partir de uma casca de construcao de R,. Neste caso, R pode
(fig. 5.7):

e estar com a fronteira orientada de forma inconsistente com a orientacao arbitrada.
e possuir um conjunto I' de faces (possivelmente vazio), conectadas a ela apenas por
vértices ou arames (e por isso nao foram acrescentadas a sua casca externa).

e conter algumas cascas ou arames de R,.

Para cada um destes casos, os seguintes procedimentos devem ser executados para
corrigir a representacao:

e calcular o volume com sinal de R e, caso o sinal nao seja o esperado, trocar a casca
de construcao, pela casca externa de R. Com a convencao adotada, o volume de
todas as regides é positivo, exceto da regiao externa, que é negativo.

e verificar, para cada face de I', se um ponto qualquer de alguma aresta esta contido
em R. Se estiver, coloca-la na casca externa de R. Caso contréario, coloca-la na
casca externa de R,.

e verificar se um vértice qualquer, de cada casca de R, (com excecao da sua casca
externa e da casca de construgao), esta contido em R. Se estiver mové-la para R.

e verificar se um ponto qualquer de cada arame, da casca externa de R,, esta contido

em R. Se estiver moveé-lo para R.

Para obter o volume com sinal de uma regidao R, basta percorrer cada face da
fronteira externa de R e calcular o somatorio dos volumes de cada piramide determinada

pela face em relacao a origem.

Para testar a inclusao de um ponto p em uma regiao R, sugere-se o seguinte algo-
ritmo: verifica-se, em primeiro lugar, se p estd em OR. Se nao estiver, projeta-se cada
face de OR na esfera de raio um, centrada em p, e calcula-se o somatério de todas as
areas destas projecoes. Se o valor absoluto do resultado for 47, p estd no interior da
regiao e se for nulo, esta no exterior. Este algoritmo pode produzir um resultado equi-

vocado, se p estiver muito proximo de OR. O método apresentado no final da secdo 4.3.1
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para determinar se um ponto pertence a uma face, a partir do numero de intersecoes
de uma semi-reta, pode ser adaptado, mas exige um tratamento complicado quando a
b b

semi-reta interceptar um vértice.

5.4 Estimativa para o Tempo de Criagao de uma SE

A principio, considere-se que a SE é criada a partir de retalhos simples. Isto
significa que deve-se verificar para cada novo retalho S, quais dos seus vértices ja existem
na SE. Supondo-se que S possui nv, vértices e a SE possuil nvs, vértices, entdo, na
pior das hipéteses, se fardo (nvs * nvs.) comparacoes. A identificagao das arestas de
S que coincidem com arestas da SE é mais simples. Consideram-se apenas vértices
consecutivos de S que foram identificados com vértices da SE e, para cada um deles,
verificam-se quais sao as arestas da SE que incidem nos vértices identificados. Aquela
que incidir em ambos os vértices é a aresta procurada (num dominio planar). Esta
busca é proporcional ao ntmero de arestas incidentes nos vértices, que, tipicamente,
nao costuma ser um numero muito grande. Feita a identificacdo das arestas, resta
ainda determinar qual a regiao que contém S. Utilizando a informacao de faces ao
redor de arestas (ordenadas radialmente), esta determinacao é proporcional ao niimero

de faces ao redor de uma aresta, o que, também, nao costuma ser um numero elevado.

Note-se que, se os retalhos simples estao fortemente encadeados, pode-se executar
este processo apenas para o primeiro retalho S;. Os préximos retalhos devem ser obtidos
por adjacéncia de aresta com S;. Desta forma, ja se tem antecipadamente uma aresta
da SE coincidente com uma aresta de cada novo retalho. Isto permite que, para a
identificacdo dos vértices, a busca seja feita apenas entre os vértices da regiao que

contém cada novo retalho.

Se os retalhos nao forem simples, cada um deles pode ser processado contra todas as
faces da SE, resultando um algoritmo cuja complexidade pode ser expressa por O(nf),
sendo nf o namero de faces da SE. Isto significa que uma subdivisao completa pode
ser criada em O(F?), sendo F o ntimero final de faces na SE. Claramente, esta nao é a

forma mais eficiente.
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Para melhorar o tempo de insercao, observe-se a figura 5.11. Suponha-se que seja
conhecido um ponto do retalho K (que se deseja inserir), pertencente a uma regiao
qualquer R da SE. Neste caso, sabe-se que se K interceptar um conjunto de faces da
SE, obrigatoriamente, alguma face na fronteira de R pertencera a este conjunto. Além
disso, se K tiver um ponto contido em uma outra regiao qualquer da SE, K terd que
ser subdividido no seu processo de compatibilizagao com as faces que delimitam R (se
K nao foi subdividido significa que estava inteiramente contido em R). Isto sugere o
seguinte algoritmo (recursivo) para compatibilizar um complexo I, com uma tnica face
f, com uma SE:

(1) Encontre um ponto de f que esteja no interior de uma regiao R da SE.

(2) Compatibilize Re f. Se f interceptar alguma outra regiao da SE, obrigatoriamente,
durante o processo de compatibilizacao de R e K, pelo menos uma nova face é criada
em K. Crie, entao, uma lista L e coloque nela f e as faces criadas em K.

(3) Para cada face de L, tome um ponto qualquer no seu interior e classifique-o em
relacdo a R. Se o ponto estiver no interior de R é porque a face esta inteiramente
contida em R. Neste caso, retire-a de L, marque-a e coloque-a em uma lista M.

(4) Para cada face f de M, percorra cada aresta que a delimita. Se a aresta delimitar
uma face de K nao marcada, encontre, a partir da aresta, a nova regiao R e va

para (2) recursivamente.

Este algoritmo tem a virtude de so testar a intersecao com as regices que efe-
tivamente podem ser cortadas pela face. O passo mais demorado é o passo 1, cuja
complexidade é O(F). Ele pode ser utilizado também para combinar duas SEs. Uma
delas é vista, durante o processo, realmente como uma SE. A outra é vista como um
conjunto de faces (fortemente) encadeadas. Isto significa que vao ser utilizadas apenas
as adjacéncias entre as células do seu esqueleto de ordem 2. O retalho K, ao invés de
conter inicialmente uma tunica face, contém agora um conjunto de faces encadeadas.
Escolhe-se uma face qualquer como sendo a face inicial e dispara-se o processo. Este
procedimento permite que o passo 1 do algoritmo s6 seja executado uma vez para cada

conjunto de faces fortemente encadeadas.
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Se a lista de regices estiver organizada conforme explicado na secao 4.4, para a lista

de faces, pode-se conseguir uma melhora expressiva, em alguns casos, para o passo 1.

ponto pertencente a
umaregiao qualquer —_—
regiao inicial R

R_ext

Figura 5.11 - Intersecao eficiente.

5.5 Intersecao

Quando se combinam duas SEs, a avaliacao da intersecao de duas superficies é uma

operacao que é executada repetidamente e por isso a eficiénca desta avaliacao é critica.

Uma superficie pode ser dada por uma equacao z = f(z,y), f : R — R definida
e derivavel numa regido D ou, implicitamente, por uma equacao F(x,y,z) = 0. Se
F é diferenciavel numa vizinhanca de um ponto py : (2o, ¥0,20), F(20,%0,20) = 0
e 0F/0z # 0 em py, entdao, pelo menos numa vizinhanca de pg, existe uma funcao

derivavel z = f(x,y), definida implicitamente por F, tal que F(x,y, f(x,y)) = 0. Além

disso: oF
oOF or

of _ _&r of _ oy
- oF - oOF °

dx Bz Iy Bz
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Uma curva no espaco pode ser especificada implicitamente como a intersecao de

duas superficies:

F(z,y,z)=0 e G(z,y,z)=0.

Supondo-se que as duas superficies contém o ponto py : (21, y1, 21) € que ambas possuem
planos tangentes em py, entao, préximo a py, ambas as superficies podem ser aproxima-
das pelos seus planos tangentes em p;. Se estes planos nao forem coincidentes, eles se
interceptam segundo uma reta, que é a tangente a curva de intersecao em p;. A condicdo
para que os planos tangentes nao coincidam é que os seus vetores normais VF, VG se-
jam linearmente independentes em p;. Assim, VF X VG é um vetor tangente ao longo
da curva de intersecao. Se, por exemplo, O(F,G)/0(x,y) # 0, entao, podem-se resolver
ambas as equacoes para © e y em funcdo de z, em torno de z1: @ = f(z),y = g(z). As

equacoes

r=f(t), y=g¢g(t), z=t onde |[t—06|<=n
sao as equacoes paramétricas para a curva de intersecdao nas proximidades de p;.

A avaliacao da intersecao de duas superficies nao é um problema simples e continua
sendo um topico de pesquisa. A justificativa para este fato é que uma boa técnica de
avaliacao lida com trés objetivos conflitantes: eficiéncia, robustez e precisao. Algoritmos
baseados em aritmética exata sao bastante robustos e precisos, mas costumam ser lentos.
Ja os algoritmos numéricos, embora eficientes, nao sao completamente robustos e varios

deles falham em alguns casos.

Um algoritmo numérico para encontrar a curva determinada pela intersecao de duas
superficies, executa, repetidamente, as seguintes operacoes conceituais: em um ponto
p, da curva de intersecdo, é construida uma aproximacao local (usando, por exemplo,
a tangente em p). Percorrendo sobre a curva aproximada uma certa distancia (passo),
obtém-se uma estimativa do préximo ponto da curva, que é refinado por um método

1terativo.

Em [HOFF89] é descrito um algoritmo numérico para avaliar a intersecdo de duas

superficies implicitas: F(z,y,z)=0 e G(z,y,z)=0.
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A aproximacdo utilizada em um ponto p da curva é a expansdo (truncada) de Taylor
em p. O passo é determinado adaptativamente e a estimativa do proximo ponto é
refinada pelo método de Newton-Raphson. Este algoritmo, embora robusto e preciso,
falha nas vizinhangas dos pontos singulares da curva de intersecdo (existem técnicas
que permitem contornar esta deficiéncia do algoritmo). A aproximacao de Taylor é
encontrada resolvendo um sistema linear de equacoes, cujos coeficientes dependem das

derivadas parciais de ambas as superficies.

Para o caso de duas superficies paramétricas (superficies descritas por trés equacoes
da forma = = f(u,v),y = g(u,v),z = h(u,v)) encontrar a sua intersecao equivale a

resolver trés equacoes algébricas com quatro variaveis.

O ponto inconveniente em um algoritmo de intersecao genérico, no caso de ser capaz
de operar sobre qualquer classe de superficie, é que ele compromete a modularidade
de um sistema de SE. Para acrescentar uma nova geometria deve-se levar em conta
a interacao com as ja existentes. Para evitar este problema, pode-se aproximar cada
face curva por um conjunto de faces planas e lidar apenas com esta geometria simples.
Este processo nao é tao imediato como parece, porque as aproximacoes podem nao ser
validas topologicamente, ou seja, o numero de intersecoes, quando se consideram as faces
aproximadas, pode nao ser igual ao obtido quando sao consideradas as faces (curvas)

originais. As aproximacoes devem ser refinadas até que a validade seja alcancada.

Em [TURNSSg] é descrito um método, baseado em aproximagoes poliédricas, para
avaliacao da intersecdao de superficies, necessaria, por exemplo, as operacoes booleanas
entre BReps. Os resultados sdo comparaveis aos obtidos com geometrias curvas (todas
as superficies sdo algébricas). A base do método é uma operagao de remocao de faces,
aplicada a uma aproximacao poliédrica, que cria uma estrutura topolégica simplificada.
A validade topologica do resultado é verificada por meio de um limite poliédrico inte-
rior e outro exterior. Sao estabelecidas também as condicoes para validade topologica
das aproximacoes de duas superficies, para determinacao da curva de intersecdo. Os
vértices obtidos de forma aproximada sao projetados sobre as superficies incidentes e es-

tas projecoes sao usadas como valores iniciais para o método de Newton-Raphson. Desta
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forma, obtém-se vértices precisos (significando que cada um deles esté na fronteira real

das faces incidentes) e uma aproximacao da curva de intersecao pode ser obtida por

interpolacao [TURNS85].

A imprecisdo nos célculos numéricos pode produzir incorrecoes topologicas. Em
particular, na determinacao do modo como duas arestas de dois objetos se interceptam
(fig. 5.12a) [HOFF89]. A intersecao da aresta e; com a face superior do cubo leva a
conclusao de que ela esta suficientemente proxima da aresta es, por exemplo, devido a
perturbacoes posicionais causadas pelo angulo com o qual e; intercepta a face superior.
Porém, na intersecao de e¢; com a face lateral, pode-se obter um ponto mais preciso,
levando a conclusao de que e¢; nao intercepta e;. A forma de evitar este tipo de situacao
catastrofica é propagando topologicamente cada ponto de intersecao, encontrado sobre
uma aresta, as faces incidentes. Para isto, basta criar um vértice em cada aresta (fig.
5.12b). Automaticamente, este vértice existe na fronteira de cada face delimitada pela
aresta. Este cuidado, e a adocao de um campo de atracdao adequado, para vértices e

arestas, permite manter este tipo de situacao sob controle.

face superior foi
interceptada prineiro

e2

face lateral foi
i nterceptada prinmeiro

a) b)

Figura 5.12 - Inconsisténcia topologica.
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5.5.1 Faces Planas

Embora o objetivo seja lidar com faces quaisquer, um caso particular importante
para a geometria das faces é aquele que corresponde a faces planas e arestas retilineas.
Os algoritmos geométricos envolvidos sao simples. Além disso, qualquer superficie
orientavel pode ser triangulada consistentemente, o que permite aproxima-la por um
conjunto de faces planas. Um algoritmo para calcular intersecao de duas faces planas

foi desenvolvido e é descrito detalhadamente a seguir.

Dadas duas faces A e B, cujas fronteiras sao formadas por um ou mais ciclos, o
objetivo é determinar que vértices devem ser criados (em A e B) e entre que pares de

vértices devem ser criadas novas arestas, de forma a compatibilizar as faces.

Suponha-se, a principio, que as duas faces nao estao contidas em um mesmo plano.
Neste caso, todos os pontos de intersecao estao contidos na reta A.suporte N B.suporte,
denotada por L. O primeiro passo é encontrar um plano P, que contenha L, para
projetar ambas as faces, e montar a matriz de transformacao que muda o sistema de
coordenadas para um sistema ortogonal de eixos com: eixo x coincidindo com L. eixo
y contido em P e eixo z perpendicular a P. Neste novo sistema de coordenadas, todas

as interse¢oes ocorrem no eixo x (fig. 5.13).
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B

arestas pendentes

vertices a serem
criados em B

pont o dupl/o

aserem
Ds em A

Figura 5.13 - Intersecao de duas faces A e B.

O algoritmo percorre cada (uso de) aresta a, da fronteira de cada face, e verifica se
ela intercepta L (arestas pendentes sao percorridas duas vezes, uma em cada sentido).
Para cada intersecao, é armazenado em uma lista ordenada Ir, de acordo com a coorde-
nada = de cada ponto, um unico registro que a descreve. Se ambas as faces interceptam
L, em um mesmo ponto, o registro gerado pela face B, precede o registro gerado pela
face A, e possuil uma indicacdo que se trata de um ponto duplo. Cada registro contém
as seguintes informacoes:

e que face o gerou.

e coordenada x no ponto de intersec¢do.

e numero de intersecoes neste ponto (geradas pela mesma face).

e se ambas as faces interceptam L, neste ponto (intersecao dupla).
e se o ponto coincide com um vértice de da (guarda-se o vértice).
e se o ponto pertence a a (guarda-se a aresta).

e se a tangencia L, a direita (tangente a direita).

e se o ponto gera um novo vértice em cada face.
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Ir contém todas as informacoes necessarias para verificar se o segmento determi-
nado por cada par de pontos de g, esta contido ou nao em cada face. Cada vez que a
intersecdo corresponder, por exemplo a A, significa que L cruzou 0A. Se o nuimero de
intersecoes for impar significa que, se estava dentro de A, saiu, e vice-versa. Se o ponto
foi gerado por uma tangente a direita, significa que o segmento estd sobre L. Para cada
aresta que esta acima (mas que incide em um vértice que estd sobre L) ou que cruza
o eixo x, conta-se uma intersecdo. Para as arestas abaixo do eixo x, conta-se zero in-
tersecoes. Note-se que o niimero de interse¢oes de uma aresta pendente é naturalmente
multiplicado por dois. A classificacdo de cada um destes segmentos é guardada em duas
listas, S4 e Sp, uma para cada face. O preenchimento de cada uma destas listas pode

ser feito da seguinte forma:

Classifica_Segmento ( face, S, I_R )

{
int
s_velho = 0UT, s = 0UT, 1 = 1;
S[0] = OUT;
Para ( cada registro de I_R ) faca
{
Se ( o ponto foi gerado pela face )
{
Se ( o numero de intersecoes e’ impar )
s_velho = NOT s_velho; ( IN -> OUT ou OUT -> IN)
Se (o ponto corresponde a uma tangente a direita )
s = 0N;
Senao
s = s_velho;
t
S[il = s;
i=1+1;
t
t

Na figura 5.13, a face (F') que gerou cada ponto (P), o nimero de intersecoes de
cada face em cada ponto e a classificagdo de cada segmento (5) em relacao a cada face

estao colocados na tabela a seguir.
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(F) (P)A B (S)A B

- 0: - - 0: OUT OUT
A 1. 3 - 1: IN OUT
B 2 - 1* 2. IN IN

A 31 - 3: OUT IN
B 4 - 0,tgd 4: OUT ON
B 5 - tg,0 5: OUT IN
B 6 - 1* 6: OUT OUT * aresta cruzou o eixo
A, B 7 0Otgd 1,tgd 7: ON ON
B 8 - tg,1 8 ON OUT
A 9 tg0 9: OUT OUT

Para determinar que pontos de Ir correspondem a vértices que devem ser criados
em cada face, existem dois casos a considerar: Se o i-ésimo ponto de I'r nao é duplo e foi
gerado por B, ele tem que estar contido em A (S4[i] = ON ou IN). Neste caso, ele gera
um novo vértice em A, e gera um novo vértice em B, se ele foi gerado por uma aresta
de B que cruzou o eixo x (ponto ntimero 2, na figura 5.13). O mesmo vale trocando-se
A por B; Se ele é duplo e foi gerado por uma aresta de B que cruzou o eixo z, ele gera
um novo vértice em B. Neste caso, o proximo registro de Ip corresponde ao mesmo
ponto (s6 que gerado por A). Se ele foi gerado por uma aresta de A que cruzou o eixo

x, ele também gera um vértice em A.

Para determinar que pares de pontos consecutivos de Ir (exceto pontos duplos)
correspondem a arestas que devem ser criadas em cada face, o segmento determinado
pelo par deve estar dentro de uma face e nao estar fora da outra (por exemplo: Sal¢]
= IN e Sg[i] = ON ou IN). Na figura 5.13, o segmento 2 é o tinico que satisfaz esta

condicao (classificado como IN IN).

Para cada face, devem-se retornar duas listas. A primeira com as coordenadas
de cada novo vértice a ser criado na face e, caso o vértice tenha que ser criado em
uma aresta, qual a aresta. A segunda lista especifica pares de vértices que determinam

arestas a serem criadas na face. Os vértices sao especificados como vértices ja existentes
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ou como indices da lista anterior.

Quando as duas faces estao contidas em um mesmo plano, a interse¢ao nao mais
ocorre sobre uma reta. Neste caso, interessa apenas criar vértices e arestas, no interior
de cada face, nos pontos de intersecao. O algoritmo apresentado pode ser utilizado com

pequenas alteracoes.

5.6 Arquitetura de um Sistema de SE

A metodologia a ser adotada na implementacao de um sistema de subdivisao es-
pacial é andloga a adotada em um sistema de subdivisao planar. Existem camadas
de software com funcionalidades bem definidas: uma camada responsavel pelo trata-
mento da topologia utilizando WOps (esta camada desconhece completamente que tipo
de geometria esta sendo utilizada); uma camada responsavel pelo gerenciamento e ma-
nipulagao de entidades geométricas (MGG); e por fim uma camada responsavel pela

interacao com o usuario.

5.6.1 Armazenamento de SEs em um Meio Permanente

Uma forma elegante de armazenar uma SE em disco é adaptando o algoritmo
de inversao utilizado para armazenar uma SP. O objetivo é desfazer completamente
a SE, eliminando primeiro todas as suas faces, em seguida eliminando todos os seus
arames e por fim todas as cascas pontuais(®) . Em disco séo gravados, entiao, os WODps
inversos daqueles utilizados na destruicao da SE. A execucao destes WOps na ordem
inversa recria a SE. Deve-se notar, porém, que, para isto, é necessario salvar também

os atributos geométricos e os atributos do usuério associados a cada célula.

Como os WOps inversos aos que destroem a SE devem ser executados na ordem
inversa, é aconselhavel armazena-los ja de acordo com esta ordenacao, ao invés de ler o
arquivo de tras para frente. Para tal, é utilizada uma pilha. Cada rotina que implementa

um WOp deve empilhar um registro com a descricao do WOp inverso e seus respectivos

(9 Utilizando o WOp kf, pode-se reduzir qualquer SE a uma unica regiao que contém apenas um

conjunto de arames.
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parametros, sempre que estiver sendo executado o algoritmo de inverséo (semelhante

ao descrito na se¢ao 4.6.1).

5.6.2 Funcoes Necessarias a um Sistema de SE

Para ser possivel lidar com curvas e superficies com geometrias quaisquer, foi iden-

tificado, nas secoes 5.3 e 5.3.1, um conjunto de funcoes que devem ser escritas para

que uma nova geometria possa ser suportada (fun¢oes 1-8). Algumas delas podem nao

ser implementéaveis facilmente, para certas geometrias, sendo necessario a utilizacao de

métodos aproximativos. As funcoes 9-11 existem para permitir o armazenamento per-

manente e a recuperacao de uma SE. A funcao 12 existe para que seja possivel exibir

graficamente uma SE.

1)

Dado um par de células, de mesma dimensao, verificar se elas s@ao geometricamente

idénticas.

Dadas duas faces, determinar se elas se interceptam e, em caso afirmativo, retornar

uma lista com os vértices e arestas a serem criados em cada face.
Dada uma célula, retornar as coordenadas de um ponto no seu interior.

Dada uma célula e as coordenadas de um ponto, verificar se o ponto estd no seu

nterior.

Dada uma célula, calcular uma medida com sinal da sua extensao. Para uma aresta

é o seu comprimento. Para uma face, a sua area e para uma regidao, o seu volume.

Dada uma célula C', de dimensao n(1 ou 2), para ser inserida em uma SE K e uma
célula ¢ de K, de dimensao n — 1 em 9C, retornar a proxima célula, em relacao a

C', no ciclo ordenado de células ao redor de c.

Dado um par de células Cy e C, de mesma dimensao, que foram produzidas como

resultado da divisao de uma célula C, distribuir os atributos geométricos de C' entre

Cl (& 02.
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8) Dado um par de células Cq e C3, com o mesmo suporte e uma célula ¢ € (9C; N
0C3), combinar os atributos geométricos de Cy e Cy para formarem os atributos

geométricos da célula resultante da eliminacao de c.

9) Dada uma célula, alocar ou liberar a drea de memdria correspondente aos seus

atributos.

10) Dado um arquivo e uma célula, gravar todos os seus atributos e uma indicacdo de

quantos registros foram gravados.

11) Dado um arquivo e a indicacao de quantos registros devem ser lidos, ler todos os

atributos da célula e retornar um ponteiro para a area que os contém.
12) Dada uma célula, desenha-la.
5.7 Aplicagoes

Sao varias as aplicacoes do que foi apresentado neste capitulo. Uma das mais
importantes é a construcao do nucleo de um sistema de modelagem geométrica que nao
se limite a modelar apenas solidos homogéneos em dimensao. Como vai ser visto no
capitulo 6, as operacoes booleanas podem ser implementadas sem a necessidade de um

tratamento especial em alguns casos, como havia na modelagem sélida tradicional.

O SSE, por exemplo, foi criado para aplicacoes nao interativas, onde um conjunto
de retalhos de superficie é gerado por um meio qualquer (talvez por um programa) e
fornecido através de um arquivo. A idéia é que os retalhos possam ser fornecidos em
qualquer ordem e, possivelmente, com intersecao. Duas saidas tipicas estao na figura
5.14. Na primeira delas, trés tetraedros, com algumas faces adicionais, podem ser vistos.

Na segunda, trés cubos (um dentro do outro) sao cortados por um plano.

A criacdo de um gerador interativo de malhas para modelos tri-dimensionais de
elementos finitos pode ser facilitada adotando-se a metodologia deste capitulo. Mar-
tha [MARTS9], por exemplo, criou um sistema integrado tri-dimensional de elementos
finitos, baseado na RED, para simulacao de fraturamento de soélidos. Neste sistema,

o processo de geracao de malhas é feito através de uma decomposicao hierarquica do



dominio, onde retalhos de superficie sao adicionados interativamente para subdividir
regioes existentes. Este trabalho foi estendido para modelar estruturas de concreto ar-
mado, onde, além da geracao de malhas, a criacao das barras de aco mergulhadas no

concreto é feita com a adi¢ao das interfaces entre os dois materiais [POTY90].

ED Al

e
v V7

Figura 5.14 - Duas subdivisoes simples geradas pelo SSE.
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6 - PROCESSO DE MODELAGEM

Nos capitulos anteriores, foi proposto um esquema de representacao, baseado no
esquema SGC, que utiliza uma estrutura de dados topologica para possibilitar o aprovei-
tamente da ordenacao que pode ser imposta a alguns dos relacionamentos de adjacéncia
presentes em subdivisoes do espaco. Este esquema visa, em primeiro lugar, manter
uma representacao explicita do bordo dos objetos e, em segundo lugar, oferecer a pos-
sibilidade de implementacao de algoritmos geométricos eficientes. O elemento que esta
faltando para concluir a metodologia é um processo de construcao de subdivisoes do

espaco que seja adequado as aplicacoes interativas.

Este capitulo sugere um processo de modelagem baseado em operadores que agem
sobre subdivisoes do espaco. Antes de apresenta-los, vai ser feita uma breve discussao
sobre o que se entende por um processo de modelagem, de forma a que o leitor possa
avaliar a importancia deste tépico. O processo de modelagem talvez seja o ponto mais

importante para o uso, na pratica, de qualquer sistema interativo de modelagem.

Um processo de modelagem é uma forma de, a partir de um modelo inicial My,
e através de refinamentos sucessivos, produzir modelos intermediarios My, My, ..., M,
até que se atinja o modelo (satisfatério) final M,,. O ideal é que M, esteja o mais
proximo possivel de M, e que as operacoes de refinamento sejam as mais poderosas
possiveis, de forma a minimizar o numero de modelos intermedidrios. A pergunta a ser
respondida é: qual a forma mais apropriada de obter, interativamente, cada modelo, a

partir do seu antecessor?

No capitulo 4, foi apresentado um processo de modelagem bastante razoavel para
uma aplicacdo bi-dimensional. L&, uma SP era construida a partir de segmentos de
curva gerados, por exemplo, por uma mesa digitalizadora. No entanto, em modelagem
tri-dimensional, como na construcao de uma SE, nao existe um processo de modelagem
tao simples e ao mesmo tempo satisfatorio. O processo de modelagem apresentado no
capitulo 5 nao é préprio para aplicagoes interativas, porque ninguém deseja (ou tem

paciéncia para) construir um objeto especificando retalhos de superficie.
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O processo de modelagem CSG [REQUT7] tem sido muito utilizado em mode-
ladores de solidos, porque apresenta mecanismos de refinamento familiares a maioria
das pesssoas. Através de operacoes booleanas regularizadas de uniao, intersecao e di-
ferenca, determinados primitivos basicos sao combinados produzindo objetos cada vez
mais complexos. Porém, para construcao de SGCs, este processo nao funciona porque
as operacoes booleanas sdo definidas para sélidos regulares (homogéneos em dimensao)

que dividem o espaco em apenas trés regioes: interior, fronteira e exterior do soélido.

Para suprir esta deficiéncia, Rossignac & Requicha [ROSS91] criaram uma nova
classe de objetos, chamados CNRG, e um conjunto de operadores que agem sobre estes
objetos. Embora esta abordagem possa ser vista como um novo esquema de repre-
sentacao para subdivisoes do espaco, neste trabalho, interessa apenas utilizar os ope-
radores CNRG como um processo de modelagem. Estes operadores permitem definir
operacoes topoldgicas e booleanas para SGCs e, conseqiientemente, podem ser empre-

gados para construir subdivisoes do espaco.

6.1 Geometria Construtiva Nao Regularizada (CNRG)

Um objeto CNRG é um conjunto de componentes mutuamente disjuntas (talvez
desconexas). Uma componente é um conjunto de pontos do R (possivelmente nao
regular). O conjunto de pontos pA, de um objeto CNRG A, é a unido dos conjuntos de

pontos das suas componentes.

Uma arvore CNRG é um grafo dirigido aciclico com uma raiz e representa um
objeto. As folhas da arvore sao os primitivos CNRG que podem ser compostos por mais
de uma componente. Nés internos representam objetos CNRG intermediarios obtidos
pela aplicacao de operacoes booleanas, topologicas, de simplificacao ou de filtragem nos
objetos representados pelos seus filhos. Considera-se que uma componente esta contida

em um objeto quando ela estd contida no seu conjunto de pontos.

Os operadores definidos sobre um objeto CNRG sao: agregacdo, unificacdo, soma,
produto, subtracao, complemento, interior, fecho, fronteira e regularizacao. Para dis-

tingui-los dos operadores que agem sobre conjuntos de pontos, sao utilizados simbolos
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diferentes. Por exemplo, N, U e \ sao usados para interse¢ao, unido e diferenca de conjun-

tos de pontos e %, + e — sao usados para os equivalentes CNRG. A seguir, apresentam-se

os operadores CNRG (fig. 6.1 e 6.2) criados por Rossignac [ROSS91]:

e Agregacgao
Dados n conjuntos de pontos A;, a operacao de agregacao, denotada por |, cria o objeto

CNRG composto pelos n conjuntos de pontos: A = {A;|Az]|...|4,}.

e Unificacao
A unificagdo uA cria um objeto com uma tnica componente: o conjunto de pontos de

A (uA = {pA}).

e Complemento
O complemento cA é um objeto composto de uma tunica componente formada pelo

conjunto de pontos complementar a pA (cA = {pA}).

e Soma
A soma A+ B é um agregado de componentes formado por: A;NB;, A;\Bj e B;\ A; para
toda combinacao de componentes 4; de A e B; de B. A soma produz uma subdivisao

de (pA) U (pB) que é compativel com a decomposicdo de A e B em componentes.
Claramente, p(A + B) = (pA) U (pB).

e Produto
O produto AxB ¢é o agregado de todas as componentes do tipo A;NB;. Cada componente

A; de A é truncada para A; N pB e é subdividida (compatibilizada) de acordo com a
subdivisao de B em componentes. Conseqlientemente, p(A * B) = (pA) N (pB).

e Subtracao

A subtracao A — B é o agregado de todas as componentes do tipo A;\pB. Claramente,
p(4 = B) = (pA)\(pB).
e Interior

O interior topolégico 1A de A no R™ é o agregado de componentes A; N I(pA) que s&o

a intersecao das componentes de A com o interior de A.

e Fecho

O fecho kA de A é o agregado composto de todas as componentes de A mais uma tnica
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componente definida como a diferenga entre o fecho de pA e pA (kA = A|F(pA)\pA).
Note-se que p(kA) = p(iA) U p(bA).

e Fronteira

A fronteira bA de A é definida como: bA = kA — 1 A. Note-se que p(bA) = I(pA).

¢ Regularizagao

A regularizacao rA de A é definida como k(¢A). Note-se que p(rA) = R(pA).

Estes operadores propiciam um processo de modelagem bastante eficiente na in-
teracao com o usuario, particularmente em dimensao 3. Quando seguidos da operacao
de unificacao eles se comportam exatamente como os respectivos operadores que agem
sobre conjuntos de pontos. Entretanto, sem a unificacao, eles retornam um agregado de

componentes mutuamente disjuntas.

A Al
| o
iA al=A1l NI(pA) a2=A2 NI(pA)
. .
bA Al\al A2\ a2 F(pA) \ pA
A
kA Al A2 F(pA) \ pA

Figura 6.1 - Operagoes CNRG unérias (adaptado de [ROSS91]).

O
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6.2 Combinacao CNRG de SGCs

Embora o conceito de objeto CNRG seja mais geral do que o conceito de SGC,
para proposito de processo de modelagem, um SGC pode ser imaginado como possuindo
trés componentes: um complexo geométrico, uma selecao de células e uma partigao
do conjunto de células ativas (conjuntos de células de vérias dimensoes considerados
como uma unidade). Para aplicar operadores CNRG em SGCs é suficiente considera-
los como sendo objetos CNRG cujas componentes sao as suas células ativas. Esta é a

decomposicao de um SGC em componentes considerada daqui em diante.

Uma das principais propostas deste trabalho é que o processo de modelagem CNRG
seja implementado, pelo menos para dimensoes 2 e 3, tendo como esquema de repre-
sentacao objetos SGC completos. Nao existe problema algum em representar objetos,
ou subdivisoes finitas (incompletas) do espaco, por SGCs completos pois, nestes casos,
a regiao externa ilimitada é uma célula inativa. Da mesma forma, uma cavidade em um

solido também pode ser uma célula inativa.

Assim, os operadores CNRG binarios e unarios sao implementados, em duas e trés
dimensoes, a partir da combinagao de SGCs completos, conforme descrito a seguir,
utilizando a metodologia apresentada nos dois capitulos anteriores. No decorrer deste

capitulo, o termo SGC sera empregado para se referir a objetos SGC completos.

Um operador CNRG permite criar SGCs pela combinacao de SGCs pré existentes.
A combinacao de dois SGCs A e B significa gerar um novo SGC (', compativel com A e
com B. Os operadores binarios (soma, produto e diferenca) necessitam que cada célula
tenha um atributo origem que assume um entre quatro valores: I, A, B ou AB (para
célula inativa, oriunda sé de A, oriunda sé de B ou oriunda de A e B, respectivamente).

O selecionamento das células apropriadas de C' produz o resultado da operacao desejada.
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Para criar um SGC C', compativel com dois SGCs A e B, é necessario fazer com que
A encaixe em B, refinando cada célula de A.esqueleto(2) cuja interse¢ao com alguma
célula de B.esqueleto(2) nao é vazia (e vice-versa). Em seguida, deve-se adicionar a C
cada célula de A e de B. Os seguintes passos devem ser executados (fig. 6.3):

e refine A e B, para que eles encaixem um no outro.

e crie um complexo C, idéntico a A (ja refinado), e coloque no atributo origem, de
todas as células ativas de C', o valor A. Nas inativas coloque o valor 1.

e adicione a C cada faceta (face mais fronteira) de B, conforme descrito no capitulo
5. Durante a inclusao de uma faceta F', para cada célula ativa de F', que ja existir
em C' e estiver ativa, coloque na sua origem o valor AB. Para as células ativas que
nao existirem ou estiverem inativas em C', coloque o valor B. As regides criadas
neste processo estao inativas.

e percorra cada regiao de C verificando se ela esta contida em alguma regiao ativa
de A e/ou de B e coloque na sua origem o valor apropriado. Esta verificagao pode

ser feita por topologia.

O processo descrito acima classifica cada célula de €', de acordo com a sua origem.
A partir dai, o selecionamento das células apropriadas, de acordo com esta classificacao,
produz o resultado esperado.
e Soma: devem ser ativadas todas as células com origem diferente de I.
e Produto: devem ser ativadas apenas as células com origem AB.

e Subtracao (A — B): devem ser ativadas as células com origem A.

Os operadores unarios agem sobre um tnico objeto CNRG. Considerando-se que as
suas componentes sao as células ativas de um SGC completo A e que o seu complemento
¢ formado pelo conjunto de células inativas de A, entdo, cada operador pode ser descrito
pelo selecionamento de determinadas células:

e Interior: para cada célula inativa ¢, desative as células de bdry(¢, A.complexo).
e Fecho: para cada célula ativa ¢, ative as células de bdry(c, A.complexo).

e Fronteira: sao as células que pertencem ao fecho e nao pertencem ao interior de A.

Regularizacao: sao as células que pertencem ao fecho do interior de A.

e Unificacao: simplifique A.
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Assim, mostrou-se que qualquer sistema que implemente SGCs completos pode
fazer operacoes CNRG, com uma ressalva: quando se representa um objeto CNRG por
um SGC, a operacao de unificacdo nao produz um objeto com uma unica componente.
Neste caso, unificar significa simplificar o SGC (fig 6.4) (o que nao produz uma

unica célula).

A simplificacdo de um SGC pode ser executada pelas operacoes de eliminacao,
colagem e incorporacdo (se¢ao 3.1.1). Eliminar uma célula inativa é remové-la, caso ela

nao esteja na fronteira de uma célula ativa.

Para colar duas células ativas ¢y e ¢z de dimensao n, eliminando no sentido explicito
uma célula ativa ¢ de dimensao n — 1, deve-se verificar se ¢ € (Je¢y; N Jey) e se ¢p.suporte

= cy.suporte.

No caso de uma SE, representada pela estrutura RED, o problema de incorporar
uma célula ativa pode ser dividido em trés casos:

e A célula é um vértice. Neste caso, deve-se observar se ele é uma casca pontual (na
fronteira de uma regiao ativa), ou um ciclo pontual que sé é usado por uma tnica
face (que deve estar ativa).

e A célula é uma aresta. Neste caso, ou ela é um arame (na fronteira de uma regido
ativa), ou ela é usada duas vezes na mesma face (que deve estar ativa) que € a tinica
face no ciclo radial de faces em torno da aresta.

o A célula é uma face. Neste caso, ela deve ser usada duas vezes pela mesma regiao

(que deve estar ativa).

Em certos tipos de aplicacao pode nao haver sentido em simplificar o SGC, pois as
células redundantes podem ter algum significado. Simplificar um SGC, ou nao, é uma

decisao que deve ser tomada de acordo com cada aplicagdo.

As operacoes CNRG descritas neste capitulo fornecem um elenco poderoso de fer-
ramentas de modelagem para criacao e modificacao de SGCs. Para implementar tais
operacoes é suficiente que o sistema seja capaz de compatibilizar SGCs. Uma vez com-

patibilizados os SGCs, todos os operadores se resumem em ativar e desativar células.
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Figura 6.3 - Combinacao de SGCs.
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Figura 6.4 - Unificacao de um objeto CNRG.




109

6.3 Modelagem de Objetos Compostos de Diversos Materiais

Os operadores CNRG descritos na secao anterior sao especialmente tteis para a
modelagem de objetos compostos por diversos materiais. Considere-se, por exemplo, o
objeto da figura 6.5, constituido por uma barra de aco parcialmente cravada em uma
barra de concreto. Tal objeto é naturalmente modelado por um SGC com trés regioces:
a correspondente a barra de ferro, a correspondente a barra de concreto e a regiao
ilimitada. Além disso, tal objeto é facilmente descrito por operadores CNRG. Se A
representa a barra de concreto (sem a insercao da barra de ago) e B representa a barra

de aco, o objeto da figura 6.5 é dado por (A — B) 4+ B.

A (concreto)

B (ferro)

Figura 6.5 - Objeto composto por dois materiais.

Um outro exemplo é o da figura 6.6 que apresenta uma estrutura composta por
quatro colunas de concreto, quatro vigas de ferro e uma lage, também de concreto,

construida a partir de paralelepipedos, devidamente posicionados no espaco, gerados

pelo modelador de sélidos GeneSys [FISC91].

A criacdo da estrutura pode ser feita pela operacao (CSG) de unido, mas o resultado
é um objeto com uma tnica regiao (fig. 6.6). Utilizando a operagao (CNRG) de soma,
obtém-se um total de 21 regives distintas (fig. 6.7). Cada uma destas regices deve ser
constituida, claramente, por um unico material. A duavida na composicao surge nas

regioes que correspondem a intersecao de regioes constituidas por materiais diferentes.

Um possivel esquema para que a composicao de uma regiao possa ser determinada
de forma automatica, consiste em atribuir a regido um atributo, chamado fator de
dominancia fd, que estabeleca qual material predomina na operacao de intersecao.

Assim, por exemplo, se o ferro tiver fd = 5 e o concreto fd = 3, os trés blocos destacados
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na figura 6.7 serao constituidos por ferro. Note-se que, mesmo que o resultado desejado
seja uma estrutura composta por uma unica regiao, ele pode ser obtido pela operacao de
unificacdo. Esta unificacao é feita eliminando-se as faces que nao sao usadas pela regiao

externa e as arestas (vértices) que delimitam faces (arestas) com o mesmo suporte.

Uma vez gerada a representacao de um objeto CNRG, pode-se percorrer cada uma
das suas regides (exceto a externa) e, regularizando-as (eliminando faces pendentes,
arames, cascas pontuais), torna-las variedades de dimensdo 3 fechadas (com fronteira).
Assim, cada casca (sendo uma variedade de dimensao 2) é assimilavel por qualquer
modelador de solidos manifold que possua uma representacao por fronteira. Isto permite
decompor o resultado de uma operacao CNRG em uma uniao disjunta (agregados) de
objetos manifold, proporcionando um meio de incorporar tais operacoes a modeladores
de sélidos ja existentes, mesmo que eles possam representar apenas solidos manifold.

Tal extensao foi incorporada ao GeneSys.
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Figura 6.6 - Uniao CSG.
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Figura 6.7 - Soma CNRG.
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7 - CONCLUSOES

Este capitulo apresenta um resumo conclusivo do trabalho, enfatizando as principais
contribuicoes para a area de Modelagem Geométrica. Em linhas gerais, este trabalho
propoe uma metodologia para construcao e manutencao de subdivisoes do espaco Eucli-
diano bi e tri-dimensional, que sejam consistentes topologica e geometricamente. Mas,
mais do que isto, esta metodologia permite a integragao de diferentes propostas para

a subdivisao do espaco.

Modelagem Geométrica nao é uma &area trivial. Em parte, porque os trabalhos
na area costumam apresentar apenas uma visao pontual e especializada, sobre algum
topico; por exemplo: métodos para rendering, um tipo de estrutura de dados, como
interceptar curvas de Bezier, etc. Em parte, porque as comunidades interessadas na area
usam linguagens diferentes. Por exemplo, alguns conceitos, comuns entre matematicos,
nao sao familiares a pessoas com formacdao em engenharia ou informética. Como em
geral, quem implementa os sistemas nao sao os matematicos, isto pode levar uma pessoa,
menos experiente, a concluir que determinada aplicacao é extremamente complicada,
quando nao é, ou entao a conclusao oposta, que as coisas parecem mais simples do que

sao na realidade.

A metodologia proposta contém um modelo matematico, um esquema de repre-
sentacao e um processo de modelagem, que podem ser utilizados em diversas aplicagoes.
Em particular, naquelas que nao podem utilizar modelos manifold; por exemplo, mode-
los de subdivisao utilizados em métodos numéricos (malhas para modelos de elementos
finitos). Em alguns casos, até mesmo modelos non-manifold nao fornecem exatamente
0 que é necessario ao tipo de objeto geométrico de interesse, como: objetos compostos
por diversos materiais; objetos com estruturas internas; objetos nao homogéneos em

dimensao; e objetos em contato.

Para este propédsito, o que se deseja é modelar agregados de objetos (sélidos pos-
sivelmente combinados com partes de dimensao inferior), mantendo os relacionamentos
de adjacéncia entre estes objetos. Isto permite a criacao de um ambiente de desenvol-

vimento no qual os diversos aplicativos podem compartilhar, nao somente dados, como,
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também, algoritmos que processam e alteram estes dados. Um exemplo que caracteriza
bem este intercambio sao sistemas CAD/CAM, que podem utilizar o mesmo esquema
de representacao para modelar o objeto a ser analisado e, possivelmente, produzir uma

malha para modelos de elementos finitos.

Tendo isto em mente, procuraram-se, dentro da literatura, as ferramentas dis-
poniveis mais apropriadas que pudessem ser integradas, permitindo, assim, a construcao
de um sistema cujo objetivo é: representar, topolégica e geometricamente, agregados
de objetos no espaco Euclidiano bi ou tri-dimensional. Em tltima andélise, isto é o que
é necessario a maioria das aplicacoes graficas. Seguindo esta filosofia, e a tendéncia
atual que vai na direcao de sistemas hibridos [FISC91], adotou-se uma representacao

por fronteira, utilizando um processo de modelagem construtivo.

Embora as estruturas de dados non-manifold sejam capazes de representar agrega-
dos de objetos, s6 recentemente, um tratamento conceitual mais cuidadoso foi desen-
volvido. O SGC de Rossignac & O’Connor [ROSS90] fornece um modelo matemético
adequado para a representacao de subdivisoes do espaco. Uma contribuigao deste
trabalho foi mostrar quais os tipos de relacionamentos de adjacéncia que podem ser
representados ordenadamente em um SGC (e as vantagens de se tirar proveito desta
ordenacéo) e que um SGC é um complexo celular, cujas células foram grupadas de
forma a evitar a fragmentacao desnecessaria do modelo. Este resultado é importante
porque mostra que o dominio de modelagem permaneceu o mesmo, tendo sido criada

apenas uma decomposicao mais economica.

Com a criacao, neste trabalho, do conceito de complexo completo foi possivel
obter uma caracterizacao precisa do tipo de objeto que pode ser representado por certas
estruturas de dados topoldgicas que tém sido utilizadas, com sucesso, em varios sistemas

de modelagem atuais.

A estrutura de dados radial edge [WEIL86] adotada, embora seja genérica e versatil,
até hoje foi pouco utilizada na pratica. Embora ela seja comumente citada na literatura,
a impressao que se tem é de que o seu potencial ainda nao foi suficientemente explo-

rado. Talvez isto se deva a dificuldade de implementar os operadores non-manifold para



115

manipula-la, enquanto os operadores que manipulam estruturas manifold sao simples,
concisos e relativamente faceis de implementar. Mas, certamente, o principal empecilho
é a falta de operadores geométricos de mais alto nivel, que permitam a geracdao au-
tomatica da representacao. Uma outra contribuigao deste trabalho foi criar uma base

para a implementacdo destes operadores geométricos.

Como processo de modelagem, sugere-se a utilizacao dos operadores CNRG, que
definem operagoes de conjunto, analogas as CSG, para agregados de objetos [ROSS91].
Em relacao a esta parte, a principal contribuigao foi mostrar como adicionar tais
operadores a sistemas que implementam SGCs, de forma a obter-se um esquema de
representacao que, mantendo uma representacao explicita do bordo, pode ser construido

a partir de operacoes sobre o conjunto de pontos que define o objeto.

Espera-se que, com a leitura deste trabalho, obtenha-se uma compreensao razoavel
do esforco e dificuldades envolvidas no problema de subdividir o espaco. O estado
da arte atual estd em uma fase muito parecida com aquela fase quando surgiram os
primeiros sistemas graficos independentes de dispositivo. Ha uma série de aplicacoes,
com as mesmas necessidades, utilizando métodos e representacoes diversas, quando ja

é possivel adotar uma abordagem unificada.

Uma das vantagens de utilizar a metodologia proposta vem a ser que, ao final
do processo, ha uma estrutura de dados topoldgica que possibilita encontrar todos os
relacionamentos de adjacéncia de forma eficiente. Com uma biblioteca de consulta apro-
priada, rapidamente se extrai qualquer um destes relacionamentos (isto é, determina-se
a vizinhan¢a de qualquer célula). Por exemplo, dado um vértice, pode-se determinar
que arestas sao incidentes a ele, ou dada uma face, que faces compartilham cada uma
de suas arestas. Com estruturas de dados convencionais, alguns destes relacionamentos

nao podem ser encontrados de forma eficiente.

Por varios anos, subdivisoes espaciais foram usadas como uma forma de repre-
sentacao auxiliar, em aplicacoes especializadas, como para modelos de elementos fini-
tos. Atualmente, elas estao sendo utilizadas em aplicacoes de automacao de manufatura

para representar, nao apenas um, mas um conjunto (agregado) de sélidos. A capaci-
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dade de criar subdivisoes espaciais permite modelar efetivamente objetos compostos de
diversos materiais. O contato entre estes objetos é representado explicitamente, o que é
importante para uma série de aplicacoes, como: planejamento de montagens, robotica,

geologia e no desenvolvimento de sistemas tri-dimensionais para elementos finitos.

A capacidade de criar subdivisoes planares, de forma interativa ou nao, também
possui varias aplicacoes praticas. Sistemas geograficos e de elementos finitos desempe-
nham estas tarefas, porém, tradicionalmente, usando estruturas de dados mais primiti-

vas que as usadas neste trabalho.

Num sistema geografico tipico, para que se obtenha uma estrutura de dados —
onde alguns dos relacionamentos de adjacéncia estao presentes de forma explicita —
sao necessarias trés etapas: digitalizar um mapa; executar um procedimento que marque
determinados pontos especiais como sendo pontos de entroncamento de segmentos (em
geral, havendo um ndmero méximo de segmentos por entroncamento); e, a partir dos
entroncamentos e dos segmentos, gerar as faces (regides). Pior ainda, as faces do mapa
devem ser digitalizadas sempre em um mesmo sentido e as arestas que nao pertencem
a face externa sao digitalizadas duas vezes, uma em cada sentido. Em alguns sistemas,
até os pontos de entroncamento devem ser indicados em tempo de digitalizacdo. Com
a metodologia, as trés etapas sao executadas simultaneamente e em tempo real. Nao
hé qualquer ordem imposta para a digitalizacdo. Quando uma face é fechada, pode-
se preencher a sua area com uma determinada cor, o que serve como feedback para o

USsuario.

Uma outra aplicacao onde a utilizacao de estruturas de dados topolégicas para sub-
divisoes planares tem-se mostrado bastante eficiente é no desenvolvimento de sistemas
bi-dimensionais de elementos finitos. Wawrzynek [WAWRST] utilizou, com excelen-
tes resultados, a estrutura winged-edge [BAUMT72] no desenvolvimento de um sistema
integrado (envolvendo pré-processamento, analise numérica e pds-processamento) de
elementos finitos para simulacdo de propagacao de trincas em duas dimensoes. A uti-
lizacao de estruturas de dados topoldgicas para subdivisoes planares também possibilita

um ambiente adequado para a geracao interativa de malhas para modelos de elementos
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finitos bi-dimensionais, de boa qualidade [CARV90, CAMP91].

Esta experiéncia bi-dimensional foi estendida, com sucesso, para trés dimensoes
e um sistema integrado de elementos finitos, baseado na estrutura radial edge, para

simulagao de fraturamento de sélidos, foi desenvolvido [MARTS89).

A utilizacao da metodologia proposta propicia uma nova forma de trabalho que,
espera-se, venha a ser incorporada nos sistemas de CAD futuros, automatizando tarefas

que, nos sistemas atuais, sao executadas manualmente ou ineficientemente.
7.1 Comentarios Sobre a Implementagao

O desenvolvimento deste trabalho foi acompanhado de uma implementacao que
permitiu avaliar e comparar os algoritmos apresentados. O SSE (sistema de subdivisao
espacial) permite criar uma SE a partir de retalhos de superficie. Ele utiliza uma
variante dos WOps implementados, anteriormente, por Martha [MART89]. Dentre as
modificagoes, incluem-se a alteragao do operador make face, especificado por Weiler,
para retornar as faces nao classificadas, quando do fechamento de uma regido, e a
extensdao para criacao de faces com fronteiras desconexas. Foi criado, também, um
mecanismo de inversao para estruturas de dados non-manifold, de forma a armazena-

las em um meio permanente.

Embora o SSE seja capaz de criar, também, uma SP, ele utiliza uma estrutura de
dados muito mais complexa do que a necessaria. Para aplicacoes bi-dimensionais, foi
implementado o EDP (editor de diagramas planares) que constréi uma SP a partir de
segmentos de curva. Em ambos os sistemas, foram criados algoritmos eficientes para
insercao de um novo retalho de superficie ou um novo segmento de curva, evitando que o

calculo de intersecao seja feito levando em conta todas as faces ou arestas da subdivisao.

Todo o software implementado foi organizado de forma a haver uma separacao real
entre topologia e geometria, separacao esta conseguida através de estruturas de dados
topologicas. A organizacao do software permite a inclusao de novas geometrias para
faces e arestas. A partir da identificagao de um conjunto de fungoes padrao, ine-

rentes ao problema de subdividir o espaco, foi possivel isolar os algoritmos geométricos.
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Cada face e cada aresta estd associada com o conjunto de func¢oes adequadas ao seu
tipo de geometria. Isto permite que a adicdao de uma nova geometria possa ser feita,

simplesmente, reescrevendo o conjunto de func¢oes padrao.

Deve-se ressaltar que isto ndo resolve os problemas matemaéticos e numéricos de
intersecao de células, especialmente para células com geometria curva. Isto apenas

localiza o problema dentro da implementacao do software.

O software estda disponivel na forma de uma biblioteca, permitindo a integracao
com outros programas. Em particular, ele pode ser integrado com modeladores de
solidos manifold que utilizem representacao por fronteira, tornando-os capazes de lidar
com agregados de objetos. Isto permite que os operadores CNRG sejam acrescentados
a tais modeladores. Dado um conjunto de sélidos manifold, os objetos CNRG podem
ser definidos baseados em atributos. Os resultados das operacoes CNRG podem ser

fornecidas como a unidao disjunta de sélidos manifold.
7.2 Sugestoes para Futuros Trabalhos

Tudo o que foi produzido, neste trabalho, visa, em primeiro lugar, uma utilizacao
em algum sistema de modelagem real. Até hoje, a grande maioria dos sistemas de
modelagem nao sao capazes de lidar com agregados de objetos, tampouco com objetos

constituidos por diversos materiais.

A metodologia para construcao de SPs ja foi utilizada com sucesso na PUC-Rio, em
aplicagoes na drea de geologia (reconstituicao de movimentos geoldgicos). Por requerer
um investimento maior e, por sua aplicacao, em geral, ser mais complexa, a metodologia
para construcao de SEs ainda nao foi utilizada numa aplicacao real. O autor acredita
que a sua utilizacdo seja tao bem sucedida quanto a sua versao bi-dimensional. No

entanto, resta aplica-la concretamente.

Um ponto que néo foi abordado aqui diz respeito a construcao de algoritmos para
tratar geometrias curvas. Embora a metodologia seja aplicavel a qualquer tipo de geo-
metria, resta ainda a tarefa de implementar as fungoes padrao para varios tipos de geo-

metria utilizadas na préatica. A principal dificuldade reside em determinar intersecoes.
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O autor também acredita que a melhor forma de tratar geometria curva seja através
de aproximacoes poliedrais, seguida de uma etapa de refinamento do resultado obtido,
através de métodos numéricos, conforme apresentado nas secoes 4.5 e 5.5. Seria bastante
interessante comparar os resultados obtidos com esta técnica com aqueles obtidos com

um tratamento geométrico direto.

Um outro ponto interessante é o desenvolvimento de técnicas que permitam a vi-
sualizacao de objetos com estruturas internas, ou compostos por diversos materiais.
Estas técnicas poderiam valer-se de cortes feitos em determinados pontos do objeto, de

transparéncia, ou de modelos explodidos.

Por fim, sugere-se a aplicacao na construcao de malhas para modelos de elementos

finitos tri-dimensionais, utilizando algoritmos para triangulacao espacial.
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APENDICE

REPRESENTACAO POR FRONTEIRA

Uma representacao por fronteira (BRep) caracteriza um sélido apenas pela sua
fronteira, considerada como sendo composta por um conjunto de faces, coladas umas as
outras, formando o envoltorio fechado do sélido. A descricao geométrica da superficie
que o delimita, mais uma orientacao topologica que permita estabelecer, para cada
ponto da superficie, de qual lado o interior do sélido esta, constitui uma representacao
nao ambigua. Esta descricao tem duas partes: a descricao topologica da conectividade e
orientacao de vértices, faces e arestas e uma descricao geométrica para mergulhar estes

elementos de superficie no espaco.

Boa parte dos trabalhos desenvolvidos, até hoje, requerem que a superficie, re-
presentada por uma BRep, seja uma variedade de dimensao 2, orientada, fechada e
mergulhada no ®3. Uma variedade ¢ orientédvel quando é possivel distingiiir entre cada
um dos seus dois lados. As propriedades topoldgicas das variedades sao bem conheci-
das, existindo uma teoria matematica bastante rica para descrevé-las. Entretanto, sua
utilizacao, em um esquema de representacao, ¢ recente. Mais recente, ainda, sao as
extensoes para representacoes non-manifold necessarias, particularmente, pelo fato de
uma operacao booleana regularizada, entre dois objetos manifold, poder produzir um

objeto non-manifold como resultado.

A estrutura de dados mais antiga utilizada para armazenar a topologia de um
poliedro foi desenvolvida, no inicio da década de 70, por Baumgart [BAUMT2] e é
conhecida como winged-edge. Ela descreve objetos poliédricos manifold por trés tabelas,
que armazenam informacoes a respeito da conectividade entre vértices, faces e arestas.
A nomenclatura utilizada, neste apéndice, esta descrita a seguir:

e um modelo é um espaco topologico tri-dimensional de modelagem composto por
uma ou mais regioes.
e uma regiao ¢ um volume espacial. Existe pelo menos uma regiao em um modelo

e apenas uma regiao ilimitada.
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e uma casca é um conjunto de faces que delimita uma regiao. Uma casca pode ser
formada apenas por arames, ou, até mesmo, por um unico vértice, sendo chamada,
neste caso, de casca pontual.

e uma face é uma porcao conexa e limitada de uma superficie. Ela esta orientada
e sua fronteira é formada por um ou mais ciclos. Um dos ciclos representa a sua
fronteira externa e os demais (se existirem ) sao chamados anéis e representam furos.

e um ciclo é um conjunto conexo e ordenado de vértices e arestas (alternadamente).
Um ciclo pode consistir de um tnico vértice, sendo chamado, neste caso, de ciclo
pontual.

e uma aresta é um conjunto (ndo ordenado) de dois vértices (nao necessariamente
distintos).

e um arame ¢é uma aresta que nao pertence a uma face.

e um vértice é um ente topolégico associado a um ponto do R3.

e quando uma aresta pertence a exatamente uma face diz-se tratar de uma aresta
livre.

o duas faces S e () de um objeto P estao encadeadas quando existe uma seqtiéncia
de faces {Fy, F3, ..., F,,} de P com:

(1) Fi =Se F, =Q;
(2) Fi N Fi;1q é uma aresta comum a F; e Fi4q, parat=1,n— 1.

e um ciclo B de um objeto P é um bordo quando puder ser formado, unicamente,
pelas arestas livres de um subconjunto de faces de P.

e um objeto aberto possui arestas livres, enquanto um fechado, nao.
A.1 Férmulas de Euler-Poincaré

Os dados armazenados em uma BRep sao informacoes simbélicas, ou seja, podem
descrever topologias inconsistentes, caso nao haja um sélido manifold cujos vértices,
faces e arestas satisfacam as relacoes de adjacéncia especificadas. Para evitar isto, e
garantir que apenas dados topologicos consistentes estao armazenados, foram encon-
tradas algumas férmulas que relacionam o ntmero de vértices, faces e arestas numa
topologia valida. Estas férmulas estabelecem condi¢oes necessarias, mas nao suficien-

tes. Condicoes suficientes sao abordadas na secao A.2.
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A base para todas estas formulas é o teorema de Euler que, descoberto em 1758,
afirma que para todo poliedro com V vértices, A arestas e F faces vale: V — A+ F = 2.

Esse teorema é demonstrado por inducdo em [LIMAST].

Um poliedro P é a reuniao de um numero finito de poligonos simples chamados
de faces de P. Os lados destes poligonos sao as arestas de P e os vértices das faces
sao os vértices de P. No entanto, o teorema de Euler s6 é valido para poliedros que
satisfacam as seguintes condicoes:

e cada aresta pertence a exatamente duas faces.
e duas faces quaisquer estao encadeadas.

e todo ciclo é um bordo.

Se o poliedro for homeomorfo a uma esfera, estas condi¢oes estarao satisfeitas (mas isto
é um resultado profundo de topologia). Em particular, isto vale para poliedros convexos,
que sao poliedros que sempre se situam do mesmo lado de qualquer plano que contenha

uma de suas faces (inico tipo de poliedro considerado por Euler em sua demonstracao).

Foi Poincaré em 1893, o primeiro matematico a compreender que o teorema de
Euler é um teorema de topologia, e ndo de geometria, ao notar que o ntimero V — A+ F

é um invariante topologico do poliedro P.

Poincaré mostrou que se um poliedro P com V vértices, A arestas e F' faces é

homeomorfo a um poliedro P’ com V' vértices, A" arestas e F' faces, entao:
V_A4+F=V —A 4+ F = X(P) (caracteristica de Euler-Poincaré).

Para todo ntumero inteiro n, existe um poliedro P com yx(P) = n. Por exemplo, os
poliedros homeomorfos a esfera possuem caracteristica igual a 2 e os homeomorfos a 1

ou 2-toros, caracteristica igual a 0 ou -2, respectivamente.

Considerando a possibilidade de que os sélidos tenham buracos, mas que continuem
limitados por uma tnica superficie manifold conexa, deve-se utilizar uma outra férmula.

E sabido que estes sélidos sao topologicamente equivalentes a esferas com zero ou mais

alcas (ou n—toros) [ZEEMT79]. O ntmero de alcas é chamado de genus da superficie.
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Generalizando, com genus G, o ntmero de vértices, faces e arestas estao relacionados

pela férmula de Euler-Poincaré:
V—A+F-2(1-G)=0.

Para considerar sélidos que tenham bolhas internas, separadas por superficies manifold
fechadas, chamadas cascas, e que suas faces, embora ainda conexas, possuam fronteiras
desconexas formadas por varios ciclos, existe a formula de Euler-Poincaré estendida.
Seja S o numero de cascas, L o numero total de ciclos e G a soma dos genus de cada

casca, entao:
V—A+F—-(L-—F)—2(5S—G)=0, paraobjetos fechados.

V—A+F—-(L-—F)—(5S—-G)=0, paraobjetos abertos.

A.2 Solidos manifold

O objetivo desta secao é fornecer condicoes, necessarias e suficientes, para caracte-

rizar um solido. A apresentacao segue de perto a abordagem apresentada em [HOFF89].

Até agora, ainda, nao foi dada uma definicao formal do que se considera um solido.
O objetivo é caracterizar um solido como um poliedro topologico, ou seja, uma variedade
de dimensao 3 e com fronteira compacta. Esta definicdao caracteriza um sélido como um
objeto tri-dimensional. Em uma BRep, no entanto, tem-se apenas a descricao da sua
fronteira. Deve ser encontrada, entdao, uma conexao entre a estrutura do sélido e a

estrutura topologica da sua fronteira, o que requer o conceito de orientabilidade.

Para caracterizar variedades, de dimensao 2 e 3, em termos de complexos simpli-
ciais, vao-se usar os seguintes teoremas [HOFF89]:
e Uma variedade de dimensao 2 sem fronteira é homeomorfa a um complexo simplicial
C' de dimensao 2, satisfazendo as seguintes restri¢oes:
1) todo 1-simplexo de C delimita exatamente dois 2-simplexos.
2) todos os simplexos incidentes a um 0-simplexo de C' formam uma triangulagao

do circulo.
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o Uma variedade de dimensao 3 sem fronteira é homeomorfa a um complexo simplicial
C' de dimensao 3, satisfazendo as seguintes condicoes:

1) todo 2-simplexo de C delimita exatamente dois 3-simplexos.

2) todos os simplexos incidentes a um 0-simplexo de C' formam uma triangulagao
da esfera. Para incluir variedades com fronteira, basta permitir que possam
formar, alternativamente, uma triangulacao do disco.

o A fronteira de uma variedade de dimensao 3, conexa, com fronteira e mergulhada
no R* é uma variedade de dimensao 2, orientével, sem fronteira e mergulhada no
R3.

e Uma variedade é orientavel se, e somente se, qualquer uma das suas triangulacoes
for orientavel. Logo, a orientabilidade de uma variedade de dimensao 2 pode ser

estabelecida pela orientacao do complexo simplicial que a triangula.

Orienta-se um 2-simplexo, ordenando-se ciclicamente os seus vértices. Em geral,

um d—simplexo possui exatamente duas orientacoes.

Sejam S e S’ dois 2-simplexos, de um complexo simplicial C, adjacentes a uma
mesma 1-face S". Entao, S e S’ estao orientados coerentemente se as orientagoes

de S", induzidas por S e S', sao opostas.

Seja C' uma triangulacdo de uma variedade de dimensao 2, conexa. Entao, C é
orientavel se todos os seus 2-simplexos adjacentes puderem ser orientados coerente-

mente.

Um ponto p, nao pertencente a uma variedade M de dimensdo 2, esta no interior
de M quando existe uma triangulacao C' de M satisfazendo as seguintes condicoes:
1) existe um 2-simplexo S de C, orientado como (pg, p1,p2), cujos pontos correspon-
dentes de M sao vistos, a partir de p, no sentido anti-horario.

2) existe um ponto ¢, na imagem de S, tal que o segmento (p, ¢) s6 intercepta M em gq.

Com esta definicao, é possivel mostrar que M particiona o R em dois conjuntos abertos;
o primeiro consistindo dos pontos interiores a M e o segundo, consistindo dos pontos

que nao estao no interior ou sobre M (conjunto dos pontos exteriores).
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Agora, é possivel apresentar uma definicao completa para um solido manifold:

Defini¢gao: Um sélido manifold A, com uma tinica casca, é uma variedade de dimensao
3, conexa, com fronteira e mergulhada no ®2. A fronteira A de A é uma variedade de
dimensao 2, compacta, sem fronteira, mergulhada no ®*, com variacao limitada e estd
orientada de tal forma que A consiste do conjunto de pontos interiores a 0A, juntamente

com os pontos de JA.

A.2.1 Operadores de Euler (EOps)

Conceitualmente, EOps sdo as ferramentas basicas para criar e modificar, consis-
tentemente, a topologia (da fronteira) de objetos manifold. Eles podem criar superficies
fechadas e modificar estas superficies adicionando ou eliminando vértices, faces ou ares-
tas. Tradicionalmente, os EOps possuem nomes da forma mazky, com m significando
make e k significando kill; z e y indicam o tipo do elemento topolégico criado ou des-

truido.

Reescrevendo a féormula de Euler-Poincaré estendida, com R = (L — f), tem-se que:
V-—A+F+4+2G—-R-25=0.

Esta formula pode ser considerada como a equacao de um hiperplano de dimensao 5
em um espago de dimensao 6 (na realidade, trata-se de um reticulado, onde cada ponto

representa uma topologia valida para um objeto):
VZ.X =0; X=(V,AFGRS), Z(X)=V-A+F+2G—-R-25.

Com este ponto de vista, os EOps podem ser imaginados como vetores de transicao

no reticulado do subespaco de dimensao 5, definido pela férmula de Euler-Poincaré

estendida [WILSS85].

Bastam cinco EOps [BRAIS0] para descrever todos os objetos que satisfazem a
férmula de Euler-Poincaré estendida. Estes cinco EOps formam o conjunto minimo de
operadores necessarios para criar qualquer objeto manifold e sao uma base para o plano

Euleriano.
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Vv A F G R S

mewv 1 1 0 0 O 0

mef 0 1 1 0 O 0

4 mo fs 1 0 1 0 O 1
kfmrg | O 0 -1 1 1 0
kemr 0 -1 0 0 1 0
1 -1 1 2 -1 =2

9 -5 2 -2 3 1

3 5 -2 2 =3 -1

4 11 -3 7 2 -2 3 1
121 -6 2 4 8 —6 2

3 5 =2 2 9 -1

-6 -2 8 4 -6 -2

Cada transicao no plano Euleriano pode ser representada como uma combinacao
linear dos cinco EOps escolhidos. Seja p a transicao desejada e § o ntimero de aplicacoes
necessarias de cada EOp, entdo, p = gA ou ¢ = pA~!. Um valor diferente de zero para
ge¢ indica que o vetor p nao representa, de fato, uma transicao no plano Euleriano. Um
valor negativo em ¢; indica que deve ser aplicado o EOp inverso (kev, kef, ...). Como
exemplo, considere o tetraedro com 4 vértices, 6 arestas, 4 faces e 1 casca. Neste caso,

para descobrir o nimero de transi¢oes necessarias, basta fazer:
(4,6,4,0,0,1).A7" =(3,3,1,0,0,0),
que corresponde a 3 mev, 3 mef e 1 mvfs.

Os EOps servem para realizar operacoes topologicas que irdao modificar a topologia
de um objeto. O nimero de EOps, e a funcao de cada um, num sistema de modelagem
geométrica, é arbitrario. Deve-se frisar que todo EOp possui um EOp inverso que

cancela a operacao executada. Os EOps formam um conjunto completo de primitivas

de modelagem para sélidos manifold [MANT84].
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A.3 Solidos Non-Manifold

Um sélido non-manifold pode ser considerado como a imersao de varios sélidos ma-

fold j ite- iedad to-int t 3 tri -
nifold, ou seja, permite-se que as variedades se auto-interceptem no >, mas restringem
se as intersecoes as dimensoes 0 ou 1. Os objetos sao variedades topologicas, mas o seu

mergulho no R* permite a coincidéncia geométrica de estruturas topolégicas distintas.

Para identificar os diversos solidos mansifold, triangula-se o solido non-manifold
e consideram-se os pontos interiores do complexo simplicial resultante. Estes se de-
compoem em varios conjuntos abertos e conexos, cada um dos quais pode ser entendido

como o interior de uma variedade de dimensao 3, com fronteira e imersa no R3.

Revertendo o processo, define-se um sélido non-manifold como sendo homeomorfo
a um complexo simplicial de dimensao 3, cujos pontos interiores sao uma variedade
de dimensao 3, mergulhada no R* e com variacao limitada. O fecho do conjunto de
pontos cria uma fronteira compacta e de variacao limitada. Em particular, isto implica
que a fronteira de um sélido non-manifold pode ser triangulada sem conter 2-simplexos

degenerados (com area nula).



