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Luiz Cristoṽao Gomes Coelho

14 de setembro de 1998



Luiz Cristoṽao Gomes Coelho

Modelagem de cascas com intersec¸ões paraḿetricas
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À Profa. Clarisse Sieckenius de Souza pelos ensinamentos de ciˆencias cognitivas e se-
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Resumo

Apresenta-se uma metodologia para modelagem de cascas para elementos finitos definidas em

superf´ıcies param´etricas. A metodologia consiste na criac¸ão de curvas e gerac¸ão de malhas sobre

os retalhos param´etricos constru´ıdos com base nestas curvas, que tamb´em são usadas para a co-

nexão de malhas adjacentes. O modelo final ´e uma representac¸ão de todas as malhas combinadas

em umaúnica estrutura de dados.

As ferramentas b´asicas para gerac¸ão de tais malhas s˜ao uma interface para modelagem de

curvas espaciais e os algoritmos geom´etricos para construc¸ão de mapeamentos nos dom´ınios

elementares. O problema central em modelagens compostas ´e o tratamento dado `as malhas

em superf´ıcies que se interceptam. Um algoritmo capaz de modelar com precis˜ao as curvas

de intersec¸ão e de ajustar as duas malhas para as novas restric¸ões geradas ´e apresentado neste tra-

balho. O algoritmo ´e parte de um programa completo para modelagem interativa de cascas, que

tem sido usado no projeto de grandes sistemas flutuantes para explotac¸ão de petr´oleo emáguas

profundas. O uso de uma variante da estrutura de dados DCEL, que usa ´arvores de ordenac¸ão

espacial para armazenar as entidades topol´ogicas ao inv´es de listas ou vetores, permite que ma-

lhas bastante refinadas sejam reconstru´ıdas em tempo compat´ıvel com o trabalho interativo. Estas

árvores aceleram os c´alculos de intersec¸ão necess´ariosà determinac¸ão dos pontos de interpolac¸ão

das curvas detrimming, permitindo tamb´em a reconstruc¸ão das malhas usando-se apenas consul-

tas locais.



Abstract

We present a methodology for modeling finite-element meshes defined on parametric surface

patches. The idea is to build curves and generate meshes over the parametric patches built with

these curves, which also connect adjacent meshes. The final model is a representation of all

meshes combined into a single data structure.

The basic tools to generate such meshes are the user interface to model space curves and

the geometric algorithms to construct the elementary domain mappings. The main problem in

composite modeling is how to handle mesh surfaces that intersect each other. We present an

algorithm that models the intersection curves precisely and adjusts both meshes to the newly

formed borders. The algorithm is part of an interactive shell modeling program, which has been

used in the design of large offshore oil structures. We avoid unacceptable interaction delays by

using a variant of the DCEL data structure that stores topological entities in spatial indexing trees

instead of linked lists. These trees speed up the intersection computations required to determine

points of the trimming curves, and also allows mesh reconstruction using only local queries.



Sumário

1 Introduç ão 1
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

Modelagem de superf´ıcies e gerac¸ão de malhas s˜ao problemas importantes emComputer Aided

Geometric Design, especialmente em aplicac¸ões de engenharia, onde o m´etodo dos elementos

finitos é usado para simular o comportamento de modelos de cascas. Diversos tipos de pro-

jetos de engenharia, tais como: autom´oveis, sistemas flutuantes, fuselagem e asas de avi˜oes,

turbinas, compressores, etc, dependem de um modelador capaz de produzir as diferentes for-

mas geom´etricas e de definir malhas de elementos finitos para representar os modelos com pre-

cisão nas simulac¸ões num´ericas. Muitas destas estruturas apresentam um n´ıvel de complexidade

geométrica muito alto, de forma que dificilmente podem ser modeladas manualmente ou mesmo

pelo desenvolvimento de algoritmos espec´ıficos improvisados para cada problema.

Em simulac¸ões num´ericas adaptativas, existe a necessidade de redefinic¸ão da malha a ca-

da passo, sem a alterac¸ão da geometria do modelo. Este processo pode alterar a malha nas fron-

teiras do objeto e a´ı surge a necessidade de se conectar o simulador num´erico com o modelador

geométrico [63]. Em duas dimens˜oes, as informac¸ões de fronteira s˜ao as curvas de bordo, bastan-

do que se tenha uma descric¸ão geom´etrica cont´ınua destas curvas, lanc¸ando-se m˜ao de algoritmos

de reconstruc¸ão da malha. Em trˆes dimens˜oes, as fronteiras s˜ao superf´ıcies necessariamente cur-

vas em algumas modelagens, e a gerac¸ão adaptativa da malha, formada por elementos s´olidos ou

bidimensionais, exige um modelador capaz de reconstruir as malhas automaticamente.

As diversas formas de abordagem do problema de modelagem de superf´ıcies apresentam

alguns aspectos que podem ser identificados e que s˜ao decisivos para o processo de modelagem:

os objetos primitivos utilizados, as estruturas de dados que os representam, a interface com o

usuário, e os algoritmos geom´etricos de construc¸ão, são tópicos fundamentais em modelagens de

superf´ıcies, ou de retalhos de superf´ıcies1.

1Os retalhos de superf´ıcie, que indicam superf´ıcies limitadas por curvas de bordo, s˜ao muitas vezes referenciados

neste texto e em outros trabalhos apenas como retalhos.
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Uma forma intuitiva de se construir modelos complexos consiste em combinar v´arias su-

perfı́cies geradas individualmente em uma ´unica representac¸ão, recortando as regi˜oes excedentes

determinadas pelas intersec¸ões. Para que este tipo de modelagem seja produtiva, o problema de

intersec¸ão entre dois retalhos limitados deve ser resolvido de forma eficiente e robusta. Mais

até do que o problema de intersec¸ão entre dois retalhos, em modelagens de estruturas com-

postas por v´arias superf´ıcies, é muito comum ocorrerem v´arias intersec¸ões entre um retalho e

vários outros, de forma que tais situac¸ões tamb´em devem ser tratadas. Tanto a reconstruc¸ão

de malhas quanto o c´alculo de intersec¸ões entre superf´ıcies são campos ativos de pesquisa [2–

4, 32, 42, 48, 49, 51, 55, 83].

1.1 Exemplo de modelagem intuitiva

Para apresentar o tipo de modelagem que ´e abordado nesta tese, a Figura 1.1 mostra a construc¸ão

de um modelo de placa com furo feito com as t´ecnicas tradicionalmente usadas em duas di-

mensões [37, 38]. A Figura 1.1a mostra as curvas de bordo que especificam as subdivis˜oes pla-

nares na placa. A Figura 1.1b mostra quatro malhas geradas por mapeamentos bilineares radiais

feitos com as curvas de bordo. A obtenc¸ão de uma malha ´unica que representa estes mapea-

mentos pode ser feita com a identificac¸ão dos vértices comuns sobre as curvas internas, e pela

criaç̃ao de uma ´unica lista de v´ertices e de elementos. Nesta abordagem, todas as curvas devem

ser especificadas antes de se aplicar a t´ecnica de mapeamento para gerac¸ão das malhas internas

às regiões.

Uma alternativa para a criac¸ão deste modelo ´e mostrada na Figura 1.2. Tal construc¸ão é

feita inicialmente pela gerac¸ão de uma malha prim´aria, que representa a placa completa, sem o

furo. Em seguida, faz-se a identificac¸ão da curva que representa o furo, alterando-se localmente

a malha. Os elementos internos ao furo, limitados por esta curva de recorte, s˜ao removidos e a

malha est´a completa.

Se um novo furo deve ser definido nos modelos das Figuras 1.1 e 1.2, com as t´ecnicas

existentes [38, 64] pode-se refazer a malha usando uma triangulac¸ão de Delaunay com a gerac¸ão

de novos pontos no interior de toda a regi˜ao mapeada, como mostra a Figura 1.3a. A Figura 1.3b

mostra como a malha da Figura 1.2 seria redefinida com a modelagem alternativa por alterac¸ões

locais e remoc¸ão dos elementos internos ao novo furo.

A técnica de modelagem adotada neste trabalho usa retalhos tridimensionais, onde as ma-

lhas primárias definidas sobre as superf´ıcies são alteradas localmente pelo algoritmo de intersec¸ão

desenvolvido (Cap´ıtulo 3). Este algoritmo considera tanto as representac¸ões param´etricas das

duas superf´ıcies envolvidas quanto as malhas definidas sobre elas. As regi˜oes a serem recortadas

2



(a) Curvas de bordo das subregi˜oes. (b) Malhas bilineares.

Figura 1.1: Modelagem tradicional da placa com furo com malhas radiais bilineares.

são identificadas posteriormente pelo usu´ario, por apontamento simples. As malhas mostradas

nas Figuras 1.2b e 1.3b foram geradas com esta t´ecnica. A Figura 1.4 mostra as curvas usadas

na definiç̃ao da malha da superf´ıcie planar da Figura 1.3b, e dos cilindros que atravessam a ma-

lha plana. As malhas das superf´ıcies cilı́ndricas ortogonais `a placa foram usadas nas definic¸ões

das curvas de intersec¸ão e nas alterac¸ões locais da malha, tendo sido removidas para facilitar a

visualizaç̃ao.

O exemplo da superf´ıcie planar apenas exemplifica o processo de modelagem utilizado,

pois o objetivo desta tese ´e a construc¸ão de superf´ıcies de cascas compostas tridimensionais com

variadas representac¸ões param´etricas. Objetiva-se tratar, principalmente, os casos em que as

curvas de intersec¸ão são muito difı́ceis de serem constru´ıdas interativamente, e tamb´em onde a

redefiniç̃ao das superf´ıcies com as curvas de intersec¸ão produzem deformac¸ões indesej´aveis do

modelo original, como ´e mostrado no Cap´ıtulo 3. A Figura 1.5 mostra um encontro t´ıpico entre

duas cascas que exemplifica a dificuldade de modelagem interativa da regi˜ao de intersec¸ão. A

parte central da placa cil´ındrica, que apenas pode ser identificada ap´os os cálculos de intersec¸ão,

foi removida para facilitar a visualizac¸ão da malha na superf´ıcie tubular mostrada na Figura 1.5.

Comoé apresentado ao longo desta tese, esta t´ecnica de modelagem se mostra produtiva

em três dimens˜oes pois a reparametrizac¸ão das superf´ıcies usando-se as curvas detrimmingpode

não produzir representac¸ões satisfat´orias, além de ser muito dif´ıcil especificar novas regi˜oes para

aplicaç̃ao das t´ecnicas de mapeamentos elementares em muitos casos.
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(a) Curvas de bordo etrimming. (b) Malha ap´os intersec¸ão e remoc¸ão do furo

central.

Figura 1.2: Modelagem da placa com furo usando-se a t´ecnica proposta.

1.2 Trabalhos correlatos

Dois métodos b´asicos de intersec¸ão entre superf´ıcies param´etricas têm sido usados em aplicac¸ões

de engenharia: os m´etodos de marcha ou continuac¸ão [2–4, 77], e os m´etodos de decomposic¸ão

[32, 42, 48]. Nos m´etodos de marcha, determina-se a curva de intersec¸ão caminhando-se pelas su-

perfı́cies em três dimens˜oes, estimando-se a direc¸ão do vetor tangente `a curva em cada passo. Nos

métodos de decomposic¸ão, subdividem-se os espac¸os param´etricos dos retalhos em retˆangulos,

usando-se osbounding boxesrelativos a estes intervalos para se testar as intersec¸ões. A soluc¸ãoé

refinada at´e que uma determinada precis˜ao seja alcanc¸ada. Esta precis˜aoé proporcional ao tama-

nho das duas superf´ıcies envolvidas, e `a complexidade das curvas de intersec¸ão. Uma discuss˜ao

mais detalhada sobre estes m´etodosé apresentada na Sec¸ão 2.3.

Os trabalhos sobre intersec¸ões param´etricas de superf´ıcies abordam o problema do ponto

de vista geom´etrico, ou seja, da definic¸ão precisa das curvas de intersec¸ão [3], tentando contornar

as dificuldades num´ericas envolvidas. Os trabalhos que apresentam t´ecnicas de reconstruc¸ão das

malhas sobre as superf´ıcies determinam as curvas de intersec¸ão e fazem a completa redefinic¸ão

da malha, muitas vezes usando t´ecnicas de triangulac¸ões [51].

Uma outra abordagem ´e feita por Lo [55], que considera malhas de elementos triangulares

para a representac¸ão das superf´ıcies envolvidas, fazendo a reconstruc¸ão local destas malhas pela

redefiniç̃ao dos elementos na regi˜ao de intersec¸ão, de forma a considerar as curvas de intersec¸ão,
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(a) Triangulac¸ão de Delaunay. (b) Alteraç̃ao local da malha.

Figura 1.3: Modelagens da placa com dois furos.

que são determinadas pelas intersec¸ões entre os elementos planares. Entretanto, o algoritmo de

Lo não considera as poss´ıveis representac¸ões cont´ınuas que as superf´ıcies que originam as malhas

podem apresentar, de forma que as curvas de intersec¸ão e, conseq¨uentemente, as novas faces

geradas, podem n˜ao corresponder fielmente `as descric¸ões originais. Este problema ´e discutido

também na Sec¸ão 3.1.

1.3 Contribuições originais

Esta tese aborda as quest˜oes de modelagem de retalhos compostos (ou simplesmente modelagem

composta) sob os aspectos de precis˜ao geom´etrica com o uso de representac¸ões param´etricas para

curvas e superf´ıcies, interface com o usu´ario, e estruturas de dados. A metodologia de modelagem

usada se assemelha `a Constructive Solid Geometry[46], mas usa os retalhos de superf´ıcie como

objetos primitivos e mant´em as malhas originais sobre estes retalhos inalteradas fora das regi˜oes

em que eles se interceptam. As malhas geradas podem ser usadas em simulac¸ões num´ericas por

elementos finitos de casca, pois possuem boa qualidade geom´etrica.

As curvas espaciais s˜ao usadas como elemento b´asico de modelagem das superf´ıcies.

Considera-se um ambiente onde os retalhos s˜ao definidos por curvas param´etricas de bordo. De

particular importância no tipo de modelagem abordada nesta tese, as superf´ıcies de Coons [27]

são definidas por curvas em todos os bordos e, em muitos casos, representam satisfatoriamente

a intenç̃ao de modelagem em superf´ıcies definidas por sec¸ões transversais, como ´e o caso dos
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Figura 1.4: Curvas usadas na modelagem da placa com dois furos.

cascos de muitos sistemas flutuantes. O usu´ario define discretizac¸ões para as curvas de bordo

que são usadas para interpolar uma malha para cada superf´ıcie. A malha finalé a união de todas

as malhas individualmente geradas sobre cada retalho. As superf´ıcies que se interceptam tˆem as

suas malhas automaticamente redefinidas nas regi˜oes de intersec¸ão, e as regi˜oes distintas em cada

malha podem ser identificadas facilmente permitindo a remoc¸ão das regi˜oes que n˜ao fazem parte

da malha final.

Apresenta-se tamb´em um algoritmo totalmente autom´atico para resoluc¸ão do problema

de intersec¸ão entre malhas sobre superf´ıcies param´etricas. Uma das principais caracter´ısticas

respons´aveis pela eficiˆencia desse algoritmo ´e que as buscas necess´arias ao c´alculo das curvas

de intersec¸ão e reconstruc¸ão das malhas s˜ao apoiadas por uma estrutura de dados topol´ogica

cujas principais propriedades s˜ao o uso do espac¸o paramétrico das superf´ıcies para orientac¸ão

das entidades e o uso de ´arvores de busca B-trees [26] e R�-trees [8] para o armazenamento

destas entidades ao inv´es de listas encadeadas. Estas ´arvores de indexac¸ão espacial contribuem

decisivamente para a eficiˆencia global do algoritmo. O algoritmo de intersec¸ões foi implementado

e é parte de um programa completo de modelagem de cascas e gerac¸ão de malhas desenvolvido

ao longo da tese: o MG (Mesh Generator), que têm sido usado com sucesso no projeto de grandes

sistemas flutuantes para explotac¸ão de petr´oleo pelo Centro de Pesquisas da Petrobras (CENPES).

Esta tese enfoca tamb´em alguns aspectos relativos `a geometria de curvas e superf´ıcies, e

aos problemas de interface para a gerac¸ão de cascas compostas. Discutem-se os problemas de

interpolaç̃ao, interface de construc¸ão e representac¸ão de curvas espaciais. Apresenta-se uma me-
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Figura 1.5: Intersec¸ão entre cascas apresentando curva n˜ao planar.

todologia para se definirsweepsgenéricos, usando-se apenas duas curvas e suas subdivis˜oes. Os

aspectos de interface abordados nesta tese apresentam em comum o paradigma de manipulac¸ão

direta, que foi adotado na implementac¸ão do MG. O modelo de interface utilizado ´e resultado

de um trabalho de avaliac¸ão feito com testes-piloto de modelagem, apresentados pelo autor e de

Souza em outro trabalho [22]. A estrutura de dados usada no MG ´e concisa o suficiente para

representar uma grande variedade de estruturas flutuantes e pec¸as mecˆanicas, projetadas pelos

engenheiros do CENPES.

1.4 Organizaç̃ao da tese

O Cap´ıtulo 2 descreve as quest˜oes relativas `a modelagem de cascas, apresentando os aspectos

geométricos envolvidos na modelagem de curvas e superf´ıcies, os problemas e soluc¸ões relati-

vos à interface com o usu´ario para estas construc¸ões, e as caracter´ısticas das estruturas de da-

dos relacionadas ao problema. Ao final de cada sec¸ão, são mostradas as t´ecnicas adotadas na

implementac¸ão do MG. Ainda neste cap´ıtulo, é feita uma revis˜ao dos m´etodos de intersec¸ão

entre superf´ıcies param´etricas que tratam o problema do ponto de vista geom´etrico.

O Cap´ıtulo 3 descreve o algoritmo original desenvolvido, apresentando como s˜ao deter-

minadas as intersec¸ões entre duas superf´ıcies, e como s˜ao reconstru´ıdas as malhas sobre estas

superf´ıcies. É apresentada a estrutura topol´ogica adaptada para conectar as malhas de duas su-
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perfı́cies que se interceptam, e tamb´em como o uso das ´arvores de indexac¸ão espacial reduz o

tempo de processamento dos algoritmos usados. Os dois apˆendices desta dissertac¸ão estão rela-

cionados diretamente com o algoritmo de intersec¸ão e mostram os operadores topol´ogicos que

mantêm consistentemente a representac¸ão bidimensional sobre as superf´ıcies, e tamb´em como

pode ser feita a construc¸ão inicial partindo-se de uma estrutura comum de elementos finitos.

O Cap´ıtulo 4 mostra alguns exemplos do funcionamento do algoritmo de intersec¸ão de-

senvolvido com testes entre pares de superf´ıcies, e modelagens compostas de malhas sobre su-

perfı́cies que se interceptam gerando v´arios componentes conexos, com ˆenfase para os modelos

de estruturas flutuantes e pec¸as mecˆanicas projetados no CENPES.

O Cap´ıtulo 5 mostra as conclus˜oes e as observac¸ões importantes sobre o trabalho desen-

volvido. Algumas propostas para novas pesquisas com base nas t´ecnicas propostas encerram a

tese.
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Caṕıtulo 2

Modelagem de cascas

A descriç̃ao da superf´ıcie completa de muitos modelos usados em simulac¸ões por elementos

finitosé facilitada pelo uso de representac¸ões por partes. Esta caracter´ıstica se acentua em mode-

lagens de sistemas flutuantes, tais como navios e plataformas semi-submers´ıveis, que s˜ao natural-

mente formados por partes distintas (vide Figura 2.1). Um aspecto importante da modelagem ´e

que os encontros entre as superf´ıcies que comp˜oem o modelo devem estar bem representados na

malha de elementos finitos ou de contorno usada na simulac¸ão numérica de projeto. Deve-se usar

então uma metodologia para se conectar as diversas superf´ıcies distintas que formam as partes

para se descrever o modelo completo com uma ´unica representac¸ão de elementos finitos ou de

contorno.

Figura 2.1: Modelo imerso de plataforma semi-submers´ıvel.

O problema de modelagem de retalhos compostos pode ser resolvido com umsoftware

que possua uma boa interface para construc¸ão de curvas espaciais. Com base nestas curvas,

as superf´ıcies podem ser geradas com o apoio de uma estrutura de dados capaz de representar
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concisamente os retalhos individuais e suas adjacˆencias.É particularmente importante que esta

estrutura dˆe suporte aos algoritmos de construc¸ão e intersec¸ão entre os retalhos. Muitos aspec-

tos estão envolvidos com o processo de modelagem de cascas compostas, como a mostrada na

Figura 2.1. Dentre eles, os mais relevantes s˜ao:

1. Modelagem de curvas e superf´ıcies;

2. Gerac¸ão de malhas para elementos finitos;

3. Interface com o usu´ario;

4. Algoritmos geom´etricos (intersec¸ão e interpolac¸ão); e

5. Estruturas de dados.

Neste cap´ıtulo, descreve-se as quest˜oes de modelagem de cascas envolvidas com cada um

destes aspectos. A quest˜ao da intersec¸ão e reconstruc¸ão das malhas em superf´ıcies param´etricasé

abordada detalhadamente no Cap´ıtulo 3, uma vez que a proposta l´a apresentada constitui o n´ucleo

central desta tese. Ao final de cada sec¸ão deste cap´ıtulo, são apresentadas as t´ecnicas escolhidas

para a implementac¸ão do MG.

Inicialmente, apresentam-se os t´opicos geom´etricos e de construc¸ão interativa referentes

à modelagem de curvas espaciais e superf´ıcies (Sec¸ões 2.1 e 2.2), tendo como paradigma b´asico

a manipulac¸ão direta [22]. A Sec¸ão 2.3 apresenta uma revis˜ao dos m´etodos de determinac¸ão das

intersec¸ões entre superf´ıcies param´etricas que n˜ao tratam do problema de malhas. As estruturas

de dados para representac¸ão da modelagem composta s˜ao abordadas na Sec¸ão 2.4.

2.1 Modelagem de curvas

A entidade geom´etrica que representa os bordos e as intersec¸ões entre as superf´ıcies são as cur-

vas espaciais. A utilizac¸ão de curvas na definic¸ão de superf´ıcies é uma metodologia bastante

difundida entre as modelagens baseadas em dom´ınios elementares [44], ou em modelagensfree-

form [15, 43]. As técnicas de modelagem que usam curvas para definir as superf´ıcies e as malhas

poliedrais de elementos finitos geralmente possuem discretizac¸ão associada com as subdivis˜oes

das curvas geradoras. Algumas funcionalidades importantes podem ser identificadas para as cur-

vas em modelagens de superf´ıcies para elementos finitos:

1. Fornecer informac¸ões para a definic¸ão geom´etrica de cada superf´ıcie, individualmente;

2. Limitar as superf´ıcies, definindo retalhos param´etricos e regi˜oes distintas;

3. Representar o contato geom´etrico cont´ınuo entre retalhos que se interceptam; e

4. Gerar e controlar o espac¸amento dos pontos que fazem parte das malhas de todos os reta-

lhos a ela adjacentes.
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As curvas podem n˜ao apresentar uma boa descric¸ão parametriz´avel a priori, como ´e o caso

de curvas que n˜ao são continuamente diferenci´aveis, normalmente resultantes de intersec¸ões entre

retalhos com formulac¸ões distintas. Al´em disso, a modelagem interativa de curvas no espac¸o

não é uma tarefa simples, pois a especificac¸ão das posic¸ões em 3D envolve problemas como

a projeç̃ao do espac¸o tridimensional para o plano da tela do computador, a especificac¸ão da

profundidade da projec¸ão, os problemas defeedback, interfaces para selec¸ão de entidades gr´aficas

e transformac¸ões geom´etricas, dentre outros. Estes aspectos s˜ao discutidos na Sec¸ão 2.1.3.

Apesar destas dificuldades, modeladores comerciais, como o PATRAN [56] e o AN-

SYS [66], apresentam soluc¸ões consistentes para a modelagem de curvas espaciais. Estes mode-

ladores n˜ao tratam, entretanto, do problema de intersec¸ão e reconstruc¸ão das malhas associadas

com a descric¸ão param´etrica das superf´ıcies.

Algumas curvas s˜ao mais facilmente modeladas pela intersec¸ão de duas superf´ıcies sim-

ples do que pela descric¸ão dos pontos de interpolac¸ão. A Figura 2.2 mostra uma curva de

intersec¸ão que n˜aoé continuamente diferenci´avel, resultante da intersec¸ão de dois retalhos com

formulaç̃oes distintas (as faces da regi˜ao detrimmingde um dos retalhos foram suprimidas do

desenho para facilitar a visualizac¸ão da curva).

Figura 2.2: Curva de intersec¸ão entre superf´ıcies distintas.

2.1.1 Interpolaç̃ao paramétrica

O problema cl´assico de interpolac¸ão de curvas passando por pontos persiste como um t´opico

importante de pesquisas [52]. Estabelecendo uma nomenclatura bem simples para o problema,
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tem-se:

P (ti) = Pi; 0 � i � n ; (2.1)

onde osPi são osn + 1 pontos de interpolac¸ão fornecidos (tamb´em chamados de pontos amos-

trais), e0 = t0 < t1 < : : : < tn = 1 são os parˆametros escolhidos para cada um destes pontos.

Dependendo do tipo de curva e da parametrizac¸ão utilizados, obtˆem-se resultados bastan-

te distintos. Como pode ser demonstrado pela teoria de vigas (videduck spline[74]), polinômios

cúbicos representam muito bem B-splines que passam por pontos que funcionam como restric¸ões

ou apoios. Além de ser desej´avel em modelagens interativas, o controle local promove o de-

sacoplamento do sistema de equac¸ões, necess´ario à determinac¸ão dos parˆametros de B-splines

cúbicas. Este fato torna o c´alculo bastante r´apido (o sistema de equac¸ões que resolve o problema

é tri-diagonal), sendo recomend´avel para alterac¸ões promovidas por eventos domouse, tais como

movimentac¸ão, inserc¸ão ou remoc¸ão de novos pontos de controle.

Parametrizações

Muitos trabalhos enfocam o problema da escolha das parametrizac¸ões para definic¸ão de B-splines

interpolantes baseando-se nos objetivos da modelagem e, muitas vezes, em heur´ısticas espec´ıficas

para cada caso. A escolha mais imediata ´e a parametrizac¸ãouniforme, que considera os trechos

igualmente espac¸ados, ou seja:

ti = i=n : (2.2)

Se os pontos amostrados para determinac¸ão da curva possuem espac¸amento (distˆancia euclidiana)

constante, o que raramente se pode garantir, esta parametrizac¸ão fornecer´a bons resultados.

Como normalmente a parametrizac¸ão uniformeé insatisfat´oria, uma boa alternativa ´e pon-

derar os parˆametros baseando-se na distˆancia relativa entre os pontos consecutivos (chord length).

Assim tem-se:

ti � ti�1 =
jPi � Pi�1jPn

j=1 jPj � Pj�1j
: (2.3)

Com pontos igualmente espac¸ados, as equac¸ões 2.2 e 2.3 fornecem parˆametros idˆenticos.

Lee [52] apresenta um novo tipo de parametrizac¸ão, chamada decentrı́peta, que atrav´es

de limitaç̃oes impostas na definic¸ão do cálculo das variac¸ões dos parˆametros considera, al´em da

distância, a “força centr´ıpeta” relacionada com as curvaturas experimentadas nos pontos amos-

trais. Lee questiona se uma parametrizac¸ão pelo comprimento do arco (arc length), que pode

ser obtida atrav´es de iterac¸ões repetidas [1, 12, 28, 82], fornece a melhor forma por representar
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a trajetória de uma part´ıcula com velocidade constante. Lee argumenta que, quando um carro

experimenta uma trajet´oria que passa por pontos desalinhados, n˜ao tenta naturalmente fazˆe-lo

com velocidade constante. Na realidade, a velocidade ´e proporcional ao conforto que o motorista

experimenta ao dirigir com seguranc¸a, sendo dependente da acelerac¸ão centr´ıpeta. Baseando-se

nestes aspectos, Lee prop˜oe a seguinte formulac¸ão:

ti � ti�1 =
jPi � Pi�1j1=2Pn�1

j=1 jPj � Pj�1j1=2
: (2.4)

Esta formulac¸ão, com pontos espac¸ados desigualmente, fornece resultados melhores, do ponto

de vista de variac¸ão suave das curvaturas, do que as parametrizac¸ões uniforme,chord length, e

arc length. De novo, se os pontos forem igualmente espac¸ados, os resultados de 2.2, 2.3, e 2.4

são os mesmos.

Uma outra parametrizac¸ão, apresentada por Foley e Nielson [40], define:

ti � ti�1 = di

"
1 +

3

2

�̂idi�1

di�1 + di
+

3

2

�̂i+1di+1

di + di+1

#
; (2.5)

ondedi = jPi � Pi�1j, �̂i = min(���i; �=2), e�i é oângulo formado porPi�1; Pi; Pi+1. O va-

lor �̂i é chamado dêangulo exterior ajustado; à medida em quê�i cresce, a variac¸ão param´etrica

aumenta de um intervalo que est´a entre 1 e 4 vezes o valor do comprimento da corda.

Uma propriedade que distingue a parametrizac¸ão uniforme das outras trˆesé que ela ´e a

única invariante sob transformac¸ões afins, em sua formulac¸ão básica. Nielson [65] mostra como

uma normalizac¸ão no cálculo das distˆancias torna as parametrizac¸ões dadas pelas Equac¸ões 2.3,

2.4 e 2.5 invariantes sob transformac¸ões afins.

Farin [35] mostra algumas comparac¸ões entre as parametrizac¸ões citadas, com exemplos

bastante elucidativos, no que diz respeito `a variaç̃ao das curvaturas experimentadas pelas curvas

quando se interpola pontos desigualmente espac¸ados. Com base nestes resultados, decidiu-se

usar no MG curvas B-splines c´ubicas por partes com continuidadeC2 (com relac¸ão ao parˆametro

global que as define), e a parametrizac¸ão dada pela Equac¸ão 2.5.

Condições de contorno

Supondo-sen segmentos c´ubicos entren + 1 pontos de interpolac¸ão (vide Figura 2.3), tˆem-se

4n graus de liberdade a serem determinados no sistema de equac¸ões formado. Se a resoluc¸ão do

sistema for tratada como curvas de B´ezier locais, devem ser obtidos quatro pontos de controle em

cada um dosn trechos. As propriedades interessantes que se apresentam por heranc¸a das curvas

de Bézier (fecho convexo, controle local, invariˆancia por transformac¸ões afins, simetria, precis˜ao

linear, interpolac¸ão linear e variac¸ão reduzida) justificam a adoc¸ão deste tipo de representac¸ão.
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Figura 2.3: Curva interpolante com controle local por B´eziers em cada trecho.

As condiç̃oes de contorno do problema fornecem as restric¸ões que tornam o sistema de-

terminado. Os pontos de interpolac¸ão são os mesmos para cada um dos trechos adjacentes, o que

fornece2n restriç̃oes ao problema. Mais2(n�1) restriç̃oes são obtidas com as condic¸ões de con-

tinuidade param´etrica da primeira e segunda derivadas em cada ponto de conex˜ao. Restam dois

graus de liberdade a restringir para que o sistema fique determinado. Estas duas condic¸ões adi-

cionais podem ser associadas `as curvaturas ou `as tangentes nos pontos extremos,P (t0) eP (tn).

Quando os vetores tangentes nos dois extremos s˜ao conhecidos, o sistema fica determinado, e es-

te tipo de interpolac¸ão recebe o nome declamped ends. Adotou-se a implementac¸ão da condic¸ão

naturalou relaxada, que corresponde a curvaturas nulas nos extremos, ou seja:P
00

(t0) = 0 e

P
00

(tn) = 0.

Para o tratamento de curvas e superf´ıcies fechadas, ou que apresentam auto-intersec¸ões,

este trabalho adota a filosofia de particionamento. Todas as curvas fechadas devem ser sub-

divididas, mantendo-se as condic¸ões de contorno nos pontos de subdivis˜ao, de forma a garantir

a continuidadeC2. Este procedimento evita os problemas topol´ogicos que inviabilizariam o uso

das estruturas de dados mostradas nas Sec¸ões 2.4 e 3.3.

2.1.2 Representac¸ão da curva interpolante

Com o problema de interpolac¸ão resolvido, deve-se usar alguma forma de representac¸ão para

as curvas de B´ezier locais. Para se visualizar a curva, selecionar, calcular intersec¸ões, amos-

trar posiç̃oes com espac¸amento determinado, subdividir, aglutinar, etc; pode-se usar amostragens

uniformes e se trabalhar com a linha poligonal equivalente. Uma outra representac¸ão, mais con-

sistente do ponto de vista geom´etrico, é obtida pela considerac¸ão da curvatura experimentada

em cada trecho. Para se gerar uma linha poligonal adaptativa com a curvatura, pode-se usar

o algoritmo de de Casteljau [29, 30], ou uma alternativa eficiente proposta por Figueiredo [31]

(para Béziers, ver Chandler [20]). A Figura 2.4 mostra como se determina um ponto na curva

com as interpolac¸ões lineares do algoritmo de de Casteljau, onde cada ponto de interpolac¸ão
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intermediário é dado por:bki = (1� t)bk�1i + tbk�1i+1 .
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Figura 2.4: Algoritmo de de Casteljau para B´ezier cúbica.

O Pseudo-c´odigo 2.1 mostra a formulac¸ão recursiva do algoritmo de de Casteljau desen-

volvida por de Boor [28]. O testeColinearé feito usando-se uma tolerˆancia relativa a um ˆangulo

pequeno. O algoritmoBranchLeftRightsubdivide os trˆes segmentos de reta definidos porbez

em dois, um referente `a metade esquerda (lbez), e o outro referente ao lado direito (rbez), como

mostra a Figura 2.5.

Pseudo-ćodigo 2.1O algoritmo de de Boor [28].
algorithm PolydeBoor ( Point bez[4], Point poly[] )

input: Four control points bez[4]

output: Adaptive poygonal poly[]

begin

Point lbez[4], rbez[4]

if Collinear ( bez ) then

Add middle point to poly

return

end if

BranchLeftRight ( bez, lbez, rbez )

PolydeBoor ( lbez, poly[] )

PolydeBoor ( rbez, poly[] )

end PolydeBoor

Para se obter uma poligonal adaptativa da curva B-spline c´ubica completa basta fazer

chamadas em seq¨uência para cada um dosn segmentos individuais, informando os quatro pontos

de controle locais para o algoritmoPolydeBoor. A chamada recursiva comlbezantes derbez

faz com que os pontos sejam organizados na poligonal no mesmo sentido de percurso de cada

trecho. A Figura 2.6a mostra a poligonal adaptativa gerada para representar uma B-spline c´ubica

contendo trˆes trechos e quatro pontos de interpolac¸ão. Os pontos de controle das curvas de
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left right

bez[1] bez[2]

rbez[3] bez[3]=

lbez[3] rbez[0]=

bez[0] lbez[0]=

lbez[1]

lbez[2] rbez[1]

rbez[2]

Figura 2.5: Subdivis˜ao da busca emPolydeBoorfeita porBranchLeftRight.

Bézier locais s˜ao mostrados com marcas quadradas. A Figura 2.6b mostra os pontos que definem

a poligonal adaptativa, que se concentram nas regi˜oes onde a curvatura ´e mais acentuada.

(a) Segmentos de reta. (b) Pontos.

Figura 2.6: Poligonal adaptativa com a curvatura representando B-spline c´ubica.

O comprimento total da poligonal adaptativa com a curvatura que representa a curva com-

pleta aproxima o comprimento desta curva, o que viabiliza a determinac¸ão de uma parametrizac¸ão

global do tipochord lengthpara esta poligonal. Pode-se extrair informac¸ões sobre os vetores

tangente em qualquer ponto, al´em de se estimar as posic¸ões para a subdivis˜ao da curva. Es-

ta subdivisão é usada na discretizac¸ão das malhas geradas sobre as superf´ıcies constru´ıdas com

base nestas curvas. Em malhas de elementos finitos s˜ao comuns as subdivis˜oes em intervalos

de mesmo comprimento ou com tamanhos vari´aveis, usando-se uma progress˜ao aritmética ou

geométrica para especificar a variac¸ão. A Figura 2.7 mostra a B-spline da Figura 2.6 subdividi-

da em vinte trechos com uma progress˜ao geom´etrica onde a raz˜ao entre o primeiro e o ´ultimo

segmentos ´e1=10.

Os tipos de curvas que podem ser criadas com este tipo de formulac¸ão são suficientes para

representar satisfatoriamente as curvas de intersec¸ão e a quase totalidade das sec¸ões transversais

dos sistemas flutuantes que se deseja modelar. Uma excec¸ão são os arcos de c´ırculo, vastamen-

te usados na modelagem de estruturas tubulares como as colunas e os contraventamentos das

plataformas semi-submers´ıveis, que n˜ao são bem representados com a interpolac¸ão cúbica apre-
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Figura 2.7: Subdivis˜ao da B-spline interpolante com progress˜ao geom´etrica.

sentada. A soluc¸ão adotada neste trabalho foi a criac¸ão de três categorias de curvas: as B-splines

cúbicas mostradas nesta sec¸ão, as poligonais formadas por segmentos de reta, e os arcos de

cı́rculos. Por simplicidade da representac¸ão interna, decidiu-se pela criac¸ão da classe espec´ıfica

para modelar poligonais formadas por segmentos de reta, que poderia ser feita com as B-splines

se os pontos de controle fossem forc¸ados a coincidir com os pontos de interpolac¸ão adjacentes.

Uma representac¸ão usando NURBS [35] resultaria em uma ´unica formulac¸ão interna pa-

ra estes trˆes tipos de curvas. A interface, entretanto, deveria apresentar um comportamento es-

pecı́fico para o tratamento de arcos de c´ırculo e para as linhas poligonais, de forma a facilitar o

trabalho do usu´ario na inserc¸ão de pontos interpolantes nestes tipos de curvas, ao inv´es da edic¸ão

dos pontos de controle. Apesar de representarem um padr˜ao de fato nas aplicac¸ões emCAD, não

se adotou a representac¸ão por NURBS, que poderia unificar a representac¸ão interna de curvas.

2.1.3 Construç̃ao interativa de curvas

Os modeladores vetoriais bidimensionais [14, 53] parecem ter estabelecido padronizac¸ões, insta-

ladas pelo uso, para a construc¸ão de curvas planares.À medida em que os pontos s˜ao fornecidos,

é gerada uma curva que interpola estes pontos, e que pode ter qualquer posic¸ão ou vetor tangente

alterado por manipulac¸ão direta. As transformac¸ões geom´etricas s˜ao feitas pela manipulac¸ão de

marcas posicionadas nas fronteiras do objeto, podendo-se fazer translac¸ões, rotac¸ões, escalas ou

cisalhamentos em grupos de objetos previamente selecionados. A Figura 2.8 mostra uma curva

bidimensional e as marcas referentes `as transformac¸ões do objeto selecionado.

Trabalhos como o de Milit˜ao e Carvalho [61] transportam modelagens bidimensionais

para o espac¸o tridimensional atrav´es da especificac¸ão de uma cota para cada posic¸ão, fazendo as

tarefas de modelagem em um plano. Uma outra estrat´egiaé a modelagem de curvas planares e

o posicionamento interativo destas curvas em 3D para a especificac¸ão de sec¸ões transversais de

sólidos [41]. Estas modelagens s˜ao muitas vezes chamadas de21
2
D. Modelos feitos por rotac¸ão

de umaárea planar em torno de um eixo, tamb´em podem ser considerados como modelagens

21
2
D. Certamente existem limitac¸ões neste tipo de abordagem, como por exemplo a construc¸ão
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de objetos que se interceptam em v´arias direc¸ões. Para este tipo de modelagem geral, algum tipo

de interface 3D se faz necess´aria.

Figura 2.8: Marcas para transformac¸ões bidimensionais.

A modelagem gr´afico-interativa cl´assica de curvas em 2D, com omousecomo ferramenta

para a manipulac¸ão direta dos pontos de interpolac¸ão, necessita de alguns paradigmas adicionais

para ser feita em 3D. O primeiro ponto ´e a especificac¸ão da profundidade de projec¸ão, ou se-

ja, sendo omouseum dispositivo bidimensional de localizac¸ão, como simular o movimento na

cena em 3D? Alguns trabalhos [39, 87] fazem uso de cursores 3D controlados pelo movimento

do mouse. Nestes modeladores, uma camada desoftwareque considera a direc¸ão e os planos

de projec¸ões faz a traduc¸ão de 2D para 3D em um volume de visualizac¸ão previamente especifi-

cado. Ofeedbackusadoé o desenho de trˆes linhas ortogonais, normalmente paralelas aos eixos

cartesianos.

Uma outra maneira de se especificar posic¸ões no espac¸o é usar um dispositivo f´ısico de

localizaç̃ao 3D, que se mostra bastante eficiente na modelagem de maquetes ou de modelos em

escala. O dispositivo mais comum que ´e usado ´e a mesa digitalizadora 3D. Coloca-se o objeto

que se deseja modelar no dom´ınio, ajusta-se as transformac¸ões volumétricas e amostra-se pontos

na superf´ıcie do sólido, podendo-se posteriormente aplicar algoritmos para determinac¸ão das

superf´ıcies sobre os pontos amostrados, como forma de modelagem para fins diversos.

Tanto os cursores quanto os dispositivos de localizac¸ão 3D apresentam dificuldades para

o projeto de curvas no espac¸o. Os dispositivos f´ısicos 3D não são muito usados em modelagem de

curvas pois, al´em de usualmente n˜ao estarem dispon´ıveis, necessitam de um modelo f´ısico como

referência para a entrada de pontos. Os cursores apresentam imprecis˜ao no movimento devido

à dependˆencia existente entre a posic¸ão do cursor na tela e os parˆametros de projec¸ão usados.

Novos artifı́cios são necess´arios para se criar facilidades na mudanc¸a dos parˆametros de projec¸ão

da cena, tais como uso do teclado, novos di´alogos, ou atrac¸ão para s´ımbolos e entidades j´a mo-

deladas. Nas bibliotecas atuais para desenvolvimento de interfaces gr´aficas 3D, como o Open

Inventor [87], que oferecem estruturas de dados para modelagem de todos os objetos, inclusive

aqueles relativos `as metodologias de construc¸ão, nenhum m´etodo para a especificac¸ão interativa

de pontos em 3D ´e sugerido.
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Adotou-se o paradigma de manipulac¸ão direta das entidades, com a criac¸ão de um am-

biente que simula o 3D. O autor e outros [24] apresentaram uma metodologia para a especificac¸ão

de coordenadas em 3D com o uso domousecom o aux´ılio de um plano de interface m´ovel. Sobre

este plano, desenha-se um cursor com duas linhas ortogonais que se prolongam at´e os limites

laterais, quando o usu´ario está fazendo a tarefa de especificac¸ão de posic¸ões em 3D. Um ponto

importante no projeto da interface para a criac¸ão interativa de curvas espaciais por manipulac¸ão

direta no MGé a implementac¸ão do controle dos pontos de interpolac¸ão na criac¸ão de qualquer

tipo de curva. A Figura 2.9 mostra o aspecto do plano de interface durante a construc¸ão de uma

curva do tipo B-spline c´ubica, onde pode-se notar que, al´em dos pontos de interpolac¸ão, o usu´ario

pode mover os pontos de controle de tangentes (mostrados com c´ırculos brancos).

x

y

z

x=30  y=-25  z=0

z=0

Figura 2.9: Plano m´ovel de interface adotado no MG.

Com o plano de interface, pode-se usar as metodologias de modelagem comumente usa-

das em 2D, fazendo-se a atrac¸ão para a malha de pontos sobre a superf´ıcie do plano(snap to grid),

ou para posic¸ões já modeladas(snap to objects), como ferramentas auxiliares `a manipulac¸ão di-

reta. Testes piloto feitos com a interface do MG indicam que o plano de interface foi usado com

sucesso nas operac¸ões propostas [22]. A conclus˜ao principal dos testes piloto indica que ofe-

edbackdos s´ımbolos gráficos utilizados e das operac¸ões parciais de modelagem ´e decisivo para

o sucesso de construc¸ões compostas. Os testes piloto indicam ainda que o plano de interface

se mostra bastante importante na tarefa de aux´ılio ao usuário para as operac¸ões que podem ser

feitas. Um bom exemplo ´e a transformac¸ão por espelhamento que ´e feita relativamente ao plano,

onde testou-se a sua pr´opria manipulac¸ão.

O uso do plano de interface resolve o problema de especificac¸ão da profundidade da

projeç̃ao, transportando o problema de modelagem para uma superf´ıcie planar bem definida,

inserida no contexto de modelagem.
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2.1.4 Modelo de manipulac¸ão da projeç̃ao

Para se criar um ambiente produtivo para a construc¸ão interativa de curvas, usando-se como

paradigma b´asico a manipulac¸ão direta, deve-se usar um controlador de mudanc¸a de projec¸ões

nos moldes do V3D [18], ou doArcBall [80], também feitos por manipulac¸ão direta com o uso do

mouse. O trabalho de Castier e outros [18], al´em de apresentar uma taxonomia para classificac¸ão

dos tipos de manipulac¸ão da projec¸ão, sugere o uso do padr˜ao gráfico de desenho OpenGL [62],

que faz as tarefas derenderingdo modelo e dos s´ımbolos auxiliares usados.

Entende-se ser natural o uso domousetanto para entrada de posic¸ões tridimensionais

quanto para a especificac¸ão dos parˆametros de projec¸ão por manipulac¸ão direta, pois qualquer

interaç̃ao feita de outra forma representaria uma quebra do processo de modelagem, prejudicando

a tarefa global de construc¸ão. No MG, a biblioteca V3D ´e usada para definic¸ão dos parˆametros

de projec¸ão por manipulac¸ão direta. As funcionalidades de mudanc¸a de projec¸ão são acionadas

por um botão na interface que interrompe temporariamente a tarefa corrente, e passa a simular as

movimentac¸ões de cˆamera, ponto de referˆencia, etc.

2.1.5 Transformaç̃oes geoḿetricas tridimensionais

Para especificac¸ão das transformac¸ões geom´etricas em 3D usando-se omouse, van Emmerik [84]

apresenta uma metodologia com o uso de marcas posicionadas junto aos limites do objeto, seme-

lhante ao já instalado padr˜ao em 2D. Por manipulac¸ão direta, escolhendo-se a marca apropriada

à operac¸ão desejada (escala, translac¸ão ou rotac¸ão), pode-se especificar transformac¸ões relativas

a qualquer direc¸ão ou ponto de referˆencia. A Figura 2.10 mostra o desenho das marcas relativas

às transformac¸ões por rotac¸ão (marcas extremas) e translac¸ão (marca central).

Figura 2.10: Marcas para especificac¸ão de transformac¸ões 3D em uma curva.

Existem dificuldades associadas aos parˆametros de projec¸ão da cena para se especificar
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transformac¸ões com o modelo proposto por van Emmerik. Para se especificar uma translac¸ão

paralela ao eixoy, por exemplo, as vistas ideais s˜ao aquelas em que este eixo se projeta nas

direç̃oes horizontal ou vertical, privilegiando a movimentac¸ão domousepara esta transformac¸ão,

pois a escolha do movimento ´e feita pela selec¸ão da marca, no momento do pressionamento do

botão domouse, e pelo produto escalar mais significativo entre os vetores que representam os

eixos de translac¸ão e o vetor definido por eventos consecutivos de movimentac¸ão domouse.

Associando-se `a gerac¸ão de poligonais de controle que definem as curvas espaciais e `a

manipulac¸ão dos parˆametros de projec¸ão, o modelo ideal de interface para a construc¸ão de cascas

deve englobar tamb´em as funcionalidades de transformac¸ões geom´etricas, com o modelo de van

Emmerik integrado em um modelo ´unico consistente e que permite que se fac¸a as tarefas de

forma natural e acoplada.

As transformac¸ões 3D com o modelo de van Emmerik foram implementadas para todos

as entidades gr´aficas presentes na estrutura de dados (vide Sec¸ão 2.4), e tamb´em para o plano de

interface. Este modelo de transformac¸ões completa o ambiente de interface criado para o MG.

2.2 Modelagem de Superfı́cies

Esta sec¸ão apresenta a formulac¸ão de algumas superf´ıcies que podem ser constru´ıdas a partir de

curvas espaciais: bilineares,sweeps, Béziers, B-splines e retalhos de Coons. As superf´ıcies do

tipo sweepgenérico apresentadas aqui foram desenvolvidas para atender a an´alises de tubulac¸ões

marı́timas que sofreram danos.

2.2.1 Superf́ıcies bilineares

Talvez a mais simples de todas, a superf´ıcie bilinearé completamente determinada por um cir-

cuito de quatro pontos. Estes pontos s˜ao considerados como os cantos que definem o espac¸o

paramétrico uv, com0 � u; v � 1. Desta forma,P0 corresponde ao par(u; v) = (0; 0), P1

a (0; 1), P2 a (1; 1), e P3 a (1; 0). Qualquer ponto no interior do retalho definido pelos quatro

pontosé determinado por interpolac¸ão linear nos dois sentidos:

S(u; v) = P0(1� u)(1� v) + P1(1� u)v + P2u(1� v) + P3uv: (2.6)

Se os quatro pontos usados como cantos forem coplanares, ent˜ao o retalho tamb´em é plano.

A Figura 2.11 mostra um parabol´oide hiperbólico queé obtido com a interpolac¸ão dada pela

superf´ıcie bilinear que passa pelos pontosP0 = (1; 0; 0), P1 = (0; 1; 0), P2 = (1; 1; 1), eP3 =

(0; 0; 1).
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Figura 2.11: Mapeamento bilinear definindo parabol´oide hiperbólico.

O MG trata o plano de interface como uma superf´ıcie bilinear, o que facilita o desenho

dos s´ımbolos auxiliares, como asgrid-lines mostradas na Figura 2.9. Os quatro v´ertices que

controlam a posic¸ão do plano de interface s˜ao mantidos equidistantes de uma posic¸ão central,

que pode ser alterada pelo usu´ario por manipulac¸ão direta, segundo o modelo de van Emmerik

(vide Sec¸ão 2.1.5). O espac¸o do objeto que se est´a modelando ´e definido pelo tamanho do plano

de interface, ou seja, pelo espac¸amento dos v´ertices que definem o plano. O MG permite que

se construa qualquer superf´ıcie bilinear usando-se quatro curvas retas nos bordos, fazendo-se

subdivisões compat´ıveis duas a duas.

2.2.2 Sweeps

As superf´ıcies classificadas comosweepsde translac¸ão, chamadas de simplesmente deSweeps

no contexto do MG, s˜ao geradas pelo arrasto unidimensional de uma curva qualquer. Tais su-

perfı́cies são chamadas de regradas. Mais precisamente, pode-se aplicar a seguinte t´ecnica para

se classificar uma superf´ıcie como sendo regrada: em torno do vetor normal `a superf´ıcie em um

ponto qualquer, rotaciona-se um plano limitado por um dos vetores que definem as derivadas

direcionais no espac¸o paramétrico (du oudv); se em pelo menos uma posic¸ão deste plano a aresta

limitada estiver sobre a superf´ıcie, diz-se que a superf´ıcie é regrada nesta direc¸ão. Desta forma,

as superf´ıcies bilineares s˜ao duplamente regradas.

Pode-se definir o mapeamento do espac¸o paramétrico(u; v) para o tridimensional(x; y; z)
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em qualquer superf´ıcie da classeSweepfazendo:

S(u; v) = P (u)T (v); (2.7)

ondeP (u) é dado pela parametrizac¸ão da curva geradora, eT (v) é a transformac¸ão dada pelo

sweepespec´ıfico. NosSweepsa transformac¸ãoT (v) é dada porT (v) = vD, ondeD é a direc¸ão

de translac¸ão.

Uma outra categoria desweepssão os de rotac¸ão, chamados deRsweepsno contexto do

MG, gerados pelo arrasto de uma curva em torno de um eixo (vetor) de rotac¸ão posicionado

sobre um ponto definido no espac¸o 3D. Umângulo determina o desenvolvimento total�tot. Nos

Rsweeps, a transformac¸ãoé dada porT (v) = M(v), e envolve o c´alculo da matrizM que define

a rotaç̃ao genérica em torno do eixo passando pelo ponto de referˆencia, e com o ˆangulo total�tot,

e0 � v � 1.

Nossweepsgenéricos, os retalhos s˜ao gerados por transformac¸ões compostas, como por

exemplo translac¸ão e rotac¸ão simultâneas, aplicadas a uma curva qualquer. No MG, ossweeps

genéricos são referenciados comoGsweepse descritos por duas curvas: uma define as sec¸ões

transversais em cada passo e a outra define a trajet´oria, ou seja, as transformac¸ões a serem apli-

cadas `a curva de arrasto.

O triedro de Frenet-Serret [36] apresenta mudanc¸as bruscas de orientac¸ão nos pontos de

inflexão, como mostra a Figura 2.12a. Em curvas planares, este fato pode ser identificado pela

mudanc¸a de direc¸ão do vetorbinormalda curva, que aponta para fora do plano nas posic¸ões

anteriores ao ponto de inflex˜ao, e para dentro do plano nos pontos subseq¨uentes. Se a base

definida pelo triedro de Frenet-Serret fosse usada para determinar as transformac¸ões a cada passo

da matrizM na Equac¸ão 2.7, uma superf´ıcie comsaltosseria gerada.
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Figura 2.12: Triedros definindo transformac¸ões a cada passo da curva trajet´oria.

Uma alternativa para este problema apresentada por Bloomenthal [11] consiste em se re-

definir o triedro para que os vetoresN eB, que representam a normal principal e o vetor binormal

respectivamente, n˜ao mudem de direc¸ão nos pontos de inflex˜ao, como mostra a Figura 2.12b. No
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ponto inicial da curva, a base corresponde ao triedro de Frenet-Serret. Para os pontos seguin-

tes, testa-se o sinal do produto escalar entre o vetor binormal calculado no ponto corrente e o

calculado no ponto anterior; se este produto for negativo, inverte-se o vetor binormal referente

ao ponto corrente. Superf´ıcies geradas com esta metodologia tˆem sido usadas em simulac¸ões de

gasodutos submersos avariados pela DIPREX/CENPES/Petrobras, pois as medidas necess´ariasà

modelagem s˜ao tomadas na superf´ıcie externa do tubo (obtidas por mergulhadores ou robˆos em

grandes profundidades), de forma que pequenos desvios nas trˆes dimens˜oes originam pontos de

inflexão na curva trajet´oria. A Figura 2.13 exemplifica uma modelagem de um tubo com eixo

variável.
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Figura 2.13: Tubo circular avariado apresentando eixo vari´avel.

2.2.3 Superf́ıcies de B́ezier

As superf´ıcies de Bézier são definidas por uma malha de pontos de controle que orientam as

interpolaç̃oes nos bordos e no interior. O algoritmo de de Casteljau, descrito na Sec¸ão 2.1.2, pode

ser usado para se obter a representac¸ão de uma superf´ıcie de Bézier. Por repetidas interpolac¸ões

bilineares (Equac¸ão 2.6), faz-se a construc¸ão variando-se os parˆametrosu ev. Na forma matricial

usando-se interpolac¸ões cúbicas pode-se expressar qualquer ponto na superf´ıcie partindo-se de

uma malha de pontosfbi;jg3i;j=0 e de posse dos parˆametros(u; v) (vide Farin [35]), por:

bi;jr;r =
h
1� u u

i 24br�1;r�1i;j br�1;r�1i;j+1

br�1;r�1i+1;j br�1;r�1i+1;j+1

3
5 h1� v v

i
(2.8)

com r 2 f1; 2; 3g, i; j 2 f0:1g e b00ij = bij. Na Figura 2.14 mostra-se a malha de pontos

necess´aria para determinac¸ão de uma superf´ıcie bicúbica de Bézier.

O algoritmo que descreve a B´ezier bicúbica com os pontos de controle mostrados na Fi-

gura 2.14 demanda que as curvas de bordo tamb´em sejam c´ubicas de B´ezier, o que nem sempre ´e

viável em modelagens livres. Farin [35] apresenta uma formulac¸ão mais gen´erica para superf´ıcies

definidas pelo produto tensorial de curvas de diferentes graus nas direc¸õesu ev. A representac¸ão
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b33
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33

Figura 2.14: Malha de pontos de controle superf´ıcie de Bézier bicúbica [35].

por superf´ıcies de Bézier não foi incorporada ao MG, pois optou-se pelas superf´ıcies definidas

por curvas de bordo.

2.2.4 Superf́ıcies B-splines

Os retalhos do tipo B-splines s˜ao definidos de forma semelhante `as Béziers pelo produto tensorial

das curvas de bordo, associado `a escolha dosknot-vectors. Supondo-se retalhos bic´ubicos e

triple-end knot-vectors, têm-se a seguinte formulac¸ão:

S(u; v) =
3X

i=0

3X
j=0

dijN
3

i (u)N
3

j (v); onde: (2.9)

N0

i (u) =

8><
>:
1 seui�1 � u < ui;

0 para os outros casos
e (2.10)

Nn
l (u) =

u� Ul�1

ul+n�1 � ul�1
Nn�1

l (u) +
ul+n � u

ul+n � ul
Nn�1

l+1 (u) : (2.11)

Barsky e Greenberg [5] apresentam uma metodologia para determinac¸ão dos pontos de controle

de uma superf´ıcie B-spline partindo-se dos pontos de interpolac¸ão. Este tipo de abordagem per-

mite que se construa representac¸ões cont´ınuas para superf´ıcies em que se conhece pontos onde se

identifica as coordenadas param´etricas e tridimensionais. O que ocorre em muitas modelagens,

entretanto, ´e que o usu´ario conhece apenas as coordenadas de algumas sec¸ões transversais ou

pontos not´aveis, não dispondo de informac¸ões sobre uma malha de pontos na superf´ıcie. Além

disso, a edic¸ão tridimensional da malha de pontos de controle de uma superf´ıcie B-spline bilinear

não é uma tarefa f´acil, do ponto de vista de interface. Por estas raz˜oes, no MG adotou-se o uso
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das superf´ıcies cuja representac¸ãoé completamente formulada pelas curvas espaciais: os retalhos

de Coons mostrados na Sec¸ão 2.2.5, e ossweepsmostrados na Sec¸ão 2.2.2.

2.2.5 Superf́ıcies de Coons

Diferentemente das superf´ıcies de Bézier [10] e B-spline1, as superf´ıcies de Coons [27], ao inv´es

de serem definidas por uma malha de pontos de controle, usam apenas as curvas de bordo para

gerar os pontos no dom´ınio.

Para se definir a formulac¸ão da superf´ıcie bilinear de Coons, ´e necess´aria a apresentac¸ão

daslofted surfaces, que são geradas por duas curvas de fronteira, mapeando o dom´ınio da forma

mais simples poss´ıvel, a linear, ou seja:

S(u; v) = (1� v)c1(u) + vc2(u) : (2.12)

Desta forma, todas as linhas comu = constante são linhas retas ligando a curvac1 à curvac2.

Quando o dom´ınio de interpolac¸ãoé retangular, com quatro curvas nos bordos, pode-se usar duas

interpolaç̃oes lineares nas duas direc¸ões:

Su(u; v) = (1� v)c1(u) + vc2(u) (2.13)

Sv(u; v) = (1� u)c3(v) + uc4(v) ; (2.14)

que, se subtra´ıdas da Equac¸ão 2.6, fornecem a equac¸ão de Coons para superf´ıcies bilineares [74]:

S(u; v) =(1� v)c1(u) + vc2(u) + (1� u)c3(v) + uc4(v)�
[P0(1� u)(1� v) + P1(1� u)v + P2u(1� v) + P3uv] ;

(2.15)

ondec1, c2, c3 e c4 são as curvas de bordo eP0, P1, P2 eP3 são as posic¸ões dos quatro cantos

podendo ser calculadas porc1(u = 0) ou c4(v = 0), c1(u = 1) ou c3(v = 0), c2(u = 1) ou

c3(v = 1), ec3(u = 0) ou c4(v = 1), respectivamente.

De maneira an´aloga, pode-se definir a superf´ıcie de Coons trilinear em um retalho forma-

do por três curvas quaisquer, usando-se trˆes valores param´etricos, um para cada direc¸ão ou curva,

da seguinte forma [74]:

S(u; v; w) =
1

2
[

u

1� v
c1(v) +

w

1� v
c2(1� v) +

v

1� w
c2(w) +

u

1� w
c3(1� w) +

w

1� u
c3(u) +

v

1� u
c1(1� u)� wc3(0)� uc1(0)� vc2(0)] (2.16)

A Figura 2.15 mostra uma superf´ıcie trilinear de Coons gerada com trˆes cúbicas de B´ezier nos

bordos.
1Uma boa referˆencia sobre o uso industrial de curvas e superf´ıcies nos anos 60 ´e [68]
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Figura 2.15: Retalho de Coons trilinear.

Se existe a necessidade de controle das curvaturas nos bordos, o que ocorre quando dois

retalhos justapostos devem possuir continuidade em algum grau, deve-se ampliar a definic¸ão da

formulaç̃ao linear para o grau desejado. Se as duas curvas de bordo que definem o retalho em uma

direç̃ao forem cúbicas, por exemplo, pode-se definir um mapeamento c´ubico e com isto fazer o

controle das tangentes nos bordos. A Figura 2.16b mostra dois retalhos bilineares justapostos ge-

rados com as curvas de bordo mostradas na Figura 2.16a que poderiam possuir derivada cont´ınua

ao longo da curva de conex˜ao, se um mapeamento bic´ubico fosse utilizado. Deve ser notado que,

com o uso de superf´ıcies de Coons bilineares, as sec¸ões transversais intermedi´arias não são arcos

de cı́rculo como as curvas de bordo.

(a) Curvas de bordo. (b) Malhas.

Figura 2.16: Retalhos bilineares justapostos.

Uma alternativa para se conseguir uma modelagem com superf´ıcies cont´ınuas com as cur-

vas da Figura 2.16a, consiste em usar umGsweepcom a metodologia descrita na Sec¸ão 2.2.2. A

Figura 2.17a mostra que apenas trˆes curvas s˜ao necess´arias para a especificac¸ão dos doisGsweeps
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que formam as duas cascas cont´ınuas, cujas malhas s˜ao apresentadas na Figura 2.17b. Observa-se

que todas as sec¸ões transversais obtidas perpendicularmente `as duas curvas geradoras correspon-

dem ao arco que c´ırculo que as descreve.

(a) Curvas geradoras. (b) Malha.

Figura 2.17: Retalhos cont´ınuos feitos comGsweeps.

2.2.6 Mapeamentos sobre superfı́cies

O trabalho de Haber e Abel [44] ´e uma referˆencia básica para as pesquisas em mapeamento e

discretizac¸ão de superf´ıcies, aplicadas `a gerac¸ão de malhas para elementos finitos. Haber e Abel

foram os pioneiros a definir a separac¸ão entre os diversos n´ıveis hierárquicos de representac¸ão

que um modelo complexo de elementos finitos deve apresentar para que uma malha ´unica seja

consistentemente gerada. Estes n´ıveis hierárquicos mostravam a separac¸ão que deve existir entre

os diversos retalhos e tamb´em entre a descric¸ão matem´atica da superf´ıcie e da malha internas

a cada um dos retalhos. Haber e Abel [45] descrevem ainda como as id´eias planares de uso

dos mapeamentos transfinitos como projetores podem ser transportadas para trˆes dimens˜oes. Os

projetores lineares, bilineares e trilineares correspondem, mais precisamente, `a formulaç̃ao das

superf´ıcies de Coons na forma discreta. Observa-se que qualquer formulac¸ão que seja usada

para representar superf´ıcies determinadas pelo produto tensorial das curvas de bordo descreve a

mesma superf´ıcie, desde que a ordem de interpolac¸ão seja a mesma.

Para o caso bidimensional, as tecnologias de definic¸ão de superf´ıcies discretas podem ser

usadas como regra de gerac¸ão de pontos e elementos no dom´ınio da região a ser mapeada. Os

pontos gerados pertencem ao plano, ´unica e exclusivamente porque todos os pontos das curvas de

bordo que os mapeiam tamb´em estão contidos no plano. Para exemplificar, a Figura 2.18 mostra

as diversas t´ecnicas de se mapear uma superf´ıcie planar usando um projetor bilinear para gerar os

mesmos pontos, por´em com diferentes definic¸ões para a topologia dos elementos. Estas t´ecnicas
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de especificac¸ão da topologia das malhas s˜ao aplicáveis em trˆes dimens˜oes e foram adotadas na

construc¸ão das superf´ıcies no MG.

(a) Quadrilateral. (b) Union jack. (c)� à esquerda. (d)� de Delaunay.

Figura 2.18: T´ecnicas de mapeamento planares.

A especificac¸ão dos mapeamentos para a gerac¸ão de malhas de elementos finitos no

domı́nio de superf´ıcies que possuem descric¸ão geom´etrica previamente definida consiste apenas

da determinac¸ão da topologia dos elementos (comumente quadrilaterais ou triangulares), e da lis-

ta de vértices relativa ao espac¸o paramétrico. A Figura 2.19 mostra a influˆencia da discretizac¸ão

com duas semi-esferas de raio idˆentico definidas pela rotac¸ão de um arco de c´ırculo em torno

do eixox. A diferença evidente que se observa pelo n´umero de faces corresponde `a subdivisão

grosseira do arco gerador da superf´ıcie superior, e ao passo angular bastante maior.

x

y

z

Figura 2.19: Duas semi-esferas de raio idˆentico e mapeamentos distintos.
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2.2.7 Construç̃ao de superf́ıcies

A interface para construc¸ão das superf´ıcies que se baseiam em curvas ´e bastante simples, se

comparada com a modelagem destas curvas. Na maioria dos casos, como em superf´ıcies de

Coons [27], a especificac¸ão do circuito de curvas que define o bordo do retalho ´e a tarefa mais

difı́cil do ponto de vista da interface, ficando as informac¸ões geom´etricas e topol´ogicas, definidas

pelo tipo de subdivis˜ao que as curvas apresentam, implicitamente contidas nas pr´oprias curvas ou

em parâmetros adicionais informados textualmente.

As superf´ıcies do tipoGsweeppossuem interface bastante semelhante, bastando que o

usuário construa uma curva de arrasto e outra que defina a trajet´oria. Para os outrossweeps,

escolhe-se uma curva e informa-se os parˆametros adicionais textualmente.

2.3 Interseç̃ao de superf́ıcies

A interseç̃ao de duas superf´ıcies param´etricasé um problema de dif´ıcil soluç̃ao [70] e de grande

importância em modelagem. A soluc¸ão anal´ıtica é muitas vezes invi´avel e pouco pr´atica, uma

vez que retalhos simples podem produzir intersec¸ões difı́ceis de se representar [49]. Os trabalhos

atuais, quase que na totalidade, investigam soluc¸ões num´ericas aproximadas.

Os métodos para soluc¸ão do problema de intersec¸ão emCAGD pertencem a duas cate-

gorias principais2: métodos demarchae métodos desubdivis̃ao. Os métodos demarchaou

continuaç̃aodeterminam as curvas de intersec¸ão no espac¸o tridimensional do objeto pela marcha

na direç̃ao do seu vetor tangente [2–4, 83]. Os m´etodos desubdivis̃aooudecomposic¸ãodetermi-

nam as curvas detrimmingno espac¸o paramétrico bidimensional das superf´ıcies, por subdivis˜ao

recursiva a cada passo [48].

2.3.1 Métodos de marcha

Os métodos de marcha possuem trˆes passos b´asicos:

1. a obtenc¸ão de pontos iniciais de intersec¸ão,

2. a marcha na direc¸ão do vetor tangente, e

3. a ordenac¸ão do conjunto disjunto de intersec¸ões.

A obtenç̃ao de pontos iniciais de intersec¸ão pode ser feita com testes entre faces nas

duas superf´ıcies obtidas por enumerac¸ão uniforme exaustiva nos espac¸os param´etricos, ou por

quadtreesusando-se osbounding boxesdos retalhos. Qualquer ponto determinado inicialmente

2[70] e [47] fazem classificac¸ões mais amplas.
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em 3D deve ser movido gradualmente (relaxed) [3] na direç̃ao do ponto de intersec¸ão real dos

retalhos usando-se os dois dom´ınios param´etricos, de forma a aproximar uma precis˜ao escolhida.

Este passo ´e muitas vezes problem´atico quando resolvido com o algoritmo de Newton-Raphson

linearizado [4], e ainda envolve as tolerˆancias necess´ariasà identificac¸ão de posic¸ões coincidentes

no cálculo das distˆancias euclidianas entre os pontos.

No segundo passo do algoritmo, a determinac¸ão da direc¸ão de caminhamento envolve pre-

visões da direc¸ão do vetor tangente [2, 21] para se caminhar em uma mesma curva de intersec¸ão.

Neste passo, faz-se tamb´em a detecc¸ão de pontos nas fronteiras e de pontos conflitantes, j´a cal-

culados em passos anteriores, e a identificac¸ão de pontos de bifurcac¸ão. Todas estas etapas apre-

sentam dificuldades em potencial para uma implementac¸ão robusta de um m´etodo de marcha.

Barnhill e Kersey [3] abordam cuidadosamente cada um destes aspectos e prop˜oem soluc¸ões

eficientes.

Barnhill e Kersey [3] mostram ainda como uma estrutura de dados baseada emquadtre-

es[76] pode ser usada para fazer a ordenac¸ão do conjunto disjunto de pontos obtidos nos passos

anteriores.

2.3.2 Métodos de subdivis̃ao

Nos métodos de subdivis˜ao por refinamento progressivo, subdivide-se os dois dom´ınios pa-

ramétricos dos retalhos em retˆangulos, que inicialmente correspondem ao intervalo total de de-

senvolvimento da superf´ıcie. Em seguida, calcula-se os doisbounding boxestridimensionais

destes intervalos e testa-se a intersec¸ão entre eles; n˜ao havendo intersec¸ão, interrompe-se a sub-

divisão. Se houver intersec¸ão, divide-se os dois retˆangulos em ´areas menores, e repete-se o pro-

cedimento at´e que o tamanho dosbounding boxesseja tão pequeno quanto o valor de tolerˆancia

especificado.

Para exemplificar a subdivis˜ao recursiva obtida com o refinamento progressivo dos espac¸os

paramétricos, aborda-se o c´alculo das duas curvas de intersec¸ão definidas pelas intersec¸ões entre

a casca toroidal e o plano mostrados na Figura 2.20.

A Figura 2.21 mostra como evoluem as subdivis˜oes no plano, mostradas na parte inferior,

e na superf´ıcie toroidal, mostradas na parte superior, nas buscas pela identificac¸ão das curvas

de trimming. As curvas detrimmingfinais em cada espac¸o paramétrico são mostradas na parte

direita da Figura 2.21.

Os método de subdivis˜ao recursiva dos espac¸os param´etricos fornecem em cada passo

uma intersec¸ão potencial v´alida e que possui uma precis˜ao bem definida (mesmo que grosseira

em passos iniciais), al´em de não conduzir a muitos dos problemas citados nos m´etodos de marcha,

como o relaxamento dos pontos para as duas superf´ıcies, ou a subdivis˜ao do espac¸o paramétrico
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Figura 2.20: Intersec¸ão visual entre plano e superf´ıcie toroidal.

Figura 2.21: Evoluc¸ão das subdivis˜oes nos espac¸os param´etricos do plano (parte inferior) e da

superf´ıcie toroidal (parte superior).

para o cálculo das intersec¸ões iniciais. Por outro lado, a definic¸ão das curvas de intersec¸ão nãoé

obtida como resultado imediato das subdivis˜oes param´etricas.

Gleicher e Kass [42] descrevem um algoritmo para intersec¸ão de superf´ıcies baseado em

aritmética intervalar [72], que usa a t´ecnica de refinamento progressivo. Na aritm´etica intervalar

aplicadaà intersec¸ão de superf´ıcies param´etricas, escreve-se avaliadores que recebem como en-

trada um retˆangulo no espac¸o paramétrico representado pelos limitesumin; vmin e umax; vmax, e

como sa´ıda fornecem umbounding boxpara o retalho correspondente em 3D.

A estrutura de dados apresentada por Gleicher e Kass ´e interessante pois facilita a com-

preens˜ao do algoritmo. Esta estrutura de dados cont´em dois elementos topol´ogicos básicos: os

nóse aslistas. Osnóssão representac¸ões de intervalos no espac¸o paramétrico, e aslistascontêm

referências para osnósda outra superf´ıcie, que potencialmente interceptam o n´o que a cont´em.
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Figueiredo [32] apresenta resultados mais eficientes que os obtidos por Gleicher com o uso da

aritmética afim [25], que muitas vezes fornecebounding boxesmenores, reduzindo o espac¸o de

amostragem e conseq¨uentemente os testes de intersec¸ão.

A determinac¸ão das curvas detrimmingnos algoritmos de subdivis˜ao pode ser feita por

extraç̃ao de informac¸ões presentes na estrutura denóse listasapresentadas por Gleicher e Kass.

Ao final do algoritmo, tendo sido alcanc¸ada uma precis˜ao desejada, cadanó (ou seu centro)

representa um ponto de intersec¸ão que pode ser conectado.

Os trabalhos discutidos nesta sec¸ão não resolvem o problema de intersec¸ão de superf´ıcies

do ponto de vista da modelagem de elementos finitos proposta, que considera as malhas ini-

cialmente existentes nos retalhos e que precisa que os elementos redefinidos pelos c´alculos de

intersec¸ão apresentem boa qualidade geom´etrica. O Cap´ıtulo 3 apresenta este problema com

detalhe, descrevendo a estrutura de dados e um novo algoritmo para reconstruc¸ão das malhas.

2.4 Estruturas de dados

Martha [59] mostra que a estrutura de dadosArestas Radiais[86] (Radial Edgeou simplesmente

RED) pode ser usada em simulac¸ões num´ericas por elementos finitos para representac¸ão de estru-

turas formadas por superf´ıcies compostas na modelagem de s´olidos. Além dos aspectos relativos

à modelagem de s´olidos formados por retalhos de superf´ıcie, Martha investiga a evoluc¸ão de fra-

turas no modelo, com a redefinic¸ão da malha de elementos finitos e contorno definida sobre estas

superf´ıcies. A modelagem, no entanto, n˜ao é feita com intersec¸ões param´etricas. O processo ´e

semi-autom´atico, onde o usu´ario define linhas retas no espac¸o paramétrico que s˜ao usadas para

subdividir retalhos ou para construir novas curvas representativas de fraturas.

Apesar de o objetivo desta tese n˜ao ser modelagem de s´olidos, mas sim modelagem de

cascas, a estrutura de dados RED poderia ser uma alternativa para se armazenar consistentemen-

te as curvas e superf´ıcies usadas na modelagem. Em termos de entidades topol´ogicas básicas da

estrutura arestas radiais, osvértices, asarestas, e asfacespoderiam ser relacionadas diretamente

com a modelagem de cascas abordada nesta tese. Os v´ertices estariam associados aos pontos

inicial e final das curvas, sendo comuns `as curvas adjacentes. As curvas abertas poderiam corres-

ponderàs arestas, e as faces aos retalhos limitados pelas curvas de bordo. Quando se trabalha com

superf´ıcies de Coons, as curvas de bordo j´a existem na estrutura de dados antes da criac¸ão dos

retalhos. Na construc¸ão dossweeps, devem ser consideradas curvas nas fronteiras dos retalhos,

eventualmente criando uma curva de bordo, para que o modelo topol´ogico permanec¸a consisten-

te. A entidade s´olido estaria associada `a definiç̃ao de regi˜oes fechadas e consistiria de grupos

de retalhos que definem uma casca simples. Entretanto, a estrutura RED requer muita mem´oria
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para a construc¸ão de um modelo completo e visa representar consistentemente uma subdivis˜ao

espacial, de forma que uma alternativa mais simples foi adotada nesta tese.

A inserç̃ao de retalhos planares para modelagem autom´atica de subdivis˜oes espaciais [19]

mostra que o tempo m´edio estimado para estas construc¸ões é proporcional ao quadrado do

número final de retalhos a serem inseridos. Este aspecto n˜ao seria impeditivo para o uso des-

ta estrutura em modelagens interativas, uma vez que o n´umero total de superf´ıcies que formam

um modelo complexo (vide Figura 2.1) n˜aoé grande. Os crit´erios geom´etricos necess´arios para

a inserc¸ão de retalhos n˜ao planares teriam que ser, entretanto, avaliados com maior rigor, pois

existem os problemas de auto-intersec¸ões, tratamento de retalhos c´ıclicos, etc.

Um outro aspecto ´e a investigac¸ão da necessidade de relacionamento espacial entre os

elementos que formam as malhas sobre os retalhos e as outras entidades topol´ogicas presentes

na estrutura. Uma lista simples de v´ertices e faces seria suficiente se n˜ao fosse permitida ne-

nhuma operac¸ão que alterasse a subdivis˜ao planar, em que consistem os mapeamentos sobre as

superf´ıcies. Entretanto, a proposta de modelagem deste trabalho engloba as intersec¸ões e o recor-

te de partes excedentes dos retalhos, al´em da reconstruc¸ão das malhas, de forma que deve existir

algum mecanismo de encadeamento entre malhas distintas, mesmo que seja tempor´ario.

Com o objetivo de representar de forma consistente e concisa a modelagem de cascas

compostas, e considerando-se a importˆancia das funcionalidades das curvas neste tipo de mode-

lagem, adotou-se no MG uma estrutura de dados mais simples do que a RED, onde as entidades

topológicas est˜ao diretamente relacionadas com os tipos geom´etricos usados. A Figura 2.22 mos-

tra o diagrama modular de entidades desenvolvido [23].

Intersecao?

Vertice

Poligonal

ArcoCurva

Trilinear Sweep

Superficie

Rsweep Gsweep

Malha

DCEL

B-spline

Entidade

Bilinear

Figura 2.22: Módulos da estrutura de dados adotada.
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As entidades que comp˜oem o modelo de representac¸ão são osVértices, asCurvas, e

as Superfı́cies, cada uma com a suaMalha interna. Cada curva possui pontos e vetores de

definiç̃ao geom´etrica e apenas dois v´ertices topol´ogicos nas duas fronteiras. Nas curvas fechadas,

duas referˆencias para o mesmo v´ertice são armazenadas. Como explicado na Sec¸ão 2.1.2, foram

implementados trˆes tipos de curvas: aB-spline cúbica interpolante, osArcos de cı́rculo, e as

Poligonais formadas por segmentos de reta.

As informaç̃oes de adjacˆencias entre as entidades s˜ao mostradas na Figura 2.22 pelas

linhas mais espessas que cont´em setas nos dois extremos. Cada v´ertice possui uma lista deusos

que contêm referências para todas as curvas adjacentes. De maneira similar, cada curva possui

uma lista deusoscom referências para todas as superf´ıcies adjacentes, al´em das referˆencias para

os dois vértices nas fronteiras. Para exemplificar a lista deusosde superf´ıcies das curvas, a

Figura 2.23 mostra uma curva com seis superf´ıcies adjacentes (S0 aS5). As superf´ıcies possuem

referências apenas para as curvas de bordo.

A organizac¸ão topológica desta estrutura possui alguma semelhanc¸a com a RED, n˜ao

sendo entretanto proposta deste trabalho representar subdivis˜oes espaciais com a identificac¸ão

de regiões fechadas com a estrutura utilizada. A ordenac¸ão polar das superf´ıcies sugerida pela

Figura 2.23 (existente na RED) n˜aoé mantida na estrutura de dados do MG, podendo ocorrer ou

não. Não existe tamb´em o formalismo das atualizac¸ões com os operadores topol´ogicos usados

por Weiler [86].

S0

S1

S2

S3

S4

S5

Figura 2.23: Lista deusosde superf´ıcies presentes nas curvas.

As superf´ıcies são definidas pela geometria das curvas geradoras e pela representac¸ão

paramétrica usada. As classesBilinear e Trilinear correspondem `as superf´ıcies de Coons com
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quatro e três lados. As outras trˆes classes:Sweep, Rsweep e Gsweep correspondem `as su-

perfı́cies por arrasto definidas na Sec¸ão 2.2.2.

As malhas sobre as superf´ıcies que n˜ao apresentam intersec¸ões são representadas por

listas simples de v´ertices e faces, para que se fac¸a o desenho e selec¸ão destas entidades. Estas

malhas n˜ao apresentam qualquer tipo de conex˜ao com as malhas das superf´ıcies adjacentes. Esta

conexãoé feita quando se unifica o modelo, fazendo-se a construc¸ão de uma lista ´unica de faces

e vértices capaz de ser exportada para uma simulac¸ão por elementos finitos.

Para as superf´ıcies que se interceptam, s˜ao constru´ıdas estruturas de dados planares usando-

se o espac¸o paramétrico de cada uma para se ordenar as entidades topol´ogicas (vértices, arestas e

faces). O Cap´ıtulo 3 mostra como a estrutura de dadosDCEL [71] foi adaptada para se resolver

o problema de retalhos que se interceptam, fazendo-se a reconstruc¸ão autom´atica das malhas en-

volvidas. Como mostra o Cap´ıtulo 3, nestas superf´ıcies a estrutura de dados necess´ariaà soluç̃ao

do problema de intersec¸ãoé bastante maior do que a estrutura existente nas malhas prim´arias.
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Caṕıtulo 3

Interseção Paraḿetrica de Malhas

As soluç̃oes para o problema de intersec¸ão param´etrica de superf´ıcies apresentadas na Sec¸ão 2.3

procuram resolver o problema do ponto de vista geom´etrico para a determinac¸ão precisa das

curvas de intersec¸ão. Nos m´etodos de marcha, a determinac¸ão do ponto de partida das curvas

de intersec¸ão pode ser feita com uma subdivis˜ao do espac¸o paramétrico que acaba por definir

umamalhade elementos em cada retalho. Esta malha, entretanto, n˜ao é explorada nos passos

subseq¨uentes, de forma que os resultados dos c´alculos feitos com os algoritmos baseados no

método de marcha consistem de uma lista de curvas de intersec¸ão.

Os métodos de subdivis˜ao apresentam como resultado dos c´alculos uma subdivis˜ao adap-

tativa dos dois espac¸os param´etricos dos retalhos envolvidos. Para que as t´ecnicas contidas nos

algoritmos de marcha ou subdivis˜ao sejam usadas no contexto de modelagem apresentado no

Capı́tulo 2, é necess´ario que se fac¸a a completa definic¸ão de todas as curvas de intersec¸ão exis-

tentes entre os retalhos e, em seguida, se fac¸a a definic¸ão das malhas de elementos finitos a serem

usadas na simulac¸ão numérica, respeitando as curvas de intersec¸ão calculadas. Se n˜ao existir ne-

nhum relacionamento entre as malhas e as curvas de intersec¸ão calculadas, surgem os problemas

associados com o corte (trimming) das partes excedentes, que exige a identificac¸ão das regi˜oes

paramétricas distintas.

Uma outra dificuldade para a reconstruc¸ão das malhas com as t´ecnicas de intersec¸ão apre-

sentadas no Cap´ıtulo 2 está relacionada com os dom´ınios de gerac¸ão dos mapeamentos. As

curvas de intersec¸ão devem funcionar como restric¸ões para a gerac¸ão dos novos elementos nas

superf´ıcies param´etricas, de forma que pode ficar dif´ıcil a especificac¸ão de dom´ınios elementares

de três ou quatro lados para se aplicar as t´ecnicas tradicionais de mapeamentos (vide Sec¸ão 2.2.6).

Na maioria dos casos, a ´unica alternativa ´e a triangulac¸ão de Delaunay com restric¸ões aplicada

a todo o dom´ınio dos retalhos, fazendo-se a inserc¸ão de pontos internos regularmente espac¸ados

(vide Figura 1.3a).
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Al ém destas dificuldades, a regularizac¸ão dos tamanhos dos elementos gerados indivi-

dualmente em cada superf´ıcie, e as quest˜oes relativas `a qualidade geom´etrica destes elementos

teriam que ser avaliadas por alguma metodologia que trate simultaneamente as duas superf´ıcies.

Uma outra linha de trabalhos aborda o problema do ponto de vista de reconstruc¸ão das

malhas existentes antes de se calcular as intersec¸ões. Souza e Gattass [81] apresentam uma

metodologia baseada em grafos para construir malhas em superf´ıcies param´etricas, estendendo o

trabalho pioneiro de mapeamentos transfinitos usando curvas de contorno de Haber e Abel [44].

Os trabalhos de Sheng e Hirsch [78] e de Lau e Lo [51] seguem a linha de reconstruc¸ão completa

das faces sobre as superf´ıcies, considerando-se as curvas detrimming. A diferença central entre

estes dois trabalhos est´a na proposta de triangulac¸ão, que no trabalho de Sheng e Hirsch ´e feita

no espac¸o paramétrico e que no trabalho de Lau e Lo ´e feita pela t´ecnica deadvancing front[54]

diretamente em 3D. Entretanto, estes trabalhos n˜ao dão ênfase ao problema de intersec¸ão de

superf´ıcies, que ´e um est´agio de pré-processamento na construc¸ão de tais malhas.

No enfoque de elementos finitos utilizado neste trabalho, entende-se que o problema de

intersec¸ão de superf´ıcies deve ser abordado como um problema dereconstruc¸ão de malhas, de for-

ma que n˜ao somente as representac¸ões param´etricas dos retalhos s˜ao consideradas, mas tamb´em

as malhas sobre eles. Em outras palavras, as curvas de intersec¸ão devem pertencer a ambas

as superf´ıcies e a ambas as malhas ap´os terem sido calculadas as intersec¸ões. Além disso, as

discretizac¸ões definidas pelo usu´ario nas curvas de bordo devem ser respeitadas, de forma a aco-

modar corretamente malhas adjacentes a uma mesma curva. Desta forma, o objetivo global ´e

construir uma malha ´unica pela uni˜ao das duas superf´ıcies, e esta malha deve ser formada em sua

maioria pelos elementos das malhas iniciais, que s˜ao modificadas apenas localmente, nas regi˜oes

de intersec¸ão. A Figura 3.1 exemplifica a reconstruc¸ão proposta.

Figura 3.1: Malha composta ap´os intersec¸ão.
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As soluç̃oes anteriores para o problema de intersec¸ão de superf´ıcies funcionam bem em

muitos casos, mas n˜ao tratam consistentemente do problema de intersec¸ão de malhas como foi

definido no par´agrafo anterior. Uma excec¸ão é o trabalho de Lo [55], que motivou o desenvol-

vimento do algoritmo apresentado neste trabalho. Lo desenvolveu um algoritmo simples para

intersec¸ão de malhas formadas por faces triangulares que se adaptam `as curvas de intersec¸ão. A

soluç̃ao de Lo não usa a descric¸ão param´etrica cont´ınua para as superf´ıcies, de forma que pode ser

facilmente implementada na maioria dos sistemas de modelagem. Por outro lado, nas proximida-

des de regi˜oes de curvatura acentuada, os pontos de intersec¸ão calculados podem n˜ao pertencer

às superf´ıcies originais, o que ´e inaceitável para muitos problemas de modelagem de cascas.

Uma outra dificuldade em potencial do algoritmo de Lo ´e a conex˜ao dos segmentos de

reta individualmente calculados, que formam as linhas poligonais de intersec¸ão. Estes segmentos

são calculados testando-se os pares de triˆangulos de cada superf´ıcie como mostra a Figura 3.2.

Uma vez que o espac¸amento dos pontos de intersec¸ão pode ser muito desigual em muitos casos,

a conexão dos segmentos individuais depende de tolerˆancias dif´ıceis de se determinar,

A

B

C

E

D

F

P

Q

Figura 3.2: Segmentos individuais do algoritmo de Lo [55].

O algoritmo apresentado neste cap´ıtulo possui etapas similares `as do algoritmo de Lo, e

procura apresentar soluc¸ões eficientes para os problemas geom´etricos potenciais citados acima,

usando em muitos casos as informac¸ões presentes nas topologias das malhas ao inv´es de se fazer

testes de proximidade. Na sec¸ão seguinte apresentam-se as caracter´ısticas necess´arias para os

algoritmos que pretendam resolver o problema de intersec¸ão de malhas proposto.

3.1 Caracterizaç̃ao do problema de intersec¸ão

Considera-se que a soluc¸ão ideal para o problema de intersec¸ão de malhas param´etricas proposto

deve ter as seguintes caracter´ısticas:

� Vértices nas superf́ıcies originais: Os vértices da malha resultante devem pertencer `as

respectivas superf´ıcies param´etricas originais. Em particular:
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– As curvas de intersec¸ão calculadas devem estar contidas em ambas as superf´ıcies. Se

as curvas de intersec¸ão pertencem apenas `as faces das malhas mas n˜aoàs superf´ıcies,

então a simulac¸ão por elementos finitos pode conduzir a resultados falsos ou ina-

ceitáveis [9]. A forma mais simples de garantir a correc¸ão é calcular as curvas de

trimmingno espac¸o paramétrico e ent˜ao mape´a-las para o espac¸o do objeto.

– A geometria da superf´ıcie resultante deve refletir com fidelidade a geometria das su-

perfı́cies originais, pois estas representam a intenc¸ão do projetista. Em particular,

novos retalhos param´etricos não devem ser definidos por produto tensorial das cur-

vas de intersec¸ão, pois isto pode conduzir a geometrias bem diferentes. A Figura 3.3

mostra que as superf´ıcies bilineares geradas com as curvas de intersec¸ão laterais ao

furo não reproduzem a superf´ıcie cilı́ndrica original, gerando uma mossa.

Figura 3.3: Mossa produzida pela re-parametrizac¸ão.

– Pontos nos espac¸os param´etricos correspondendo ao mesmo ponto de intersec¸ão,

quando mapeados em 3D, devem estar a uma distˆancia menor do que uma tolerˆancia

pré-determinada. Usualmente, uma frac¸ão do tamanho do menor elemento intercep-

tado nas duas malhas originais conduz a bons resultados.

� Qualidade da malha: Os elementos gerados durante a reconstruc¸ão devem apresentar

boa qualidade geom´etrica na malha final, al´em de possuir tamanho m´edio semelhante aos

das malhas originais. Se as malhas originais possuem elementos com tamanhos muito

desiguais ou se existirem arestas muito pr´oximas de uma curva de intersec¸ão, então a malha

resultante pode apresentar elementos alongados com diferenc¸as angulares acentuadas, se

nenhuma correc¸ão for feita.

� Modificações locais nas malhas:Apenas elementos pr´oximosà regiões interceptadas de-

vem ser modificados durante a reconstruc¸ão. Elementos afastados das regi˜oes de intersec¸ão

devem permanecer inalterados. Da mesma forma, se t´ecnicas de suavizac¸ão forem usadas

para aumentar a qualidade das malhas, ent˜ao ela tamb´em deve ser local.
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� Identificação de regĩoes:As novas subdivis˜oes planares definidas no espac¸o paramétrico

das superf´ıcies pelas curvas detrimmingdevem ser identificadas automaticamente. Estas

regiões podem ou n˜ao fazer parte do modelo final gerado; al´em disso, elas podem inclusive

possuir atributos diferentes (cargas, materiais, condic¸ões de contorno).

� Reconstruç̃ao automática: As duas malhas devem ser automaticamente redefinidas para

incluir as curvas de intersec¸ão e possivelmente excluir as regi˜oes excedentes. O usu´ario

não deve ser respons´avel por edic¸ões manuais das malhas resultantes.

� Eficiência: O tempo e a mem´oria necess´arios ao c´alculo das intersec¸ões deve ser idealmen-

te linear com o n´umero de elementos das regi˜oes de intersec¸ão. Algoritmos quadr´aticos

com o número total de elementos das malhas s˜ao muito lentos para grandes malhas e n˜ao

são apropriados para modelagem interativa.

� Robustez:Um número arbitrário de curvas de intersec¸ão pode ser gerado, possuindo geo-

metria, topologia e pontos de interpolac¸ão diferentes. Em particular, curvas fechadas de-

vem ser tratadas corretamente, e devem originar regi˜oes com buracos quando recortadas.

3.2 O algoritmo proposto

O algoritmo proposto para reconstruir duas superf´ıcies mapeadasA e B possui três passos

básicos, que contribuem para atender aos requisitos listados na ´ultima sec¸ão:

1. Determinac¸ão dos pontos de intersec¸ão:

(a) Calcular e armazenar as intersec¸ões das arestas emA contra as faces emB, e

(b) Calcular e armazenar as intersec¸ões das arestas emB contra as faces emA.

2. Determinac¸ão das curvas de intersec¸ão:

(a) Conectar os pontos de intersec¸ão para construir a lista de linhas poligonais que repre-

sentam as curvas de intersec¸ão;

(b) Interpolar curvas param´etricas passando pelos pontos das linhas poligonais;

(c) Calcular novos v´ertices com espac¸amento adequado para estas malhas sobre estas

curvas; e

(d) Projetar estes novos v´ertices em ambas as superf´ıcies.

3. Reconstruc¸ão das topologias:
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(a) Determinar as regi˜oes detrimmingremovendo v´ertices e arestas com base nas linhas

poligonais;

(b) Inserir novas arestas sobre as curvas detrimmingusando os novos pontos definidos

no Passo 2;

(c) Triangular as regi˜oes detrimmingem cada superf´ıcie; e

(d) Suavizar ambas as malhas.

A idéia geral do algoritmo de reconstruc¸ãoé mostrada na Figura 3.4. A Figura 3.4a mos-

tra os pontos de intersec¸ão. Os c´ırculos cheios indicam as posic¸ões onde as arestas da superf´ıcie

mostrada cruzam as faces da outra superf´ıcie, e os c´ırculos vazados representam os cruzamentos

das arestas da outra superf´ıcie. A Figura 3.4b mostra a curva detrimmingobtida pelo processo de

conexão determinado pelo Passo 2. A Figura 3.4c ilustra o Passo 3a, onde as arestas adjacentes

aos vértices próximos, mostrados com marcas quadradas na Figura 3.4b, foram removidas. A Fi-

gura 3.4d ilustra o Passo 3b, onde as novas arestas que conectam os v´ertices igualmente espac¸ados

foram inseridas na superf´ıcie mostrada. A Figura 3.4e mostra a triangulac¸ão antes da aplicac¸ão

do algoritmo de suavizac¸ão. A Figura 3.4f mostra o aspecto da malha ap´os os reposicionamentos

feitos com a t´ecnica de suavizac¸ão.

(a) Determinac¸ão dos pontos de

intersec¸ão.

(b) Construc¸ão das curvas de

intersec¸ão.

(c) Determinac¸ão das regi˜oes de

trimming.

(d) Inserç̃ao das curvas detrim-

ming.

(e) Triangulac¸ão inicial das re-

giões detrimming.

(f) Suavizac¸ão das malhas.

Figura 3.4: Uma vis˜ao geral do algoritmo.
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De forma a evitar o teste de todas as arestas contra todas as faces no Passo 1, armazenam-

se as entidades topol´ogicas em ´arvores de indexac¸ão espacial, da forma mostrada na Sec¸ão 3.3.

Uma vez que as arestas e faces podem apresentar curvaturas acentuadas em trˆes dimens˜oes, usa-se

um procedimento num´erico para determinar os pontos de intersec¸ão, queé descrito na Sec¸ão 3.4.

Ao final do Passo 1, as arestas de uma malha est˜ao ligadas com as faces que elas interceptam na

outra malha, e vice-versa. Para cada par aresta/face interceptado, s˜ao armazenadas tamb´em as

coordenadas param´etricas do ponto de intersec¸ão, nos espac¸os param´etricos respectivos.

No Passo 2b, as curvas detrimmingsão calculadas no espac¸o paramétrico por conex˜ao e

interpolaç̃ao dos pontos calculados no Passo 1. Nos Passos 2b–d, s˜ao determinadas representac¸ões

contı́nuas para as curvas detrimmingno espac¸o paramétrico. Pontos igualmente espac¸ados sobre

as curvas detrimming são então determinados erelaxadospara as superf´ıcies originais. Mais

detalhes s˜ao mostrados na Sec¸ão 3.5.

No Passo 3a, as regi˜oes detrimmingsão identificadas. Estas regi˜oes, na realidade sub-

retalhos param´etricos, s˜ao faces da estrutura de dados (vide Sec¸ão 3.3) ampliadas pela eliminac¸ão

de um conjunto de arestas. Ao final do Passo 3a existem, em cada superf´ıcie, tantas regi˜oes

quantas forem as curvas detrimming. O Passo 3b consiste na inserc¸ão das arestas que representam

as curvas detrimming, o que conduz `a subdivisão de cada face detrimming em duas. Ap´os

isso, no Passo 3c, cada regi˜ao detrimming é triangulada pela inserc¸ão de arestas, obedecendo

aos critérios geom´etricos definidos na Sec¸ão 3.6. Por fim, a aplicac¸ão da técnica de suavizac¸ão

mostrada na Sec¸ão 3.6.4 aumenta a qualidade dos elementos pr´oximosà região de intersec¸ão.

3.3 A estrutura de dados

Em cada superf´ıcie, constr´oi-se uma subdivis˜ao planar de cada malha armazenando-a em uma

estrutura de dados variante da DCEL [71] (Doubly Connected Edge List), estendida para conectar

duas topologias e trabalhar com superf´ıcies. Além disso, as entidades topol´ogicas (vértices,

arestas e faces) s˜ao armazenadas em ´arvores, ao inv´es de listas encadeadas ou vetores. Este

armazenamento reduz os tempos de buscas necess´ariosà determinac¸ão dos pontos de intersec¸ão

(Passo 1 do algoritmo ) e `a construc¸ão da malha inicial (vide Apˆendice B).

A estrutura DCEL ´e bastante semelhante `a Winged Edge[7], suprimindo-se apenas duas

arestas. A Figura 3.5a mostra as informac¸ões topológicas armazenadas pelas arestas, onde as

linhas mais grossas indicam as arestas diretamente presentes na estrutura. A Figura 3.5b mostra

as entidades da estrutura de dados utilizada, e seu encadeamento topol´ogico.

A entidade b´asica correspondente ao grafo planar em 2D usada neste trabalho ´e aSu-

perfı́cie. Cada superf´ıcie deve possuir uma parametrizac¸ão bidimensional bem definida (su-
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(a) Aresta na estrutura DCEL.
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(b) A estrutura de dados.

Figura 3.5: A estrutura DCEL estendida.

perfı́cies de Coons bilineares ou trilineares, e os sweeps descritos no Capı́tulo 2 foram os tipos

tratados), referências para as árvores de vértices, arestas e faces, e uma única referência para a

Face Infinita1. Ainda com relação à parametrização, as duas superfı́cies envolvidas na interseção

devem apresentar intervalos paramétricos iguais, de zero a um em cada eixo por exemplo, ou uma

normalização deve ser feita para que a convergência do algoritmo do Passo 1 seja rápida (vide

Seção 3.4). Usa-se o espaço paramétrico bidimensional para orientar as entidades geométricas

da mesma forma que em subdivisões planares.

Os Vértices possuem descrição geométrica definida pelas coordenadas paramétricas (u; v)

associadas à superfı́cie a que pertencem. A única referência topológica existente na definição dos

vértices é uma aresta incidente, da mesma forma que na Winged Edge padrão.

As Arestas, que formam a base da estrutura, são os lados de cada elemento da malha

existente. As arestas são consideradas retas no espaço paramétrico da superfı́cie, mas apresentam

geometria curva em três dimensões. Os campos V0, V1, A0, A1, F0 e F1, mostrados na Figura 3.5,

correspondem respectivamente aos vértices inicial e final, à aresta anterior na face F0 ou próxima

anti-horária em V0, à aresta anterior na face F1 ou próxima anti-horária em V1, à face à esquerda

e à face à direita. Além das referências topológicas, armazena-se um indicador (trimming) que

1Da mesma forma que em subdivisões planares, na DCEL a face infinita corresponde ao ciclo externo de arestas,

que apresenta orientação inversa de todas as outras faces.
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é ativado para as arestas que se situam sobre alguma curva de interseção. Esta referência é

que viabiliza a identificação de regiões disjuntas, após os cálculos de interseção. Os campos

armazenados em Interseção são apenas instanciados para as arestas que possuem interseção com

uma face qualquer. O campo face é a referência para a face da outra superfı́cie que é interceptada

pela aresta. Os campos uf e vf correspondem às coordenadas paramétricas referentes à superfı́cie

da face armazenada em face.

As Faces são os sub-retalhos limitados pelas arestas definidas no mapeamento da su-

perfı́cie completa; possuindo uma referência para uma aresta na própria superfı́cie. De maneira

similar às arestas, os campos: aresta, ua e va em Interseção apenas são instanciados quando se

detecta uma aresta da outra superfı́cie que intercepta a face.

O campo Interseção das arestas e faces é usado na determinação das curvas de trimming

e na reconstrução das topologias; ele é a chave para o encadeamento topológico de duas DCELs,

feito quando duas superfı́cies se interceptam. A Figura 3.6 mostra como este encadeamento

topológico de arestas e faces de duas superfı́cies se processa. A informação geométrica de cada

ponto de interseção é armazenada nos pares (uf ; vf ) e (ua; va), nos campos instanciados para

interseção mostrados pela Figura 3.5.
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Figura 3.6: Encadeamento topológico das DCELs.

Para o armazenamento das entidades topológicas, adotou-se árvores B-trees [26] para

os vértices e arestas, e R�-trees [8] para as faces. As B-trees são determinantes para que na

construção das DCELs iniciais, que representam as malhas, não sejam necessárias buscas em

todas as entidades existentes (vide Apêndice B). As R�-trees são fundamentais para que os pontos

de interseção sejam obtidos com poucos testes entre faces e arestas (vide Seção 3.4.1). Os vértices

são inseridos em uma B-tree, que usa as coordenadas paramétricas dos pontos para fazer buscas
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em ordem lexicográfica. Cada vértice é batizado com um ı́ndice de forma que vértices com

ı́ndices menores também possuem coordenadas paramétricas menores, de maneira lexicográfica.

As arestas são orientadas do vértice de menor ı́ndice para o de maior, e são armazenadas em

uma B-tree que usa estes ı́ndices como chave de busca, de forma semelhante à B-tree de vértices.

As faces são inseridas em uma R�-tree usando-se o bounding box2 tridimensional como chave

de inserção e busca. Para exemplificar a construção das R�-trees, a Figura 3.7 mostra árvore

bidimensional com número de faces por nó entre 2 e 4.

X

Y

Figura 3.7: R�-tree bidimensional contendo de duas a quatro faces por nó.

A determinação dos bounding boxes das arestas é feita com base nos pontos de uma linha

poligonal adaptativa com a curvatura, construı́da com a metodologia descrita na Seção 2.1.2. Para

o cálculo dos bounding boxes das faces, usam-se os pontos obtidos de uma amostragem definida

pelas arestas da face que apresentam maiores curvaturas, e portanto mais pontos amostrais.

O Apêndice A descreve o conjunto de operadores topológicos necessários a todas as

alterações feitas pelo algoritmo de interseção, apresentados no Passo 3 (Seção 3.6). O Apêndice B

mostra como é feita a construção da topologia inicial partindo-se de uma estrutura simples de

vértices e faces (estrutura convencional usada para malhas de elementos finitos).

3.4 Determinação dos pontos de interseção

No Passo 1 do algoritmo, as arestas em uma superfı́cie são testadas com as faces da outra su-

perfı́cie que potencialmente a interceptam.

2Existem formas de se determinar o bounding box preciso de um retalho sem a necessidade de subdivisão,

avaliando-se apenas as posições 3D e os vetores tangentes nos pontos extremos [6].
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3.4.1 Cerceamento com as R�-trees

A R�-tree de faces organizada pelos bounding boxes tridimensionais torna a busca pelas faces

que potencialmente interceptam uma aresta em uma pesquisa limitada a alguns nós da árvore.

Árvores com um mı́nimo de 4 e um máximo de 10 faces por nó apresentam bom rendimento [60]

no caso médio para subdivisões planares, tendo sido adotados estes limites na implementação da

biblioteca de R�-trees tridimensionais usada no MG. Para arestas e faces que possuem bounding

boxes muito menores do que os da superfı́cie completa, obtém-se um ganho significativo de

desempenho nas buscas.

O bounding box da aresta é usado para determinar na R�-tree o conjunto de faces que

podem interceptá-la. A Figura 3.8 mostra a interseção de uma aresta reta com uma superfı́cie

de Coons bilinear formada por duas retas e duas Béziers cúbicas nas fronteiras. A aresta, o seu

bounding box, as faces superfı́cie de Coons, e os bounding boxes das faces que potencialmente

interceptam a aresta são desenhadas.

Figura 3.8: Faces de um retalho de Coons que potencialmente interceptam uma aresta.

3.4.2 Interseção entre arestas e faces

Como Faux e Pratt [36] colocam, o cálculo da curva de interseção entre duas superfı́cies pode

ser visto como um problema de resolução de equações (geralmente não-lineares) simultâneas, ou

como um problema de minimização, onde o quadrado da norma euclidiana entre os pontos nas

duas superfı́cies é minimizado com o ajuste dos parâmetros u e v. O problema de determinação do

ponto de interseção entre a aresta-curva e o pseudo-retalho, que é a face que apresenta interseção

potencial com a aresta, também pode ser transformado em um problema de minimização, cuja
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solução é obtida usando-se as técnicas de programação matemática [85]. Para cada par aresta-

face selecionado, acha-se o ponto onde eles se interceptam pela solução de um problema de

minimização: o algoritmo termina quando a distância euclidiana do ponto avaliado na aresta

com o parâmetro t ao ponto na face avaliado com as coordenadas (u; v) for menor que uma

dada tolerância. Esta tolerância corresponde a uma fração do menor comprimento das arestas

envolvidas na interseção, que deve ser determinado a priori.

A metodologia adotada nesta tese se assemelha à técnica usada por Chen e Ozsoy [21],

que aproximam a solução do problema de interseção de superfı́cies como um conjunto de inter-

seções entre curva e superfı́cie. Chen e Ozsoy formulam o problema em função das coordenadas

paramétricas nos dois retalhos chegando a um sistema de quatro incógnitas (pares (u; v) em uma

superfı́cie e (w; s) na outra) e três equações, relativas aos três eixos do espaço tridimensional. A

restrição adicional usada por Chen e Ozsoy é chamada de engaging direction e está relacionada

com cı́rculo osculador, definindo uma direção no espaço paramétrico da primeira superfı́cie, o

que reduz o problema à interseção desta curva com a outra superfı́cie. No caso de arestas retas no

espaço paramétrico da superfı́cie que a contém adotado nesta tese, a direção da curva está bem

determinada, não existindo a necessidade de adoção de restrições extras para resolver o problema.

A Figura 3.9 mostra os elementos envolvidos no problema de interseção da aresta-curva (V0; V1),

que está sobre uma superfı́cie (não desenhada), com uma superfı́cie S(u; v). As coordenadas

(ua; va) podem ser substituı́das pelo parâmetro t, que define a reta paramétrica no espaço da

superfı́cie não desenhada.

vaua )R( ,

)R(t
)(u vS ,

)(t

F (u,v t),

)(u v,

V0

V1

ou

Figura 3.9: Notação usada para o problema de interseção.

O vetor distância ~F é, em última análise, uma função dos parâmetros u, v, e t:

~F (u; v; t) =

8>>><
>>>:
Sx(u; v)�Rx(t)

Sy(u; v)�Ry(t)

Sz(u; v)�Rz(t)

9>>>=
>>>;

: (3.1)
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Para resolver o problema ~F (~p) = ~0, onde ~p = (u; v; t), usando método de Newton-Raphson, o

termo de correção �~p é dado por:

J
t�~p = �~F (~p); (3.2)

onde a matriz jacobiana J é dada por:

J = r~F (~p)t =

2
6666666666664

@Sx

@u

@Sy

@u

@Sz

@u

@Sx

@v

@Sy

@v

@Sz

@v

�@Rx

@t
�@Ry

@t
�@Rz

@t

3
7777777777775

(3.3)

Uma vez que a matriz jacobiana é composta pelas tangentes direcionais no retalho de superfı́cie

e pela tangente à curva, que também se traduz em uma derivada direcional na superfı́cie da

aresta, deve-se ter cuidado com o módulo dos vetores tangente, para garantir a convergência. Se

as superfı́cies possuem parametrizações diferentes, uma bicúbica e outra bilinear, por exemplo,

então uma normalização dos vetores é necessária antes de se resolver a Equação 3.2. O mesmo

procedimento deve ser observado se os intervalos paramétricos nos dois retalhos forem diferentes.

Para tornar o algoritmo suficientemente robusto de forma a tratar corretamente as sin-

gularidades que ocorrem em pontos de tangência ou paralelismo entre face e arestas, usa-se o

método modificado de Newton-Raphson apresentado por Deuflard [34]. Mesmo quando o ponto

de interseção entre uma aresta e face não se dá em uma posição de tangência, é comum acontece-

rem situações onde o sistema fica mal-condicionado em iterações intermediárias, sendo portanto

fundamental o uso das pseudo-inversas de Deuflard.

3.4.3 Posições relativas no espaço paramétrico

A seção anterior descreve o algoritmo de interseção entre uma aresta e uma face, que fornece

como resultado dois pares paramétricos: (uf ; vf) na superfı́cie da face, e (ua; va) (ou t) na su-

perfı́cie de aresta. É necessário ainda que a posição relativa entre a face e o ponto de interseção

determinado na aresta seja classificado por testes no espaço paramétrico do retalho da face. Um

algoritmo de ponto em polı́gono (as arestas da face são retas paramétricas) usando a técnica de

single shot verifica se o ponto de interseção é interno, externo, sobre uma fronteira, ou sobre um

vértice da face em questão.

A Figura 3.10 mostra as posições relativas que um ponto de interseção entre uma aresta da

superfı́cie A (apenas a aresta é desenhada) e uma face da superfı́cie B (desenhada com hachuras)
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podem assumir. Nesta figura, as faces da superfı́cie B que devem ser atualizadas nos campos

Interseção (vide Figura 3.5b) são preenchidas com um tom cinza. A Figura 3.10a mostra o caso

em que o ponto é externo à face testada; neste caso nenhuma atualização é feita na estrutura

de dados. Quando o ponto é interno à face, como mostra a Figura 3.10b, o par aresta-face é

atualizado nos campos Interseção. Se o ponto de interseção se localiza sobre uma aresta da

superfı́cie, como mostra a Figura 3.10c, além da aresta interceptada (na superfı́cie A), as duas

faces vizinhas à aresta na superfı́cie B também têm seus campos em Interseção atualizados.

Quando a interseção se dá sobre um vértice da face testada, como mostra a Figura 3.10d, todas

as faces adjacentes a este vértice devem também ser atualizadas.
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(c) Ponto em aresta.
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(d) Ponto em vértice.

Figura 3.10: Posições relativas entre ponto de interseção e face.

Em qualquer destes casos, quando o campo Interseção tem que ser atualizado, se ele

já se encontra instanciado em cálculos anteriores, nenhuma modificação é necessária. Como é

mostrado na Seção 3.5, uma única referência em cada aresta e face é suficiente para conectar-se

todos os pontos de interseção, de forma que não são necessárias atualizações quando a aresta ou

face já tiver o campo Interseção preenchido.

Encerrando os testes para atualização da conexão entre as duas superfı́cies, para os casos
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em que o ponto de interseção não é externo à face (Figuras 3.10b a d), deve-se testar se o ponto

ocorre em um dos vértices da aresta. Se isso ocorrer, deve-se atualizar todas as arestas adjacentes

a este vértice, o que evita que o mesmo ponto fronteiriço seja calculado pelas arestas vizinhas.

3.4.4 Troca das superfı́cies

Para que a determinação dos pontos de interseção esteja completa e para que os campos ne-

cessários à construção das curvas de trimming estejam corretamente instanciados e preenchidos,

todos os procedimentos descritos nesta seção devem ser repetidos trocando-se as superfı́cies, ou

seja, testando as arestas da segunda superfı́cie contra as faces da primeira. Ao final deste passo,

todas as informações topológicas e geométricas necessárias para construir as curvas de interseção

encontram-se armazenadas nas duas DCELs.

3.5 Determinação das curvas de interseção

O Passo 2 é feito pelo percorrimento das faces interceptadas da primeira superfı́cie, propagando-

se as interseções pelas faces adjacentes a arestas interceptadas, identificadas pelo campo Interse-

ção. Em cada ponto armazenam-se referências para as arestas interceptadas em cada superfı́cie.

3.5.1 Poligonais locais e globais

São usados dois tipos de linhas poligonais: poligonais locais, que conectam pontos de interseção

em uma face determinada; e poligonais globais, que são formadas de poligonais locais e repre-

sentam uma poligonal de trimming completa. Ambas poligonais local e global são simplesmente

uma lista de pontos. Cada um destes pontos contém duas referências para arestas: a0 e a1. Em

pontos de interseção regulares apenas o campo a0 não é nulo, contendo uma referência para uma

aresta em uma das superfı́cies. O campo a1 apenas é preenchido quando o ponto de interseção

representa um encontro entre duas arestas (vide Figuras 3.10c e d), uma em cada superfı́cie. Nes-

tes casos deve-se armazenar em a1 uma referência para a aresta que esteja na outra superfı́cie,

diferente da superfı́cie da aresta em a0. No caso mostrado na Figura 3.10d, qualquer das ares-

tas adjacentes ao vértice interceptado pode ser referenciada. A Figura 3.11a mostra a curva de

interseção e os pontos de interseção de duas superfı́cies A e B. A Figura 3.11b mostra a poligo-

nal local referente à face desenhada em cinza. Os pontos 0 e 4 correspondem a interseções das

arestas desta face com as faces da superfı́cie B; os pontos 1, 2, e 3 correspondem a interseções

de arestas da superfı́cie B internas à face desenhada em cinza na superfı́cie A. A Figura 3.11c
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Figura 3.11: Poligonais local e global usadas no Passo 2 do algoritmo.

mostra a poligonal global obtida pela conexão de poligonais locais ao longo de todas as faces

interceptadas da superfı́cie A.

Cada face da superfı́cieA é marcada à medida em que é visitada; o Passo 2a termina quan-

do todas as faces interceptadas já foram visitadas. Desta forma, todos os componentes conexos,

ou curvas de interseção, são determinados em uma única busca nas faces da superfı́cie A.

3.5.2 Casos previstos

Uma classificação dos casos previstos é necessária para apresentação do algoritmo de propagação

de poligonais do Passo 2. A Figura 3.12 mostra as três possibilidades previstas para posições rela-

tivas entre poligonal local e face. As classificações que podem ser feitas com o par face/poligonal

local são:

Singlecrossed: Quando uma única aresta é interceptada (vide Figura 3.12a);

Doublecrossed: Quando duas arestas são interceptadas (vide Figura 3.12b); e

Isolated: Quando nenhuma aresta é interceptada e a poligonal é isolada (Figura 3.12c).
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Figura 3.12: Classificações entre face e poligonal local.
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O caso mais comum é o Doublecrossed, onde a poligonal global cruza completamente a

face. Deve ser notado que a poligonal global é sempre propagada através de arestas ou vértices

interceptados, e apenas pode terminar sobre um ponto de interseção interno a uma face ou sobre

uma aresta, seja ela de fronteira ou não.

Para os casos em que as interseções das arestas ocorrem em um dos vértices (ponto 0 da

Figura 3.12a à direita e pontos 0 e 3 da Figura 3.12b à direita), o que ocorre muito freqüentemente

nas interseções mostradas no Capı́tulo 4, propaga-se a poligonal global por todas as faces adja-

centes a este vértice. Estes casos foram identificados no Passo 1, de forma que todas as arestas

adjacentes devem ter sido atualizadas em seus campos Interseção.

Os casos possı́veis de interseções entre dois retalhos paramétricos são muito mais varia-

dos do que os mostrados na Figura 3.12. O conjunto que representa a interseção pode ser uma

superfı́cie, quando os dois retalhos coincidem, uma ou mais curvas, um ponto, o conjunto vazio,

ou qualquer combinação entre estes casos. O propósito da modelagem proposta nesta tese não é

o de construção de um algoritmo que detecte todas as possibilidades geométricas de interseção

entre dois retalhos, uma vez que o trabalho se concentra na reconstrução das malhas existentes.

Instâncias de retalhos coincidentes e pontos isolados resultantes de retalhos mutuamente tangen-

tes não são tratados pelo algoritmo proposto, devendo ser identificados e redefinidos pelo usuário

do sistema. Dá-se ênfase aos casos em que as interseções são curvas bem definidas e em que os

retalhos possuem malhas compatı́veis com a complexidade das curvas de interseção.

Em termos de entidades da estrutura de dados, arestas que são interceptadas mais de

uma vez pela mesma curva de interseção e faces com duas curvas de interseção distintas, como

mostram as Figuras 3.13a e 3.13b respectivamente, não são tratadas pelo algoritmo. Ambos os

casos podem resolvidos com um aumento da discretização, como o mostrado na Figura 3.13c.

1

2

0

(a) Uma aresta interceptada

duas vezes.

0

2

0

1

2

1

(b) Uma face cruzada por

duas curvas diferentes.

(c) A nova discretização.

Figura 3.13: Interseções não tratadas e uma solução.
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O aumento da discretização deve ser feito por iniciativa do usuário do sistema, redefi-

ninindo as malhas envolvidas e fazendo nova chamada para o algoritmo de interseção. Outras

alternativas para se resolver a limitação de um único cruzamento por aresta, não investigadas

nesta tese, seriam a subdivisão das arestas que apresentassem uma segunda interseção ou o arma-

zenamento de uma lista de faces interceptadas.

3.5.3 Construção das poligonais globais

A construção de lista de poligonais globais é mostrada pelo Pseudo-código 3.1. O bounding box

determinado pelos pontos de interseção calculados no Passo 1 é usado como chave de busca na

R�-tree de faces da superfı́cie A, de forma a visitar quase que somente as faces que realmente

foram interceptadas. Identificada uma face interceptada, inicializa-se uma nova poligonal glo-

bal que é propagada recursivamente ao longo de toda a superfı́cie pelo algoritmo BuildGPoly,

apresentado a seguir, marcando as faces à medida em que são visitadas. O algoritmo BuildGPo-

lyList prossegue gerando novas poligonais globais (componentes conexos) enquanto houver faces

interceptadas e ainda não visitadas.

Pseudo-código 3.1 O algoritmo para construção da lista de poligonais globais.
algorithm BuildGPolyList

input: surface S1

output: list of global poligonals List

begin

Initializes List as empty

for each Face in bounding box of Step 1 do

if Face has intersection and Face has not been visited then

Creates new GPoly

BuildGPoly ( Face, GPoly )

Adds GPoly to List

end if

end for

end BuildGPolyList

O algoritmo que propaga cada poligonal global ao longo da superfı́cie, através das arestas

interceptadas, é apresentado pelo Pseudo-código 3.2. Os parâmetros de entrada para o algoritmo

são uma referência para a face onde a poligonal se inicia (Fc), e para a poligonal (GPoly) que será

propagada pela superfı́cie por chamadas recursivas. Ao final do algoritmo, a poligonal GPoly

possui, para cada ponto de interseção, uma (a0) ou duas (a0 e a1) referências para arestas das
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superfı́cies. Estas informações serão usadas no Passo 3 do algoritmo, para definição das regiões

(faces) de trimming, sem a necessidade de se fazer buscas para identificação de posições relativas

das curvas de trimming com as faces em ambos os retalhos.

O teste de interrupção da recursão é feito no inı́cio do algoritmo, verificando-se se a

face Fc se encontra marcada, ou seja, se ela já foi visitada pelo algoritmo em outro nı́vel da

recursão. Quando a face Fc corresponde à face infinita, a poligonal GPoly atingiu uma fronteira

da representação e a recursão também deve ser interrompida. O algoritmo cria inicialmente a

poligonal local LPoly, onde serão armazenadas todas as interseções da face Fc. O algoritmo

BuildLPoly constrói a poligonal LPoly de Fc, retornando também referências para as possı́veis

arestas interceptadas: Ein e Eout, que correspondem respectivamente à primeira e segunda arestas

de Fc com interseção. As referências Ein e Eout são usadas na classificação da face Fc de acordo

com a Figura 3.12.

Os pontos de interseção de LPoly são então inseridos em uma das duas extremidades

de GPoly pelo algoritmo AddGPoly. Um dos campos a0 ou a1 presente nas posições extremas

de LPoly deve conter uma referência para uma aresta que coincide com os extremos de GPoly,

indicando o ponto de conexão. A direção de ambas as poligonais são também classificadas de

acordo com as adjacências. A Figura 3.14a mostra as situações em que a poligonal local deve

ser inserida com sua direção invertida, e a Figura 3.14b mostra os casos em que a poligonal local

deve ser inserida com a sua ordem natural.

GPoly LPoly

0

1

2
3

4

5

6 7

8

9

0

1

2

3

0

1

2
3

0

1

23

4

5

6
7

8

9

(a) Situações de inversão.

GPoly LPoly

0

1

2
3

4

5

6 7

8

9

0

1

2

3

0
1

2

3

0

1

23

4

5

6
7

8

9

(b) Situações de manutenção.

Figura 3.14: Direções relativas entre as poligonais local e global.

Em seguida, a face Fc é marcada como visitada, e sua classificação é feita de acordo com

as referências em Ein e Eout. Se Ein existe (não é nula), testa-se se a interseção ocorre sobre

um vértice, o que pode ser feito pela avaliação do parâmetro t (vide Figura 3.9). Se a interseção

ocorre em uma posição intermediária entre os dois vértices (0 < t < 1), propaga-se a poligonal

global pela face adjacente a Fc pela aresta Ein. Se a interseção ocorre sobre um vértice de Ein
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Pseudo-código 3.2 O algoritmo para construção das poligonais globais.
algorithm BuildGPoly ( Fc, GPoly )

input: face Fc and global polyline GPoly

output: global polyline GPoly completed

begin

if Fc is marked or Fc is infinity return

Creates local polyline LPoly

BuildLPoly ( LPoly, Fc, Ein, Eout )

AddGPoly ( LPoly, GPoly )

Removes LPoly

Marks face Fc

if Ein is not NULL then

if intersection in Ein is over a vertex

for each Fviz adjacent to the intersected vertex

BuildGPoly ( GPoly, Fviz )

end for

else

Fviz = face neighbor to Ein

BuildGPoly ( GPoly, Fviz )

endif

if Eout is not NULL then

if intersection in Eout is over a vertex

for each Fviz adjacent to the intersected vertex

BuildGPoly ( GPoly, Fviz )

end for

else

Fviz = face neighbor to Eout

BuildGPoly ( GPoly, Fviz )

endif

endif

end if

end BuildGPoly
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(t = 0, indicando interseção em V0, ou t = 1, indicando interseção em V1), propaga-se a poligonal

global por todas as faces adjacentes a este vértice. Se Eout existir, o que classifica a face Fc como

Doublecrossed, repete-se o procedimento de propagação feito com a aresta Ein. Nos casos em

que Ein e Eout são nulas, a poligonal é isolada no interior da face Fc e não precisa ser propagada

pois já está completa após ter sido transportada para a poligonal global por AddGPoly.

3.5.4 Construção das poligonais locais

O Pseudo-código 3.3 mostra o algoritmo BuildLPoly que insere todos os pontos de interseção da

face Fc na poligonal local LPoly. Os algoritmos BuildLPoly e AddIntPoint usam as informações

topológicas calculadas no Passo 1 do algoritmo para construir a poligonal LPoly por percorrimen-

to alternado nas arestas das faces em ambas as superfı́cies envolvidas. O algoritmo BuildLPoly

percorre as arestas da face Fc a procura da primeira aresta (Ein) que possui interseção. Se tal ares-

ta existir, armazena-se a sua referência na primeira posição no campo a0 de LPoly. O algoritmo

prossegue pela chamada ao algoritmo AddIntPoint, que insere os pontos de interseção internos à

face Fc. Se a aresta armazenada em Ein não for nula, procura-se por uma outra possı́vel ares-

ta Eout da face Fc que também possua interseção, armazenando-a na última posição de LPoly,

concluindo o algoritmo. A Figura 3.15 mostra uma situação em que Ein e Eout existem, e dois

pontos internos foram inseridos por AddIntPoint.

Pseudo-código 3.3 O algoritmo para construção de poligonais locais.
algorithm BuildLPoly ( Fc, LPoly )

input: face Fc and local polyline LPoly

output: polyline LPoly with the intersection points of face Fc

begin

gets Ein as the first intersected edge of face Fc

if Ein exists inserts Ein at the first position of LPoly

AddIntPoint ( Fc, Ein, LPoly )

if Ein is null return

gets Eout as the other intersected edge of face Fc

if Eout exists inserts Eout at the last position of LPoly

end BuildLPoly

O algoritmo AddIntPoint, mostrado pelo Pseudo-código 3.4, parte da face da outra su-

perfı́cie usando a referência presente no campo face da aresta Ein, armazenando-a em Fint. Se

a aresta Ein for nula, uma busca na R�-tree é feita pelo algoritmo GetFaceIntersectingFace para
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Figura 3.15: Poligonal local construı́da pelo algoritmo BuildLPoly.

achar a face Fint. Ressalta-se que apenas em poligonais isoladas, como as da Figura 3.12c, es-

ta busca é necessária. Enquanto existirem faces Fint que apresentam interseção com a face Fc

determina-se a aresta Eint que a intercepta (GetEdgeIntersectingFace checa as arestas de Fint),

armazena-se a sua referência em LPoly e passa-se à face vizinha por esta aresta. Este loop termina

em uma das três situações: quando a face vizinha já foi visitada, quando ela corresponde à face

infinita, ou quando não existe nenhuma outra aresta interceptando a face Fc.

Pseudo-código 3.4 O algoritmo para inserção dos pontos internos a uma face.
algorithm AddIntPoint ( Fc, Ein, LPoly )

input: face Fc, edge Ein and local polyline LPoly

output: polyline LPoly with the intersections internal to Fc

begin

if Ein is not null Fint = Ein->face

else GetFaceIntersectingFace ( Fc, Fint )

while Fint is not null then

GetEdgeIntersectingFace ( Fint, Eint )

if Eint is no null

adds Eint to LPoly

assigns to Fint the face neighbour to Fint by Eint

else

Fint = null

end if

end while

end AddIntPoint
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3.5.5 Curvas contı́nuas

Para converter as poligonais globais encontradas no Passo 2a em curvas de interseção contı́nuas,

constróem-se B-splines cúbicas por trechos que interpolam os pontos de interseção presentes

em cada poligonal global. Para isto, usa-se a variação paramétrica centrı́peta definida por Foley

e Nielson [40] (vide Equação 2.5),que apresenta bons resultados para pontos com espaçamento

muito variado, como é o caso das poligonais globais na quase totalidade dos casos. Esta interpolação

é feita com a metodologia descrita ao longo da Seção 2.1.1, com a diferença de que os pontos das

curvas de interseção são inseridos automaticamente.

De posse destas representações contı́nuas para as curvas de interseção, deve-se amostrar

pontos igualmente espaçados ao longo da curva (vide Seção 2.1.2), usando uma distância que

corresponde a uma fração (adotou-se o valor 0.9) do tamanho médio das arestas interceptadas

nas duas malhas iniciais. Estes pontos amostrados definem vértices representando as curvas de

interseção na malha combinada. Mesmo considerando que os pontos de interpolação estão situa-

dos sobre ambas as superfı́cies segundo tolerância determinada, os pontos amostrados podem não

estar, devendo ser relaxados de forma que as novas posições se aproximem das duas superfı́cies.

Tal tarefa é feita por um algoritmo muito semelhante ao procedimento iterativo mostrado no

Passo 1, mas de convergência muito mais rápida devido à proximidade dos pontos no inı́cio do

processo. Como resultado deste algoritmo, pares de coordenadas paramétricas em ambas as su-

perfı́cies são determinados para cada ponto amostrado.

3.5.6 Um exemplo

Para exemplificar os procedimentos referentes ao Passo 2 do algoritmo, aborda-se a construção

da poligonal global gerada pelas superfı́cies A e B, mostradas na Figura 3.16. Supondo que a

busca na R�-tree de faces de A forneça a Face F1A para iniciar a primeira poligonal global GP1,

em BuildGPolyList; o algoritmo BuildGPoly é então chamado com F1A e GP1 como parâmetros.

Após a criação da poligonal local LP11, o algoritmo BuildGPoly chama BuildLPoly, pas-

sando F1A e LP1A como parâmetros. A primeira aresta interceptada de F1A é A1A, que é armaze-

nada na primeira posição de LP1A e em Ein, passando-se à determinação das interseções internas

com a chamada à função AddIntPoint, tendo F1A, A1A (Ein) e LP1A como parâmetros. Em Ad-

dIntPoint percorrem-se as arestas da face F1B , encontrando-se A1B que apresenta interseção com

F1A. A aresta A1B é então inserida na segunda posição de LP1A; a face vizinha a F1B por A1B é

a face infinita, o que encerra AddIntPoint.

A busca por uma outra aresta interceptada em F1A, em BuildLPoly, resulta vazia, de forma

que a poligonal local está completa (LP1A = fA1A; A1Bg), sendo inserida na poligonal global
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Figura 3.16: Poligonais locais e global (GP1) no passo 2 do algoritmo.

GP1, que se encontrava vazia. A Figura 3.16a ilustra este estágio. Após a remoção de LP1A

e a marcação da face F1A, o algoritmo BuildGPoly classifica a face F1A como Singlecrossed;

o algoritmo BuildGPoly é então chamado recursivamente, com a face F2A vizinha à aresta A1A

como parâmetro.

Seguem-se a criação de nova poligonal local LP2A referente à face F2A e o armazenamen-

to da aresta A2A na primeira posição desta poligonal, dentro do procedimento BuildLPoly. Em

AddIntPoint, A2B é inserida na segunda posição de LP2A, passando-se à face F1B onde nenhuma

outra aresta, além de A2B , intercepta F2A. De volta à BuildLPoly, a última aresta A1A é inserida

em LP2A. Quando o controle retorna ao algoritmo BuildGPoly, a poligonal local LP2A possui três

interseções: fA2A, A2B eA1Ag. O procedimento AddGPoly insere a poligonalLP2A emGP1, que

passa a possuir as interseções: fA1B; A1A; A2B; A2Ag, como mostra a Figura 3.16b. A face F21 é

então marcada e classificada como do tipo mostrado na Figura 3.12b, sugerindo propagações por

duas faces vizinhas. A face vizinha F1A por A1A já se encontra marcada, e a face vizinha por A2A

é a face infinita da superfı́cie S1, de forma que a recursão termina. O controle retorna então ao

algoritmo BuildGPolyList, que insere a poligonal GP1 na lista de poligonais, passando à segunda

face (F2A) de S1, que por já se encontrar marcada encerra o algoritmo.

3.6 Reconstrução das topologias

Cada curva gerada no Passo 2 origina uma região de trimming em cada um dos retalhos, pela

remoção de grupos de arestas próximas à curva de interseção.
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(a) Malhas originais. (b) Face e curva de

trimming no plano.

(c) Face e curva de trimming

na casca cilı́ndrica.

Figura 3.17: Faces de trimming em uma interseção planoxcasca cilı́ndrica.

3.6.1 Obtenção das regiões de trimming

As regiões de trimming são na realidade faces de cada representação topológica, que são expandi-

das à medida em que se remove as arestas próximas aos pontos de interseção. As arestas intercep-

tadas estão diretamente armazenadas nos campos a0 e a1 da cada ponto de interpolação das curvas

de interseção. Para se obter as faces de trimming, no Passo 3a, para cada ponto de interpolação

das curvas de interseção, removem-se todas as arestas conectadas ao vértice mais próximo destes

pontos (mostrados com marcas quadradas na Figura 3.4b), incluindo a própria aresta intercep-

tada. A determinação do vértice mais próximo é feita testando-se o valor do parâmetro t, que

indica a posição da interseção em cada aresta. Se este valor for menor do que 0:5, são removidas

as arestas conectadas ao vértice V0 da aresta; de outra forma, remove-se as arestas conectadas ao

vértice V1.

As arestas pertencentes à fronteira, identificadas por serem adjacentes à face infinita,

e aquelas geradas sobre curvas de interseção em cálculos anteriores, identificadas pelo campo

trimming, não podem ser removidas sendo subdivididas pela inserção de um novo vértice na

posição de cruzamento. A Figura 3.17 mostra as faces de trimming identificadas pela remoção e

subdivisão de arestas no caso da interseção entre uma superfı́cie plana e uma casca cilı́ndrica. Na

Figura 3.17a, mostram-se as malhas originais; na Figura 3.17b a face de trimming na superfı́cie

plana é mostrada; e na Figura 3.17c mostra-se a face de trimming na casca cilı́ndrica.

As faces de trimming possuem apenas um ciclo de arestas, se geradas por curvas de

interseção abertas. Se o procedimento de remoção de arestas fosse aplicado às curvas fecha-

das, faces auto-conectadas com um ciclo externo e um interno seriam geradas, não podendo ser

representadas pela estrutura DCEL. As curvas de trimming fechadas são, por esta razão, tratadas

de uma maneira um pouco diferente, fazendo-se a subdivisão de algumas arestas internas inter-
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(a) Vértice

próximo.

(b) Vértice removi-

do.

(c) Aresta próxima. (d) Aresta removida.

Figura 3.18: Propagação de regiões de trimming nos extremos das curvas.

ceptadas, como é apresentado no exemplo de inserção das arestas de trimming da Figura 3.20 na

próxima seção.

Observa-se ainda que os extremos das curvas de trimming devem ser testados quanto à

proximidade relativa à face que ela originou, pois situações de arestas ou vértices muito próximos

podem ocorrer, mesmo não estando conectados a arestas interceptadas. A Figura 3.18a ilustra

uma situação de um vértice próximo ao extremo inferior esquerdo de uma curva de trimming. A

Figura 3.18b mostra a região de trimming expandida pela eliminação do vértice marcado.

A outra situação prevista ocorre quando a entidade muito próxima ao extremo de uma

curva de trimming é uma aresta. A Figura 3.18c mostra a aresta próxima desenhada com uma

espessura maior. Na Figura 3.18d, a região de trimming foi expandida pela eliminação desta

aresta.

3.6.2 Inserção das arestas de trimming

No Passo 3b, as arestas que representam as curvas de trimming são inseridas, dividindo as faces

de trimming em duas, uma localizada à esquerda e uma à direita de cada curva, pela conexão dos

pontos uniformemente espaçados amostrados sobre estas curvas. As arestas criadas sobre estas

curvas recebem marcas positivas nos campos trimming, mostrados na Figura 3.5. Cada extremo

da curva pode ou não pertencer a uma aresta de fronteira. A Figura 3.19a mostra os operadores de

Euler [58] usados para inserir as arestas que representarão a curva de interseção, subdividindo a

face de trimming mostrada na Figura 3.17c. Os pontos extremos (0 e 14) foram inseridos durante

o processo de remoção e subdivisão de arestas no Passo 3a. Os segmentos seguintes da curva são

inseridos com o operador MEV, exceto o último (ponto 13 ao 14) que é criado com o operador
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Figura 3.19: Operadores usados para inserção das arestas de trimming nas faces da Figura 3.17.

MEF, que divide a face em duas (faces F0 e F1 na Figura 3.19a).

A Figura 3.19b mostra como a face de trimming do retalho planar é subdividida, ilustrando

como os pontos extremos são conectados à face de trimming. Uma chamada inicial ao operador

MEV conecta o primeiro ponto da curva de trimming (0) ao vértice mais próximo na face de

trimming; seguem-se sequências de chamadas ao operador MEV, inserindo-se todos os segmentos

da curva de trimming. Por fim, uma chamada ao operador MEF conecta o último ponto (14) ao

vértice mais próximo na face de trimming, completando a subdivisão da face com a criação de

uma nova (F1).

Para tratar os casos de curvas de trimming fechadas, no Passo 3a estas curvas são iden-

tificadas e, ao invés de se remover as arestas correspondentes à primeira posição nas duas su-

perfı́cies, faz-se a inserção destas posições por subdivisão destas arestas, da mesma forma que

para as arestas de contorno e de trimming. Este procedimento evita a criação de faces com dois

ciclos, configuração que não é suportada pela DCEL. A posição central da curva também é conec-

tada a ambos os lados da face de trimming de forma a criar quatro faces de trimming adjacentes

em cada superfı́cie. Esta segunda divisão desacopla a triangulação das duas faces adjacentes à

aresta da primeira posição da curva de trimming, previamente subdividida. A Figura 3.20 mostra

um exemplo de uma curva de trimming fechada sobre uma casca cilı́ndrica. Os operadores to-

pológicos usados para inserir a curva de trimming e criar as faces F0 a F4 são também mostrados

na figura.

3.6.3 Triangulação das faces de trimming

No Passo 3c, as regiões de trimming são trianguladas de forma a completar a reconstrução das

malhas. Um algoritmo de ear-cut [67] subdivide recursivamente cada polı́gono simples, que são
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Figura 3.20: Operadores usados para inserir as arestas de uma curva de trimming fechada.

as faces de trimming. Os critérios usados no espaço paramétrico para obter a triangulação inicial

são:

1. Consistência: As arestas que estão totalmente contidas na região paramétrica limitada

pelas arestas, sem apresentar interseções com outras; e

2. Proximidade: Arestas que conectam os dois vértices mais próximos da face de trimming.

O segundo estágio do algoritmo de triangulação aumenta a qualidade dos triângulos ge-

rados fazendo troca de arestas em triângulos adjacentes (edge-swap). Os critérios geométricos

utilizados para as trocas de arestas entre dois triângulos adjacentes (arestas ad e bc nos triângulos

F1 e F2 da Figura 3.21a, por exemplo) são os seguintes:

1. Curvatura: A área do setor formado pela corda e pela curva que segue a superfı́cie em 3D

ao longo da aresta é a menor.

2. Delaunay: Arestas que obedecem ao critério padrão de Delaunay projetado em um plano

cujo vetor normal é uma média dos vetores normais das faces adjacentes.

O critério de Curvatura pode ser feito com a adição de uma poligonal adaptativa à curva-

tura da superfı́cie, construı́da para representar a aresta em 3D. A área do setor é aproximada pelos

trapézios formados pela projeção dos pontos na corda, como mostra a Figura 3.21b. O critério

de Delaunay é feito em um plano cujo vetor normal é determinado pela média dos dois veto-

res normais avaliados nos pontos centrais dos triângulos adjacentes, com mostra a Figura 3.21a.
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Figura 3.21: Critérios geométricos para avaliação de arestas.

As duas faces adjacentes são projetadas neste plano para calcular os ângulos nos vértices a e d,

mostrados na Figura 3.21c.

O algoritmo de triangulação usa estes critérios na ordem em que eles foram apresentados

pelas seguintes razões:

1. As regiões de trimming podem apresentar curvaturas acentuadas, onde critérios planares,

como o de Delaunay por exemplo, podem não conduzir a bons resultados.

2. O critério de Curvatura pode não ser suficiente, como é o caso das superfı́cies planares.

3. Regiões de trimming em superfı́cies planares subdivididas por arestas que obedecem ape-

nas aos critérios de Consistência e Proximidade podem ser transformadas em uma triangu-

lação de Delaunay com restrições por um algoritmo que faz trocas de arestas [67] usando

o critério de Delaunay.

4. Em malhas de elementos finitos sobre superfı́cies com curvaturas acentuadas, o autor esti-

ma que a melhor modelagem é aquela em que as arestas privilegiam o critério de Curvatura

com relação ao de Delaunay.

Por estas razões, os passos básicos do algoritmo de triangulação de uma face de trimming

são:

1. Obter uma triangulação inicial empregando os critérios de Consistência e de Proximidade

por meio de subdivisões recursivas da face de trimming.

2. Fazer trocas de arestas com as arestas criadas no Passo 1 de acordo com o critério de

Curvatura. Se as curvaturas nas duas arestas forem muito próximas, então o critério de

Delaunay é usado para definir o problema.

A Figura 3.22 mostra as faces da Figura 3.17 trianguladas pelo algoritmo apresentado. As

arestas criadas para subdividir as faces de trimming são desenhadas com linhas mais grossas.
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(a) No plano. (b) Na casca cilı́ndrica.

Figura 3.22: Triangulação das regiões de trimming.

3.6.4 Suavização

A técnica de reconstrução mostrada nas seções anteriores produz triângulos em ambas as malhas

com boa qualidade, como mostra a Figura 3.22. Estas malhas podem, entretanto, ser suavizadas

de forma a melhorar e uniformizar a qualidade dos elementos gerados.

A técnica Laplaciana padrão de suavização em duas dimensões [88] pode ser aplicada in-

dividualmente aos vértices internos (que não pertencem à fronteira ou a uma curva de trimming)

das superfı́cies, usando-se a média das coordenadas paramétricas dos vértices. Esta técnica pode

não conduzir a bons resultados pois não leva em conta a distorção que os elementos apresen-

tam em 3D. Se as coordenadas cartesianas tridimensionais dos vértices forem usadas de maneira

a considerar a distorção tridimensional, deve-se fazer a recondução destes vértices para as su-

perfı́cies originais, pois, invariavelmente, estes vértices são movidos para fora destas superfı́cies.

A determinação dos vértices adjacentes a um vértice qualquer na superfı́cie é facilmen-

te obtida com a estrutura de dados topológica DCEL. O mesmo algoritmo usado no Passo 2

(Seção 3.5.5) reprojeta os vértices em cada uma das superfı́cies e define as novas coordenadas

com poucas iterações. A suavização global de todos os vértices da malha pode, entretanto, ter alto

custo computacional, se comparada com os outros passos do algoritmo. Além disso, os vértices

distantes das regiões de interseção não precisam ser movidos, pois os elementos criados pelas

técnicas de mapeamento em domı́nios elementares geram, na maioria dos casos, elementos de

boa qualidade.

Por estas razões, adotou-se a metodologia descrita por Rypl e Krysl [75], onde é fei-

66



(a) No plano. (b) Na casca cilı́ndrica.

Figura 3.23: Suavização das regiões de trimming.

ta uma pré-suavização puramente paramétrica antes de se fazer a média em 3D. Além disso, a

movimentação tridimensional é significativa apenas para os vértices adjacentes às regiões de trim-

ming, sendo que os demais permanecem quase que inalterados. Esta técnica torna compatı́veis os

tempos de processamento relativos entre o algoritmo de suavização e os outros passos, e apresenta

malhas com boa qualidade como mostram os resultados apresentados no capı́tulo seguinte. Foram

adotadas apenas três repetições da pré-suavização no espaço paramétrico e duas movimentações

locais dos vértices das faces de trimming em 3D. A Figura 3.23 mostra as malhas da Figura 3.22

após a aplicação da técnica de suavização descrita.
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Capı́tulo 4

Exemplos

Para testar as técnicas apresentadas nos capı́tulos anteriores, apresentam-se neste capı́tulo alguns

exemplos de modelagens com superfı́cies que se interceptam. Os exemplos foram criados com o

MG, que usa as bibliotecas G3D [17] e CD [16] para gerar as figuras em PostScript.

4.1 Pares de superfı́cies

A seguir, mostram-se alguns exemplos de interseções entre pares de superfı́cies, cujas malhas

foram reconstruı́das pelo algoritmo proposto. O primeiro exemplo já foi mostrado na Figura 3.1,

é reapresentado na Figura 4.1a com uma vista da parte inferior da malha, e representa a união

de uma superfı́cie bilinear de Coons com um cilindro, cujo fundo foi removido após a separação

feita pelo algoritmo. A Figura 4.1b mostra as curvas que modelam as superfı́cies primárias e as

duas curvas de interseção simétricas, desenhadas com espessura maior.

(a) Malha final. (b) Curvas.

Figura 4.1: Interseção entre casca cilı́ndrica e superfı́cie de Coons bilinear.
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4.1.1 Cascas cilı́ndricas

O próximo exemplo consiste da união de duas cascas cilı́ndricas, modeladas como superfı́cie

bilineares com as curvas mostradas na Figura 4.2. As Figuras 4.3 e 4.4 mostra os resultados do

algoritmo para malhas com discretização crescente. Nas Figuras 4.3a e 4.3b, a discretização é

pequena o suficiente para que as regiões de interseção se estendam até as fronteiras, de forma que

a suavização reposiciona apenas alguns vértices internos. As Figuras 4.4a e 4.4b mostram que,

em malhas com resoluções maiores, apenas alguns elementos próximos à região de interseção

são afetados, e a maioria dos elementos das malhas originais permanecem inalterados. Este fato

também pode ser comprovado na Figura 3.1.

x

y

z

Figura 4.2: Curvas de fronteira das superfı́cies das Figuras 4.3 e 4.4.

(a) 2� 3. (b) 5� 5.

Figura 4.3: Cascas cilı́ndricas com baixa resolução.
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(a) 10� 11. (b) 30� 30.

Figura 4.4: Cascas cilı́ndricas com resoluções maiores.

4.1.2 Cilindro reto e curvo

A Figura 4.5 mostra a interseção das duas superfı́cies básicas usadas na modelagem do permu-

tador de calor mostrado na Seção 4.2.1, como exemplo de modelagem composta. Este exemplo

apresenta alguns pontos de interseção em que a matriz jacobiana é negativa (vide Seção 3.4.2), e

que o uso das pseudo-inversas de Deuflard [34] foi determinante para a solução.

Figura 4.5: Interseção entre cilindros reto e curvo.
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4.1.3 Componentes conexos

A Figura 4.6 mostra um exemplo de interseção em que dois componentes conexos são defini-

dos pelas interseções. Os retalhos são uma casca cilı́ndrica e uma casca toroidal. A Figura 4.7

mostra um detalhe. Neste exemplo, três regiões distintas são identificadas em cada retalho. As

Figuras 4.8a e 4.8b mostram os elementos no espaço paramétrico, com as regiões distintas dese-

nhadas com diferentes espessuras de linha. Note que os elementos não apresentam bom aspecto

no espaço paramétrico como acontece no espaço do objeto. A Figura 4.9 mostra as malhas após

a remoção da região central da casca cilı́ndrica.

Figura 4.6: Interseção com dois componentes conexos.

Figura 4.7: Detalhe da interseção da Figura 4.6.
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Figura 4.9: Regiões distintas resultantes da eliminação da parte central da casca cilı́ndrica.

(a) Casca cilı́ndrica. (b) Casca toroidal.

Figura 4.8: Espaços paramétricos das cascas cilı́ndrica e toroidal.

4.1.4 Curvas fechadas

Os exemplos mostrados nas Figuras 4.10a e 4.10b ilustram casos de reconstruções feitas sobre

curvas de interseção fechadas. O exemplo da Figura 4.10a é formado por superfı́cies onde as

quatro curvas de bordo são arcos de cı́rculo. No exemplo mostrado na Figura 4.10b, as regiões

centrais em ambos os cilindros foram removidas.

4.1.5 Superfı́cies com cantos

Superfı́cies com curvaturas acentuadas ou com tangentes discontı́nuas, tais como superfı́cies po-

liedrais, são obstáculos potenciais para a convergência dos procedimentos numéricos descritos

na Seção 3.4. As Figuras 4.11 e 4.12 mostra que o algoritmo consegue tratar corretamente tais

superfı́cies, e que as triangulações possuem aspecto satisfatório tanto na malha com cantos (Figu-
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(a) Retalhos de Coons com 4 arcos. (b) Duas cascas cilı́ndricas.

Figura 4.10: Exemplos de interseções que geram curvas fechadas.

ra 4.12a) quanto na superfı́cie planar (Figura 4.12b). As superfı́cies com cantos somente podem

ser tratadas devido ao uso de poligonais adaptativas para o cálculo das tangentes nas curvas de

bordo das superfı́cies. Os problemas de otimização que podem ser associados ao cálculo de

interseções entre superfı́cies com cantos são de difı́cil solução [34].

Figura 4.11: Malha de superfı́cie planar com cantos composta pela interseção.
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(a) Superfı́cie com cantos. (b) Superfı́cie planar.

Figura 4.12: Interseção entre plano e superfı́cie com cantos.

4.1.6 Qualidade das malhas

Um estudo da qualidade dos elementos gerados sobre as malhas de exemplos das seções anterio-

res foi feito usando-se as metodologias de medição de triângulos em superfı́cies mostradas por

Lau e Lo [51]. O medidor de qualidade � de um triângulo ABC usado por Lau e Lo é:

�(�ABC) = 2
p
3

kAB � ACk
kABk2 + kBCk2 + kCAk2 : (4.1)

O valor ótimo de � é 1:0, obtido para triângulos equiláteros. Se os três pontos do triângulo ABC

forem colineares, então � vale 0:0. A Tabela 4.1 apresenta várias medições do parâmetro � (�m�ed,

�m�ax e �m�in) definido pela Equação 4.1, além dos valores do desvio padrão (�) antes e depois

da suavização. Além da referência para as figuras, a Tabela 4.1 também apresenta o número total

de elementos nas duas malhas, o número de triângulos gerados pela reconstrução, os tempos de

processamento, obtidos em um Pentium-Pro de 200 MHz com 128 Mb de RAM rodando Linux

(Kernel 2.0.34).

Para ilustrar a alteração da qualidade dos elementos triangulares promovida pelo algorit-

mo de suavização (vide Seção 3.6.4), a Figura 4.13a mostra o histograma relativo aos valores

� de cada um dos triângulos gerados pela triangulação inicial na reconstrução das malhas sobre

as superfı́cies cilı́ndricas da Figura 4.4b. A Figura 4.13b mostra o histograma avaliado após a

aplicação do algoritmo de suavização. Estes histogramas foram construı́dos com intervalos de 20

elementos de um total de 300.
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Figura #Elem. #�
Tempo

(s)

Antes de smooth Após smooth

�m�ed �m�ax �m�in � �m�ed �m�ax �m�in �

3.1 931 260 25.36 0.81 1.00 0.20 0.15 0.90 1.00 0.55 0.09

4.3a 36 20 0.45 0.84 0.90 0.54 0.10 0.80 0.98 0.59 0.06

4.3b 50 52 0.68 0.84 1.00 0.54 0.10 0.90 1.00 0.73 0.06

4.4a 220 96 2.18 0.84 1.00 0.54 0.10 0.93 1.00 0.60 0.06

4.4b 1800 300 6.28 0.84 1.00 0.54 0.10 0.92 1.00 0.57 0.06

4.5 1550 274 6.19 0.80 1.00 0.18 0.17 0.90 1.00 0.21 0.10

4.6 728 170 4.48 0.77 1.00 0.01 0.23 0.91 1.00 0.10 0.18

4.10a 734 216 3.72 0.78 1.00 0.31 0.15 0.85 1.00 0.16 0.13

4.10b 952 284 6.45 0.76 1.00 0.16 0.20 0.79 1.00 0.43 0.12

Tabela 4.1: Qualidade e tempos obtidos para os exemplos das seções anteriores.
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(b) Após a suavização.

Figura 4.13: Histograma das malhas da Figura 4.2d.

As Figuras 4.14a e 4.14b mostram os histogramas referentes à malha sobre os cilindros

mostrados na Figura 4.5. Os histogramas da Figura 4.14 foram gerados com o mesmo agrupa-

mento de elementos usado na Figura 4.13.

Em ambos os processos de suavização mostrados nas Figuras 4.13 e 4.14, observa-se a

diminuição da dispersão e o aumento da qualidade média das malhas, embora ainda exista uma

pequena percentagem de elementos com baixa qualidade. Os elementos de baixa qualidade que

persistem após a atuação do algoritmo de suavização possuem vértices situados sobre curvas de

bordo e de interseção, como pode ser obervado nas Figuras 4.5 e 4.9.
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Figura 4.14: Histograma das malhas da Figura 4.3.

4.2 Modelagens compostas

Com o MG podem ser feitas construções de cascas compostas usando-se curvas espaciais defini-

das pelo usuário, onde são geradas malhas com os mapeamentos primários, e redefinições com o

algoritmo de interseção.

4.2.1 Permutador de calor

A Figura 4.5 mostra a interseção básica usada para a construção de um modelo de permutador de

calor usado em refinarias de petróleo. A Figura 4.15 mostra a malha final da superfı́cie combinada

do permutador. A Figura 4.16 mostra as curvas geradoras de todas as superfı́cies individuais.

Nesta figura, as curvas de interseção são desenhadas com uma espessura maior do que as curvas

modeladas pelo usuário.

A peculiaridade deste exemplo está na remoção das regiões internas dos cilindros reto e

curvo, identificadas pelo algoritmo de reconstrução. Todos os outros retalhos foram gerados com

as curvas modeladas pelo usuário.

4.2.2 Plataforma semi-submersı́vel

Um outro exemplo de modelagem composta é mostrado na Figura 4.17a, onde um modelo para

análise de flutuação da plataforma semi-submersı́vel P-XXVII da Petrobrás foi construı́do com a

metodologia de geração de mapeamentos primários, seguida de recortes das regiões excedentes.

Este modelo é uma representação da porção submersa para uma determinada posição do plano
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Figura 4.15: Malha final do permutador.

da linha d’ água, e apresenta dupla simetria com relação aos planos XZ e Y Z 1, de forma que

apenas um quarto da casca completa foi construı́da.

O contraventamento tubular horizontal foi modelado com duas superfı́cies de Coons bi-

lineares justapostas, contendo dois arcos de cı́rculo e duas retas longitudinais. Este contraven-

tamento é a superfı́cie-chave do modelo pois apresenta interseções com a coluna central, que

é um retalho de um tronco de cone, com o plano de topo do flutuador, que também apresen-

ta interseções com as duas colunas verticais, com a superfı́cie lateral do flutuador, e ainda com

a superfı́cie fictı́cia que representa o plano XZ de simetria. A coluna interceptada pelo con-

traventamento foi mostrada na Figura 3.3 para exemplificar o amassamento provocado pela re-

parametrização com as curvas de interseção. Nas Figuras 4.17b e 4.17c mostram-se os detalhes

da malha reconstruı́da sobre esta coluna, mantendo-se a parametrização inicial.

As interseções foram calculadas com o algoritmo mostrado no Capı́tulo 3 para cada par de

superfı́cies individualmente, e os vértices criados nas fronteiras das superfı́cies são considerados

em novos cálculos de interseção. A Figura 4.18 mostra todas as curvas usadas para a completa

modelagem da plataforma. As curvas de interseção são mostradas com espessura maior do que

as curvas criadas interativamente. As regiões distintas na coluna central, no plano de topo do

flutuador, na superfı́cie lateral do flutuador, e no contraventamento horizontal, apenas puderam

1O eixo X é longitudinal e o eixo Z aponta para a superfı́cie.
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Figura 4.16: Curvas usadas na modelagem do permutador.

ser recortadas após todos os cálculos de interseções, pois são isoladas por mais de uma curva de

trimming.

De forma a recortar as superfı́cies do contraventamento no plano XZ de simetria, cons-

truiu-se um retalho plano apenas para retirar as regiões situadas do outro lado deste plano. A

Figura 4.19 mostra um detalhe das curvas usadas na modelagem do retalho sobre o plano XZ

além da malha modificada na região do contraventamento.
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(a) Vista completa do modelo.

(b) Detalhe do contraventamento. (c) Outro lado do detalhe.

Figura 4.17: Modelo de plataforma semi-submersı́vel.
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Figura 4.18: Curvas geradas para a modelagem da plataforma semi-submersı́vel.

Figura 4.19: Curvas envolvidas no recorte feito no plano XZ.
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Capı́tulo 5

Conclusões

Uma técnica de modelagem que redefine automaticamente malhas geradas sobre superfı́cies

paramétricas apoiada por um algoritmo que determina as curvas de interseção foi desenvolvi-

da e implementada. O modelador MG usa um conjunto de técnicas usuais de representação

geométrica de curvas e superfı́cies, apoiado por uma interface com o paradigma de manipulação

direta com o plano móvel de interface [22] e pelo novo algoritmo de interseções entre malhas

com representações paramétricas para a geração de modelos de casca para análises por elementos

finitos ou de contorno. Esta técnica pode ser classificada como CSG de malhas, pois as parame-

trizações iniciais são usadas ao longo de todo o processo de modelagem. Esta metodologia se

mostra bastante produtiva pois reduz o esforço de modelagem à definição das curvas básicas que

formam o modelo.

Pode-se caracterizar a técnica de modelagem usada segundo os critérios conhecidos de

avaliação [73]:

� Validade: A malha única de elementos que une todos os retalhos individualmente gera-

dos é válida, em cada estágio de modelagem, desde que os retalhos não apresentem auto-

interseções, que não são tratadas neste trabalho.

� Unicidade: Não existe ambiguidade quanto ao modelo de malhas criado pois todos os

elementos possuem orientação bem definida, identificada pela visualização do sistema de

cores e sı́mbolos adotados na interface.

� Poder de expressão: Uma variedade grande de modelos podem ser construı́dos com as

metodologias propostas, como pode ser observado pelos exemplos apresentados. O sweep

genérico com duas curvas apresentado na Seção 2.2.2, apesar de possuir formulação sim-

ples, pode ser usado para gerar variados tipos pertencentes a esta classe de superfı́cies,

entre elas os sweeps de translação e de rotação com passos não uniformemente espaçados.
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A manipulação direta dos pontos de controle das curvas do tipo B-splines cúbicas inter-

polantes permite a criação de variadas formas, capazes de representar com precisão os

modelos de navios e plataformas semi-submersı́veis que o CENPES tem projetado. O uso

de NURBS apenas unificaria a representação interna das curvas e superfı́cies, não sendo

portanto um limitador quanto aos tipos de superfı́cie utilizados.

� Operações booleanas: O uso da estrutura de dados topológica sobre os retalhos permite

que o usuário escolha por simples apontamento as regiões que compõem a malha final.

Esta identificação é conseguida por um algoritmo de interseção e trimming de malhas que

contém idéias inovadoras, constituindo a contribuição central desta tese.

� Representação: A representação por fronteiras usadas com o uso das poligonais adaptati-

vas com a curvatura e da estrutura DCEL sobre as superfı́cies facilitam tanto os algoritmos

de rendering quanto a integração de todos os retalhos na malha única final.

Uma estrutura de dados topológica usada para representar subdivisões planares foi es-

tendida para viabilizar a conexão de duas malhas paramétricas, usando árvores de ordenação

espacial para o armazenamento das entidades. Estas árvores espaciais reduzem a complexida-

de dos cálculos de interseção pelo descarte imediato das partes de uma malha que não podem

interceptar a outra. A estrutura DCEL modificada, usada para representar cada retalho de su-

perfı́cie, viabiliza a construção das curvas de interseção sem a necessidade de buscas globais. As

informações topológicas são usadas também na reconstrução das malhas visando obter elementos

com boa qualidade geométrica, aplicáveis em análises por elementos finitos.

Os resultados mostram que o algoritmo é rápido se comparado com a construção das

superfı́cies individualmente, podendo ser usado em modelagens interativas com superfı́cies com-

postas. Testes feitos com malhas de até cem mil faces sugerem que o tempo de processamento

do algoritmo cresce linearmente com o número de faces envolvidas nas interseções. Isto pode

ser explicado pelo pequeno número de faces que realmente são interceptadas devido às buscas

eficientes possibilitadas pelas árvores de ordenação espacial.

A reconstrução das topologias, mais especificamente o algoritmo de triangulação das fa-

ces de trimming é o que consome mais tempo de processamento de todos os três passos (uma

média de 60% do tempo total), e a sua implementação atual usa as técnicas de aceleração des-

critas por O’Rourke [67], que ainda apresentam complexidade O(n2), onde n é o número total

de arestas nas regiões de interseção. Na prática, n é muito menor do que o número total N de

arestas em ambas as malhas. Tipicamente, n = O(
p
N), o que é consistente com os resultados

experimentais mencionados acima.
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A estrutura de dados DCEL é simples e compacta, tendo se mostrado eficiente para o

programa de modelagem. É importante observar a construção das representações topológicas

apenas para as malhas que se interceptam, pois o uso indiscriminado da DCEL em todas as

superfı́cies poderia tornar a modelagem de objetos compostos por muitos retalhos inviável, do

ponto de vista de memória utilizada. Para aplicações que necessitem tratar todas as degenerações

topológicas em interseções mais genéricas (faces com furos, arestas do tipo auto-ciclo ou arestas

e vértices internos a faces), a estrutura de dados half-edge [58] poderia ser uma escolha mais

adequada. Entretanto, a estrutura half-edge é bastante menos compacta e o impacto do uso de

memória deveria ser avaliado cuidadosamente, testando-se malhas grandes.

O algoritmo de interseção não requer a ordenação dos pontos de interseção para definir o

corte de uma face usando testes geométricos, como apresentado por Cavalcanti e outros [19]. O

algoritmo também não necessita de buscas globais para o encadeamento dos segmentos indivi-

duais, necessárias no algoritmo de Lo [55], pois esta tarefa é feita à medida em que as poligonais

globais são calculadas com testes topológicos nas extremidades das curvas de interseção. Cur-

vas de trimming com curvaturas acentuadas e vários componentes conexos são também tratados

naturalmente.

A qualidade geométrica de algumas curvas de interseção geradas pelo algoritmo foram

comparadas calculando-se a distância dos pontos avaliados sobre elas com a solução analı́tica, e

os resultados mostraram que eles estão muito próximos. Desta forma, conclui-se que a metodo-

logia de interpolação usando a variação paramétrica definida por Nielson e Foley [40] apresentou

bons resultados nos testes do algoritmo.

Um dos problemas centrais enfrentado pelos métodos de marcha [77] é a determinação

da topologia das curvas de interseção. Em um passo intermediário pode-se passar de uma com-

ponente conexa a outra, se as duas curvas estão muito próximas. Com o algoritmo apresentado, o

problema das componentes conexas é bem resolvido se as malhas possuem resolução suficiente

para representar curvas próximas.

Devido ao elevado custo computacional do algoritmo de suavização global, tentou-se, ao

longo dos testes, fazer apenas a movimentação dos vértices pertencentes às faces de trimming,

identificadas no Passo 3a do algoritmo. Com este procedimento, o algoritmo se torna bastante

mais rápido e os triângulos também apresentam boa qualidade geométrica. Entretanto, os ele-

mentos quadrilaterais adjacentes apresentavam invariavelmente distorções elevadas. Como foi

apresentado recentemente [13], esforços no sentido de construir algoritmos simultaneamente lo-

cais e regulares para a suavização de malhas triangulares são inúteis, pois estas propriedades

são incompatı́veis. A técnica de pré-suavização paramétrica implementada faz com que os afas-

tamentos decorrentes do reposicionamente tridimensional sejam menores em média, diminuin-
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do o número de iterações necessárias ao algoritmo de reprojeção dos vértices, o que acelera a

suavização. Observa-se que três repetições do algoritmo de suavização em 3D fazem com que

novos reposicionamentos sejam desnecessários. A diferença média obtida entre três repeticões

e trezentas é da ordem de 0.01%. Como pode-se interpretar pela observação da Figura 3.23, os

elementos que possuem menor qualidade geométrica são adjacentes às fronteiras dos mapeamen-

tos, devido à restrição fı́sica imposta. Uma técnica global de suavização pode ser avaliada em

trabalhos futuros (vide Seção 5.1).

O conjunto de faces que compõem as regiões distintas, que são separadas por arestas de

trimming e pertencentes à fronteira, podem ser facilmente identificadas mesmo usando-se uma

R�-tree em cada retalho. Partindo-se de uma face qualquer da região que se quer identificar,

propaga-se a seleção através das faces adjacentes pelas arestas interiores que possuem o campo

trimming valendo zero, ou seja, aquelas que não pertencem à fronteira ou tenham sido inseri-

das sobre curvas de trimming. Esta identificação permite a especificação de atributos diferentes

dentro de uma mesma superfı́cie e corte das partes excedentes.

O exemplo apresentado na Figura 4.17 mostra que o algoritmo pode ser usado para mo-

delagens de superfı́cies compostas contendo várias interseções em um mesmo retalho com um

número relativamente pequeno de operações de interseção. Este exemplo também mostra que a

maioria dos elementos manteve o seu aspecto original, e aqueles adjacentes aos elementos inter-

ceptados tiveram seus vértices movidos de forma a aumentar a qualidade geométrica.

5.1 Trabalhos futuros

Com o objetivo de tornar o algoritmo de interseções mais robusto e independente das malhas

envolvidas, poderia-se tentar solucionar os problemas topológicos de dois cruzamentos em uma

mesma aresta e duas curvas de trimming em uma mesma face fazendo subdivisões automáticas a

medida em que tais casos ocorram. Este refinamento local das malhas não comprometeria nem

a precisão geométrica das curvas de interseção e nem o rendimento do algoritmo, uma vez que o

número de ocorrências destes casos nos exemplos testados foi muito pequeno.

Para unificar a representação interna de curvas e superfı́cies, poderia-se adotar a representação

por NURBS, usando-se a definição de pontos de controle das B-splines que interpolam os pontos

definidos pelas curvas poligonais, B-splines e arcos de cı́rculo, e pelas superfı́cies de Coons e

sweeps [5], mantendo-se, entretanto, a interface diferenciada para cada tipo existente no MG.

Com o uso de NURBS, a criação de novos tipos de curvas e superfı́cies consistiria apenas de uma

nova estratégia de definição dos pontos de controle em cada caso.

De forma a acomodar a representação de subdivisões espaciais com retalhos curvos, po-
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deria ser investigada a substituição da estrutura de dados do MG pela RED, pois, como pode

ser observado pelos exemplos mostrados, poucos retalhos são usados na definição de modelos

compostos. Entretanto, a estrutura DCEL (ou uma outra representação planar topológica) interna

a cada superfı́cie interceptada deveria ser mantida em conjunto com a referência para cada face

da RED.

O algoritmo de reconstrução das topologias está sendo modificado para converter os ele-

mentos triangulares em quadrilaterais de forma a uniformizar as malhas resultantes. Alguns

trabalhos sobre geração de malhas quadrilaterais têm sido considerados, apresentando soluções

que variam entre o uso de padrões ou templates para geração de nós internos [79], e a troca ou

eliminação de arestas [69, 88].

São conhecidos resultados bidimensionais onde elementos quadrilaterais em análises por

elementos finitos em estado plano de tensão ou deformação produzem resultados melhores que as

malhas com elementos triangulares [57]. Por outro lado, estudos com cascas enrijecidas mostram

bons resultados de elementos quadráticos triangulares [9]. Antes de se fazer a alteração global da

malha para a uniformização com quadriláteros ou triângulos, deve-se fazer uma análise criteriosa

com simulações em cascas tridimensionais para se avaliar a qualidade real das malhas geradas

com a metodologia de reconstrução proposta. Avaliações preliminares feitas pelos engenheiros

do CENPES usando elementos de contorno têm mostrado bons resultados.

Os elementos adjacentes às fronteiras das superfı́cies são os que apresentam pior qua-

lidade geométrica, de forma que seria interessante fazer um tratamento nos vértices das fron-

teiras interceptadas. Este tratamento deveria ser feito simultaneamente em todas as as malhas

das superfı́cies adjacentes, reposicionando-se os vértices que subdividem as arestas de contorno

usando-se a descrição geométrica da curva situada na fronteira interceptada.

Na maioria das modelagens bidimensionais [37], define-se a geometria pela especificação

das curvas de contorno, fazendo a subdivisão planar, e, para as regiões onde os mapeamentos ele-

mentares não se aplicam, lança-se mão de algoritmos de triangulação. A técnica de modelagem

tridimensional com modificações locais das malhas poderia ser testada em duas dimensões, co-

mo uma alternativa à modelagem convencional. Deveriam ser avaliados o esforço do usuário, a

complexidade dos algoritmos de interseção, e a qualidade das malhas geradas, tanto do ponto de

vista geométrico quanto da acurácia dos resultados das simulações.
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Apêndice A

Operadores topológicos

A criação e manutenção da subdivisão paramétrica armazenada pela DCEL é consistentemen-

te mantida por um conjunto de Operadores de Euler, que mantêm a fórmula de Euler Poincaré

[46, 58] (V �A+F = 2). Os operadores usados no MG para tratar os retalhos com interseção fo-

ram inicialmente desenvolvidos para implementar [50] o algoritmo de triangulação de Delaunay

apresentado em [33].

Este grupo de operadores construtivos e destrutivos encapsula todas as atualizações ne-

cessárias à estrutura DCEL, sendo apresentado a seguir:

� MSVF: O operador Make Surface Vertex and Infinity Face inicializa a construção criando a

entidade superfı́cie, gerando um vértice e a face infinita. As árvores são também inicializa-

das e a face infinita não é inserida na R-tree por ser uma entidade especial com orientação

contrária às demais. O número de Euler é mantido (1� 0 + 0 = 1).

� MEV: O operador Make Edge and Vertex cria uma nova aresta e um vértice que se conecta

ao restante da estrutura apenas por esta aresta.

� MEBF: O operador Make Edge Bound Face cria a primeira face da representação dividin-

do a face infinita em duas, com a inserção de uma nova aresta. Este operador especial é

acionado apenas uma vez durante toda a construção e é apresentado em separado por pos-

suir implementação e funcionalidade totalmente distintas do tradicional Make Edge and

Face.

� MEF: O operador Make Edge and Face cria uma aresta que conecta dois vértices existen-

tes, dividindo uma face em duas. A face que é subdividida é passada como parâmetro para

o operador MEF, que é usado para a criação de todas as faces seguintes à face inicial, criada

pelo MEBF.
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� KEF: O operador Kill Edge and Face (inverso do MEF) é utilizado na remoção de uma

aresta e, conseqüentemente, de uma face. As arestas que apontavam para a face eliminada

passam a apontar para a outra vizinha da aresta eliminada.

� KEV: O Kill Edge and Vertex (inverso do MEV) elimina uma aresta e um vértice, que

apenas se conecta ao restante da DCEL por esta aresta.

� KSVF: O operador Kill Surface Vertex and Infinity Face é o inverso do MSVF sendo usado

para a remoção final das entidades, esvaziando a estrutura.

� SEMV: O operador Split Edge and Make Vertex é utilizado para dividir arestas que per-

tencem ao contorno ou a uma curva de trimming interna a um retalho, no passo 3(b) do

algoritmo, apresentado na Seção 3.6.

Nenhum deste operadores faz qualquer tipo de busca global. As modificações são to-

das locais e as buscas são feitas em um nı́vel superior, onde são usadas as chaves apropriadas

nas árvores de armazenamento apresentadas. A inserção e a remoção de entidades nas árvores

também são feitas com as chaves de busca.
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Apêndice B

Mapeamento Inicial das superf́ıcies

Pode-se fazer a construção partindo-se da estrutura clássica de elementos finitos, onde as fa-

ces são identificadas por circuitos de vértices, armazenadas em uma lista ou vetor, e os vértices

contêm as coordenadas geométricas e um indexador que os identifica no circuito das faces, es-

tando usualmente armazenados em um vetor. As coordenadas dos vértices, entretanto, devem

ser identificadas no espaço paramétrico das superfı́cies e não em 3D como são apresentadas em

modelos para elementos finitos.

A determinação do operador topológico que deve ser acionado e das entidades que de-

vem ser alteradas são resultantes das buscas feitas, antes da inserção de cada entidade durante a

transformação das faces da estrutura de elementos finitos na DCEL. A Figura B.1(a) mostra os

operadores necessários à criação da primeira face da representação. A Figura B.1 (b) mostra-se

a sequência de operadores necessário à inserção da segunda e demais faces.

MEV

M
E

B
F M

E
V

MEV

MSVF

(a) Face inicial.

MEV

M
E

V

MEF

(b) Segunda Face.

Figura B.1: Operadores para construção das faces iniciais.
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Departamento de Informática, Pontifı́cia Universidade Católica do Rio de Janeiro, 1995.

[15] M.S. Casale. Free-form solid modeling with trimmed surface patches. IEEE Computer Graphics

and Applications, 7:33–43, Janeiro 1987.

[16] C.R. Cassino. CD - Manual de Referência - versão 2.0. Pontifı́cia Universidade Católica do Rio
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latório técnico CSL-TR-88-358, Stanford U, Julho 1988.

[54] S.H. Lo. A new mesh generation scheme for arbitrary planar domains. International Journal for

Numerical Methods in Engineering, 21:1403–1426, 1985.

[55] S.H. Lo. Automatic mesh generation over intersecting surfaces. International Journal for Numerical

Methods in Engineering, 38:943–954, 1995.

[56] R.H. MacNeal. MSC/PATRAN 6 & 7 FEA USER’S MANUAL. MacNeal Schwendler Corporation,

Janeiro 1996. http://www.macsch.com:80/bookstore/patran.html.

[57] A. Malanthara and W. Gerstle. Comparative study of unstructured meshes made of triangles and

quadrilaterals. 6th International Meshing Roundtable’97, páginas 437–447, Outubro 1997.

92
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tro Técnico Cientı́fico


