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I - INTRODUCAO

A solucdo de sistemas lineares de grandes dimensoes
e, principalmente banda ou tridiagonais € bastante frequente
em uma grande quantidade de problemas de engenharia, princi -
palmente os que envolvem a solucao gumérica de equacoes dife-
rencias parciais. Isso torna necessaria a utilizacao de maqul
nas de grande porte para o tratamento numérico desses siste -
mas. Entretanto, nos Ultimos anos, a quantidade de mini-compu
tadores no mercado tem aumentado numa proporgao muito_superi-
or a dos computadores de grande porte, crescendo também € ni-
mero de usuarios e de aplicagoes dessas maquinas. Consideran-
do-se como as caracteristicas fundamentais de um mini-computa
dor a simplicidade de operagdo e o limitado tamanho da memo -
ria - tipicamente 64 K bytes - verifica-se a incapacidade de
se trabalhar neles com sistemas lineares de dimensoes conside
raveis, que exigiria, normalmente, uma quantidade muito maior
de memoria. .

Existem, entretanto, ferramentas da propria ~.Klgebra
Linear que estao sendo desenvolvidas para permitir o uso de
maquinas de pequeno e médio porte. Vamos, nesse trabalho, uti
]izar uma dessas idéias - a da partigao de matrizes - para Te€
solver com mini-computadores (em principio o COBRA) grandes
sistemas lineares.

II - PARTICAO

Consideremos o sistema linear AX = B onde A € uma ma
triz quadrada n X n, que contém os coeficientes do sistema, X
e B vetores de n componentes representando respectivamente o
vetor solucao e o vetor termo independente do sistema.

Se, dado o sistema linear AX = B realizarmos uma par,
ticao em A passaremos a considera-1la sob uma nova forma, 1sto

&, sendo.:Aridada por
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e a separagao dos elementos de A da forma indicada, teremos a

nova matriz AB dada por
f
A A
Ag =
A A
3 4

onde agora os elementos de AB s3ao também matrizes, respectivé
mente Al(Z x 2) , AZ(Z x 3) A3(3 x 2) e A4(3'X%3),

III - METODOS BLOCO-ITERATIVOS

a - Idéia

Uma das idéias de se usar a particao de matrizes para
a solucio de sistemas lineares € com métodos iterativos. As
sim, metodos iterativos classicos como Jacobi, ~ Gauss-Seidel
ou Relaxagdao ganham nova roupagem. Por exemplo, na aplicagao
do método de Gauss-Seidel a um sistema AX = B particionado ,
como no exemplo da forma

AXp r AKX =B
AgXy + MKy = By
onde X,, X,, B, e B, s@ao partigoes iguais as feitas em A, com
idéntitas éimeﬁsBes, isto €
\ X b
X By X, ={ ! B, = | 1}
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0 novo sistema sera resolvido utilizando-se cada uma de suas.
linhas - que representam os sub-sistemas do sistema original-

de maneira independente.



b - Aspectos computacionais

Desde que resolvemos isoladamente cada um dos sub-
sistemas selecionados através da definigao da particgao do sis
tema, nao necessitamos armazenar ao mesmo tempo todo o siste-
ma orlglnal bastando apenas que se armazene um sub -'sistema
de cada vez. Esse fato € o mais importante para a. utilizacao
computacional desses métodos, pois podemos reduzir drastica -
mente a area de memdria necessaria.

Ha, entretanto, problemas paralelos relacionados com
a preC1sao da solucao. Em geral, a limitacao de memoria 1mp11
ca também em perda de precisao se olharmos a eficiéncia das
magulnas de grande porte. A manipulacao de dupla precisao (ou
até precisao extendida) requer uma duplicagao (ou n-plicacao)
da memoria utilizada.

Procuramos aproveitar da nelhor maneira p0551ve1 a
caracterlstlca _desses métodos de modo a minimizar a area de
memdria necessaria para armazenar o sistema, permitindo assim
o trabalho com matrizes de ordem elevada. Mas como foi indica
do antes, embora as-matrizes mais freqllentes sejam do tipo
banda e, algumas vezes, apenas tridiagonais, preferimos tra
tar do trabalho no seu pior caso, isto &, quando a matriz A
do sistema € cheia e geral.

c - Problemas relativos a convergéncia

Como se sabe a aplicagao de um método iterativo re
quer sempre um estudo detalhado da convergenc1a que, em ulti-
ma analise, depende do raio espectral da matriz de f'1teracao

definida pelo método escolhido, cujo estudo € bastante comple
X0 para automatizar. Entretanto, sabemos que, no caso mais fre
quente de dlscretlzagao de equagoes diferenciais parciais, a

matriz A do sistema original e tal que para seus . elementos
aij’ t, j=1,...,n
- n
a) a..> I a.. ¥ i<n
it 5o ij
j#i
b) a..>o , a..<o, i#j, i,js<n

e que nesse caso a convergencia dos métodos simples e .bloco
de Jacobi e Gauss-Seidel convergem sempre [1]. Assim, enquan-
to trabalhamos com essa classe de matrizes nao teremos proble
mas de convergéncia.

Ainda por problemas de convergéncia demos preferencia
ao método de Gauss-Seidel pois sabemos que no caso das ma-
trizes acima mencionadas, podemos garantir que o método de
Gauss-Seidel converge assintoticamente melhor que o de Jaco -
bi [11.

Vale ainda a pena ressaltar o fato de que um método
bloco-iterativo € na realidade "hibrido'" pois em sua primeira
parte e utlllzado um método direto (nao iterativo) para deter

minar as expressoes de X(k), X(k) .o Ck), independentemen-

yo
te um do outro. Numa seg%nda f%se e 11@zado um método itera
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tivo que nos leva de ka),...,X£k) para X£k+1),..., n
Dissemos que escolhemos o método de Gauss-Seidel pois para

passar de um passo k para o seguinte k+1, utilizamos 0S novos
valores intermediidrios ja calculados nesse proprio passo.

IV - INVERSAO POR PARTICAO
a - Idéia

Dada a matriz A de um sistema AX=B, para determinar
: 1

sua solucdao podemos simplesmente considerar X=A""B (desde que

A"l exista isso & sempre possivel). Assim podemos, particio -
nar a matriz A convenientemente, inverte-la por um  pProcesso
economico e multiplicando pelo vetor independente, obter a so
lucao final. -

b - Definigao

Considerando-se a matriz A=(ai.) i,j, =1,...,n po
demos reescreve-la como J

Al A2

Ay Ay
onde A e A3 sao matrizes quadradas m xmy e m,Xm,, My+m, = N.

De acordo com [ 1 a inversa de A sera dada por

N RSTRS
AT X X
3 4
onde
= -1 -1
X; = (A) =507 Ag)
- _ -1 -1
Xy = (Ay -AzA T Ay)
-1
X3 = - A1 AZXZ
X, = - ATL A, X
4 4 3 71
Como se pode notar vamos precisar_da inversa das du
as matrizes A, e A, cujas ordens m, e m, sao tais que
k .4 5 2 . .
my + m. = n. Assim reduzimos drasticamente a ordem da  matriz

a“ser Tnvertida.

Para se reduzir ainda mais essa ordem & possivel .a
plicarmos recursivamente o processo da particao, para inver -
ter cada uma das matriz A, e A,. No nosso caso permitimos es
se fato apenas mais uma véz. Eftretanto & possivel levar-se a
té que a ordem da matriz final a ser invertida seja 2x2.



V - PRINCIPIOS DE PROGRAMAQAO

De acordo com as caracteristicas basicas de progra-
magao, procuramos dar ao.codigo presente uma estrutura que
facilitasse sua utilizacdo no maior nimero possivel de ma-
quinas de médio porte. Assim utilizamos a linguagem ‘FORTRAN
IV Standard, padrao AN5. Deixamos de aproveitar algumas pecu
laridades FORTRAN, por serem fora dos padroes internacionais,
uma vez que consideramos de fundamental importancia a adapta
bilidade das rotinas a qualquer mini-computador.

Os mini-computadores tem COMO caracteristicas basi-
cas, a simplicidade de operacao e O limitado tamanho da memo
ria - tipicamente, 64 KBYTES. Com a nossa implementagao, so-
mos capazes de, por exemplo, inverter uma matriz 108 x 109 ,
necessitando de uma Area de Dados de, aproximadamente 36
KBYTES; enquanto que, se fossemos inverter a mesma -~ matriz
sem particiona-la, so de area para armazenar a matriz, seri-
am necessarios 80 KBYTES, sem considerar as Areas de Traba -
1ho. Para conseguirmos implementar as rotinas que manuseiam
matrizes particionadas, tivemos que criar uma Estrutura de
Arquivos de Trabalho compativel com as rotinas. Esses arqui-
vos tém o objetivo de armazenar resultados intermediarios de
diversas rotinas e servem de interface entre as mesmas. 0]
problema de espago também esta presente na Estrutura dos Ar
quivos, uma vez que, tipicamente, OS minis possuem uma area
de 128 KBYTES reservados para Memorias Auxiliar. Cada arqui-
vo 16gico, além de armazenar a esturura correspondente (vetor
a matriz do trabalho), armazenar a(s) dimensao (oes) da mes-
ma, com o objetivo de poder recupera-la sempre que necessa -
rio. Afim de otimizar o tempo de E-S, usamos OS -+ -comandos
'"READ' e 'WRITE' sem formato e, com isso, OS arquivos - tem
que ser criados como sendo do tipo 'VBS' (Variable Blocked
Spannd) .

VI - DESEMPENHO

Foram obtidos os tempos de execucoes para a solugao
de sistemas lineares e inversao de matrizes, considerando va
rias ordens de matriz (Tridiagonal e Cheia) e nimero de deci
mais de precisao. distinto. Os resultados sao mostrados nas
tabelas I e II a seguir, onde na horizontal estio as ordens
das matrizes e na vertical o nimero de decimais de precisao
desejada para a Solugao do Problema. Todos os tempos de Exe-
cucao estao em segundos. »



Ordem de
) _'matriz
Decimaid~ 1 25 26 54 51 . 149
de Precisao . . oo o
1 g.p2 |g.ap | 4.91 | 9.5¢ | 16.73 |3p.p8
2 6.92 |p.4p | s5.85 |1p.16 | 16.84 |[3p.88
3 g.p2 |p.6p | 5.p8 |11.pp | 17.95 [32.56
4 g.62 |p.6p | 5.29 |12.01 | 17.32 |34.21
5 g.92 |p.79 | 5.36 |13.15 | 17.68 |35.81
6 g.62 |g.8¢ | 5.42 |13.18 | 18.46 |[37.61
MATRIZES TRIDIAGONAIS - SOLUCAO TABELA - I.1
Ordem Qe
natriz 1 25 26 | 5P 51 | 149
de precisao
1 p.p2 |p.37
2 p.92 |9.53
3 0.82 .72
4 g.g2 |p.87
5 g.02 1.06
6 6.02 1.22 |3.55 12.48 67.341197.92

MATRIZES TRIDIAGONAIS - INVERSAO

TABELA - I.2




Ordem da
i
G ! 25 26 | 58 51 199
Decimais .
de precisao ‘
1 g.p2 | 0.4¢ 6.0p| 18.0P | 117.00| 248.04p
2 0.92 | @.62| 4c:pp| 138.0p | 214.00| 544.00
3 g.62 | #.85] 118.0p|1158.00:4 1745.0p14360.0P
4 - g.p2 | 1.97| 206.9p|2258.9p | 3135..0p|8252.0p
5 g.p2 | 1.39] 314.Q0{3411.09 | 4723.9P[12475.00
6 g.¢2 | 1.52| 434.pp|4813.00 | 6669.00{17603. 0
MATRIZES CHEIAS - SOLUCAO TABELA II.1
Ordem da
matriz
ccimais 1 25 26 5¢ 51 100
€ precisao o
1 p.p2 | 2.11
2 g.p2 | 7.28
3 g.p2 |12.98
p.p2 |18.71 . b
p.p2 |24.30 «
6 p.p2 |30.9 6.58 |61.75 }87.49 |433.35
MATRIZ CHEIAS - INVERSAO TABELA I1I.2



VII - CONCLUSOES

Observando os resultados obtidos nas Tabelas I e II,
vemos que, para matrizes tridiagonais, os resultados foram
altamente satisfatorios. E importante notar que o conjunto de
rotinas implementadas visam ao usudrio_que, tipicamente, pos-
suira matrizes oriundas da discretizacao de equacoes diferen-
ciais parciais parabolicas e elipticas, ou .seja matrizes ban-
da. Nesse caso, se torna altamente interessante a técnica de
particdo de matrizes. Ressaltamos aqui, que as rotinas foram
implementadas levando em consideracao que o usuario . possuida
matrizes nao obrigatoriamente banda. Se tivessemos assumido
o contrario, isto e, que todas as matrizes seriam banda, obte
riamos um desempenho ainda melhor, uma vez que otimizariamos
o0 armazenamento e o acesso/recuperacao de todas as estruturas
envolvidas.

Para o caso de possuirmos matrizes cheias,. o0s resul-
tados mostram que a solucao de sistemas pode se tornar extre-
mamente lenta. Nesse caso & recomendavel a utilizagao da in

versa obtida pelo processo de particgao, que se mostrou muitas ve
zes mais eficiente.

Como comentario final, cumpre observar que a diferen
ca dos tempos de execugao da inversao de matrizes tridiago -
nais para as matrizes cheias nao € tao gritante quanto a solu
cao, posto que a inversio de uma matriz tridiagonal e geral -
mente uma matriz cheia.
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