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Resumo

A fim de tornar tratavel 0 problema da propagacao de evidéncias em Redes
Bayesianas, NP-dificil no caso geral, heuristicas que visam a simplificacido da
rede tem sido sugeridas. Em [7], por exemplo, & apresentado um método que
consiste em identificar varigveis que sao irrelevantes com Tespeito a propagacio
e elimina-las da rede. No mesmo espirito, introduzimos aqui uma nova classe
dessas variaveis, que denominamos parcialmente relevantes, e provamos um
teorema que estabelece a possibilidade da sua eliminacdo. Uma heuristica
baseada no teorema é entdo apresentada. A

Abstract

The propagation of evidences in a Bayesian Network is a NP-hard problem. In
order to handle it, several heuristics Introducing simplifications in the network
have been suggested. In [7], for instance, a method is presented which consists in
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1.Introducéo

Redes Bayesianas sao - grafos dirigidos - e aciclicos cujos vértices
representam variiveis aleatérias e as arestas suas interdependéncias,
quantificadas por probabilidades condicionais. Cada vértice contém as
distribuicoes de probabilidades das variaveis nele representadas,
condicionadas aos valores das variaveis que imediatamente o antecedem no.
grafo. Prestam-se sobremaneira para ‘representar distribuicdes de.
probabilidades conjuntas, de uma forma compacta, explorando o conceito
de independéncia condicional (1,2,3]. Exemplificando, a distribuigdo de
probabilidades conjuntas de trés variaveis A, B, C, conforme suas
interdependéncias, podem ser descritas da maneira a seguir aprésentada e
representadas sob a forma das Redes Bayesianas mostradas na Figura 1.

a) Se A, Be Csdo totalmente dependentes entre si:
P(A,B,C)= P(A} ¢ P(BIA} « P(CIA,B} '

b) Se B e C sio independentes dado A:
P(A,B,C} = P(A} ¢ P(BIA} ¢ P(CIA}

c) Se A, B e C sdo independentes:
P(A.B,C} = P(a) * P(B} + P(C)

(a) N ©

Figura 1

Existem procedimentos que aplicados a uma Rede Bayesiana sao capazes
de computar distribuicoes de probabilidades posteriores [4,5,6,7,8,9]. Ou
seja, resolvem, por exemplo, problemas do tipo: "Qual a probabilidade de
A =a dado que B =b, nas Redes Bayesianas da Figura 1?". O processo
desencadeado por esses procedimentos ¢ chamado de propagacdo de
evidéncias. '

As Redes Bayesianas, juntamente com 0S procedimentos de propagacio,
mostram-se comodos para a modelagem do raciocinio evidencial, e,
particularmente, do diagnéstico, uma vez que 0 conceito de independéncia
condicional é extremamente aderente aos conceitos de causa, influéncia,
relevancia e correlatos [10]. Por exemplo, apés estruturar algum
conhecimento médico sob a forma de uma Rede Bayesiana - os vértices
representando patologias, sinais, sintomas, etc. -, estabelecer o diagnoéstico
de um paciente corresponde a propagar na rede as. evidéncias nele



observadas e inspecionar as distribui¢des posteriores das patologias
representadas. ‘ ‘

Uma das inconveniéncias desse método de modelagem diz respeito ao fato
do problema de propagagdo ser NP-dificil. Apenas para redes
simplesmente conectadas (com apenas um caminho entre dois nos
quaisquer) existem algoritmos polinomiais. Para minimizar esse problema,
algumas heuristicas tem sido propostas. Entre as quais, as que procuram
despovoar a rede, eliminando as varidveis irrelevantes com respeito a
propagacdo [12]. Com essa filosofia, propde-se neste artigo uma heuristica,
alicercada em um teorema, que elimina as varidveis aqui chamadas
parcialmente relevantes, visando diminuir a dificuldade do problema de
propagagao. _

Na secdo 2 sdo apresentadas defini¢cdes e a terminologia a serem utilizadas,
na se¢do 3 o Teorema da Relevancia Parcial, na secdo 4 a heuristica de
eliminagéo e, finalmente, na secdo 5 as conclusdes e extensoes das idéias
propostas. : _

2. Definigdes e Terminologia

A seguir, introduz-se algumas defini¢des oriundas da Teoria dos Grafos
[13], e a terminologia a ser adotada ao longo do artigo.

Um grafo dirigido aciclico (digrafo) D(V,E) ¢ um conjunto finito nao vazio V
(vértices) e um conjunto E (arestas) de pares ordenados de vértices
distintos, sem ciclos. Uma sequéncia de vértices vi, vg, ... , Vk, tal que

v+ € E, 1 <[V}, é denominado caminho, k - 1 é o seu comprimento.

Ciclo é um caminho vy, ... , Vk, Vk+1, sendo vi = vk4+1 € k 2 3. Cada aresta
(v, w) possui uma unica direcgao, de.v para w. Diz-se também que (v, w) €
divergente a v e convergente a w. O grau de entrada de v é o ntmero de
arestas convergentes a v. Um vértice com grau de entrada zero ¢ uma fonte.
Todo vértice v do qual existe um caminho para w é denominado ancestral
de w, se além disso for adjacente a w, denomina-se pai de w. Se forem
retiradas as diregdes das arestas de um digrafo D obtém-se um grafo nao
direcionado (as arestas sdo pares nido ordenedos) G, chamado grafo
subjacente a D. Com relagdo ao grafo subjacente podemos definir as
seguintes propriedades: Um sub-grafo G2(Vz2,E2) de um grafo'G1(V1,Ep) €

um grafo tal que V2 S V) e E3 € E;. Se além disso, G2 possuir toda aresta
(v, w) de G, tal que ambos v e w estdo em Vg, entdo Gz € o sub-grafo
induzido pelo sub-conjunto de vértices V2. Um grafo G(V,E) é denominado

conexo quando existe caminho entre cada par de vértices de G, caso
contrario G é desconexo. Um corte de vértices € um subconjunto minimal

de vértices V' €V cuja remogdo o desconecta. Denomina-se conectividade
de vértices Cy a cardinalidade do menor corte de vértices de G. Sendo K
um inteiro positivo, diz-se que um grafo é K-conexo em vértices quando a
sua conectividade em vértices for > K. Denomina-se componentes bi-
conexos do grafo aos sub-grafos maximais que sejam 2-conexos em
vértices. Cada componente bi-conexo é chamado bloco do grafo. Um vértice
v é denominado articulagio quando sua remocdo desconecta G. As
articulagoes, portanto, sio os pontos de corte que determinam os blocos
do grafo. O grafo bloco-articulagdo de um grafo G ¢ definido como o grafo B
cujos vértices sdo os blocos de G €, sendo by, b vértices de B, (by,by) sera
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aresta de B caso bj € by compartilhem uma articulagdo em G (adjacentes).
Os grafos bloco-articulacao sdo arvores, qualquer que seja G. Chama-se fator
de convergéncia de um bloco by a uma articula¢do aj a0 numero de arestas
de b; convergentes a aj. T '

Redes Bayesianas s&o grafos dirigidos e aciclicos cujos vértices armazenam
as distribuicdes de probabilidades das variaveis aleatérias que eles
representam,’ condicionadas aos valores dos seus pais (os vértices fonte
armazenam distribuicoes "a priori").

A seguinte notacdo sera adotada ao longo do artigo:

Ri(Vi,Ey : Rede Bayesiana com vértices Vj e arestas E;. Cada
vértice sera chamado X;, Xg,... CV1 , e seus conjuntos

. S, So,... cV;
B(Rj) : conjunto dos blocos de R; com elementos B1,B2,...;
I(Ry) : conjunto das articulacoes de Ry com elementos I1,12,..:5

F(X;,S) : conjunto dos pais de X; que pertencem a Sy;

C(Iy : conjunto dos blocos que possuem arestas convergentes
‘ a I; com elementos C11,C12,..+3

3. Teorema da Relevéancia Parcial

Lema: Dada a Rede Bayesiana R1(V1,E1), se Ra(Va,Eg) é uma sub-
rede conexa de Ri, induzida por Va2 & Vi, com

B(R) S B(R)), entdo a distribuicdo de probabilidades de V2,
P{Va}, pode ser representada por Ro.

Prova: -
Expressando P{V1} sob a forma do produto
P{Vy=I1 P{X,|F(X;, V) (1)
X

e como

(2)
P(Vi= Y TIPXIFX, V)
XgV, X

se agruparmos os termos de (1) da seguinte maneira



(3)

PVi= TI  PXIFEV))-
XeV,FXV )V,
I PIXIFXV))-
XEV,~FRYV )V,
T PXIF&V)):
XI;‘VQXkEA,[V J » )
1 PXIFXKV))
XeV XgAlV)
podemos ver que (2) reduz-se a :
PVj= I PXJFXVj)- (4)
XeV,FEV )V, )
I = PXIFXV3))
XeV,~FK,V )V

que é exatamente a distribuicio de probabilidades de V3 representada por
#

Teorema: Dada a Rede Bayesiana R1(V1,E1), ’P{Slls_j} pode ser

calculada a partir de Rg(Vg,Ep), menor sub-rede conexa de
Rj, induzida por V3 € Vi, com B(Rg) S B(Ry), que satisfaga

Sjuv S_' < V.
Prova: ’
P{S;!Sj} pode ser calculada a partir de P{Va}:
> P{Vj (5)
XgSus, »
P(SIS)} = ———
> P{vy
. XgS,

e P{Va} pode ser representada por Rz, conforme o Lema acima.
#

4. Heuristica para Eliminacdo das Varidveis Parcialmente Relevantes

Dada uma Rede Bayesiana Rj(V1,E1), sobre a qual se pretende propagar
evidéncias, a seguinte heuristica pode possibilitar uma economia no tempo
de propagacio: :



Calcular e armazenar, apenas uma vez, quando a rede for
construida, para cada articulagédo de R;, as distribui¢ées de

probabilidades:

(6) -
P{F(1;,Cy)}

Sempre que uma propaga¢do para inferir P{Sy| Sy} deva ser
efetuada, determinar a menor sub-rede conexa Ra(Vz,E2) de Rj,

induzida por Vg < V), com B(Rg) & B(R)), que satisfaga Sy U Sy < Va.
E, para cada articulagdo pertencente a Rz que possua arestas
convergentes, oriundas dos blocos deixados de fora (B(R1) - B(R2)),
calcular: :

PA}

P(H) P(BIA) / EP{C 1A}
e PDIB, C, 1)

o
P{I|H, J}

P(E D} P{F|D} P{G D}
(a)

S~ PDIB, C, 1} P(B, C} PI)

B,C, 1 Q

PEID)  PFID} P{G D}

(b)
Figura 2
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PLIFLV))= Y P{LIFLV)} [I P(F(I,Cy} (7)
CueBR) | CBR)
e efetuar a propagacéo em Rg.

Para se ter uma idéia do funcionamento da heuristica, suponha a solugéo do
problema de propagac¢io "Qual a probabilidade de D =d dado que E =e,
F=fe G =g, na rede da Figura 2(a)?". Apés a aplicagdo da heuristica, fica
reduzido ao problema de propagac¢éo na rede da Figura 2(b). .

PA}

P(CIA}

Q > PDIB, C, 1} P(I
I

PEID) PFID)  PGID)

Figura 3

5. Conclusdes

Foi apresentada uma heuristica que visa diminuir a dificuldade do problema
de propagacdo de evidéncias em Redes Bayesianas, que ¢
fundalmentalmente NP-dificil. Como pode ser visto no exemplo da secdo 4,
a heuristica foi capaz de transformar um problema de propagacdo em uma.
rede multiconectada a um problema de propagacio em uma rede
simplesmente conectada, para o qual existem solug¢des por algoritmos
polinomiais. ' ,

Cabe entdo, comentar sobre a complexidade dos algoritmos necessarios a
implementacdo da heuristica. No que diz respeito a determinacdo dos
componentes biconexos e articulagdes do grafo subjacente a rede, existem
algoritmos O (IVI+IEI) [13]. O problema maior surge no calculo das
probabilidades descritas por (6), que apesar de calculadas apenas uma vez,
pode exigir um esforco inaceitavel. Para solucionar ésse problema, pode
Ser introduzido na heuristica um regulador n, de tal forma que sejam
calculadas apenas as distribui¢cdes de probabilidades P(F(l;;,Cy)} para
IF(l;,Cy)| < n. Para calcular P{Si|Sj} numa rede R1(V1,E1) deve-se efetuar a
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propagagao na rede R3, obtida da menor sub-rede Ra(Vg,Eg) de Ry,

induzida por V2 & Vi, com B(Rg) & B(R1), que satisfaca Sju Sy < Ve,
acrescida recursivamente dos blocos de Rj que s¢ conectam a Rg com fator
de convergéncia 2 n. Por exemplo, a aplicagdo da heuristica com n=1, ao0
problema da Figura 2(a), o transforma no problema da Figura 3.
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