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RESUMO

Este trabalho se propldea férmecer uma introdugdo diddtica aos con
ceitos basicos de especificagdo e implementagdo de tipos abstra -
tos de dados encarados. sob o enfoque algébrico. Tipos . abstratos
de dados s3o uma ferramenta ftil e poderosa para o desenvolvimen-
to de programas confidveis. Séu emprego fatora o programa em duas
partes: wum programa, dito abstrato, que manipula objetos do tipo
abstrato de dados unicamente por meio de suas operagoes, € um mo-
dulo de implementagao, que representa os objetos e operacoes des
te tipo em termos de outro({s), mais concreté(s). Uma especifica -
cao do tipo abstrato de dados deve descrever o comportamento de
suas operagdes sem se prender a nenhuma representagdo especifica.
Especificagdo e implementacdo sdo tratadas aqui do ponto de vista
algébrico, sem se prender a linguagens de programagao.

O capitulc introdutdrioc apresenta algumas consideragles sobre o}
emprego de abstracao no desenvolvimento de programas e © conceito
de tipo em programagdo. O ¢apitulo II trata de especificagoes de
tipcs abstratos de dados, primeiro sem erros, depois com erros ,
do problema da corregao da especificagdo e apresenta uma metodolo
gia para construir especificagdes corretas. O capitulo III +trata
de implementag@o: o conceito b&8sico, o problema da corregao e
sugere uma metodologia para verificar a sua corregac. O capitulo

final tece algumas breves consideragoes sobre o relacionamento de
especificagdes e implementactes com a verificagac de programas e

sobre tipos abstratos de dados em linguagens de programagao. ' Fi
nalmente, o apéndice fornece alguhs detalhes mais precisos. BO
bre & especifidagéo de tipos abstratos de dados como dlgebras i
niciais.

Palavras Chave : tipos abstratos de dados, especificacao, imple-

mentagéof.ccrreg&o,.metodologia; enfoque alge -
brico, equagdes, algebras poli-sortidas, alge -
bra inicial. ‘



ABSTRACT

This paper presents a didactical introduction to the basic concepts
of specification and implementation of abstract data types within
an algebraic approach.

Abstract data types are a powerful tool for the development of
reliable programs. By employing abstract data types the program is
factorized into two parts, namely a program, called abstract,
manipulating objects of the abstract data type solely by means of
its operations, and an implementation module, which represents the
objects and operations of this data type in terms of other, more
concrete, data type(s). A specification of an abstract data type
must describe the behavior of its operations without resorting to
any specific representation.

Specification and implementation'are examined here from an algebraic
viewpoint without consideration of programming language aspects.

The introductory chapter presents some remarks on the usage of
abstraction in program development and on thé concept of type in
programming. Chapter II deals with specification of abstract data
types, first the error-free case, then,including.errbrs, the problem
of specification correctness, and presents a methodology for the
constructimof correct specifications. Chapter III deals with
implementation: the basic concept, the problem of correctness and
suggests a methodology for verifying the correctness of implementa-
tions.

The final chapter presents some brief remarks on the relationship
between program verification and specifications and implementations
as well as on abstract data types in programming languages. Finally,
the appendix makes more precise some details.concerning the
specification of dabstract data types as initial algebras.

Key words: abstract data types, specification, implementation,
correctness, methodology, algebraic approach, equations,
many-sorted algebras, initial algebra.
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.CAPITULO I

INTRODUGEO

O conceito de tipo & de fundamental importancia em
programagao. Qualguer programador sabe gue em um pro -

grama, cada variavel, éonstante ou expressao tem associado a ela
um Gnico tipo. Em PASCAL, por exemplo, a associagao de um tipo
a uma varidvel & feita pela sua declaragao de tipo; em FORTRAN ,
tal associagao & deduzida da primeira letra do nome da variavel ,

caso esta ndo tenha sido explicitamente declarada.

Um tipo de dados & basicamente uma colegao de  valores
munida de um conjunto de operagdes e testes. O tipo Boolean, em

PASCAL, por exemplo, tem como valores o conjunto {false, true} e

como operadores V, Ael para indicar a disjuncao "ou", conjungado
"e" ¢ negagao, respectivamente. Embora tipos difefentes possam ter
o mesmo simbolo de operador (exemplo: + para os tipos inteiro e
real) numa linguagem, tais simbolos sao interpretados como opera-
¢oes diferentes, podendo essa diferenga ser detectada em tempo de

compilagao.

Associado a um tipo também estd uma representagao para
os valores do tipo, uma vez que, sem uma representagao, nao te
riamos como descrever o comportamento de  suas operagoes .
A representacao do tipo inteiro numa linguagem de programa-

cdo estd implicita, de modo que o programador nao se preocupa



com ela , mas as operagdes a nivel de maquina foram definidas em
termos dessa representagao. Assim‘senao, a especificacgao da re
lpresentagao também determina o conjunto de valores de um tipo ,
uma vez que ela & definida em termos de tipos existentes  (ca-

da inteiro & representado por uma sequencia .- finitd de bits,

e seus operadores definidos com base nessa representagao).

O conceito de tipo ndo & uma novidade surgida com a
teoria das linguagens de programagdo. Na realidade os matemati-
cos e ldgicos estdo familiarizados com esse conceito. No racio
clnio matemitico & comum fazer~se distingdo entre fungoes reais ,
fungSes complexas, conjunto de fungoes etc. De fato, quando um ma
temadtico introduz no Seu raciocinio uma nova variavel, ele costu-

ma ter o cuidaddvde explicitar seu tipo.
Exemplos:

"Seja f uma fun¢do de duas varidveis reais"

"Seja S uma familia de coﬁjuhtoS'de”ihteiroé“

Abstragac se refere ao processo mental pelo qual, quan-
do em confronto com um conjunto de objetos, SitanSes ou proces -
sos, podemos reconhecer suas similaridades,.concenﬁrando—ncs ‘sg
bre estas e ignorando suas diferengas. Para citar um exemplo‘,
consideremos o conjunto {7, 1.33, 'A', 0.5 E6} que contém valores
de trés tipos providos por quase toda linguagem de §tograma¢§o :
“inteiro, real e car@ter. Olhando o COnjunto mais' abstratamente po
demos dizer que elé contém apenas dois-tipos{“nﬁméfdje“daréﬁfer .
De um ponto de'viSta”mdis”abstrato ainda, o conjunto tem apenas'

um ‘tipo: constante.



Comum a todas as ciéncias, em ciéncia da computagéo,
contudo, o termO‘abstragéo‘tem'adquirido, gradualmente, um signi-

ficado mais especifico, ao se referir ao desejo de se querer <con

siderar um conceito independentemente de suas varias ‘possiveis
representagoes.

Um tipo abstrato de dados = deve ser independente de
sua representacao, no sentido de que os detalhes de como ele e

implementado sdo propositadamente "escondidos" de seus usudrios .
O usuario de um tipo abstrato @& provido com certas opera@Ses para
o tipo, necessitando saber apenas o que tais operagoes ‘fazem e
nao como elas o fazem. O comportamentd do usuafio deve serxr seme~
lhante 3quele que ele tem paré'com o uso de uma sub-rotina, que
descreve uma fungdo eSpecifica por heidnae"uﬁ éIgoritmo que  lhe
& desconhecido: no ponto em qué ele invoca a sub-rotina, o Taéti
lhe relevante & o que a sub-rotina faz, sendo o como total
mente irrelevante. Da mesma forma, ao nivel de implementagdo "g
desnecessario complicar o como por consideragoes dos porqués, is

to &, as razdes para a invocacado da sub-rotina nao precisam  ser

consideradas por seu implementador" (Guttag [12] ).

De um certo modo, os tipos providos por uma  linguagem
de“prggramagan(ex. inteiro, real, etc.) sdo  abstratos, j& que
o programador faz uso deles sem se preoéupar com sua representa-
gao. Porém o termo tipo abstrato de dados tem sido reservado pa
ra aqueles tipos que ndo sao supridos pela linguagem, mas cria
dos‘pglo(usuérig, fazendo udo dos mecanismos que a linguagem
~lhe oferece para esse fim. Tais tipos, normalmente, s3o usados

num nivel e realizados noutro mais baixo. Mas isso nao se da au



tomaticamente. Ao invés disso, um tipo abstrato de dados & rea
lizado ao se escrever um programa que o define em termos da suas

operagoes.

As linguagens de programagio convencionais  oferecem
uma poderosa ferramenta para construgao de abstracbes que  s&0
- as funcoes ou procedimentos. Linguagens como ALGOL 68 e PASCAL
oferecem mecanismos que possibilitam a definigdo e uso de novos
tipos. Em muitos casos, o novo tipo & definido em termos de

outros previamente definidos, chamados de tipoé constituintes ;

os valores do novo tipo sEo estruturas de dados gue tem como com
ponentes-os valores dos ﬁipos constituintes, os quais podem ser
selecionados e extraidos da estrutura. Melhores mecanismos para
a definig%o:de tipos abstratos de dados foram introduzidos  com
SIMULA 67 (Dahl-Hoare £021)-e sucessivamente-apefféigoados - em
linguagens como CLU {Liskev-Zilles '[23]), ALPHARD (Wulf-London -.

Shaw [401) e ADA(Ledgard<[21j).

As caracteristicas salientes do congeito de tipo . que
mais interessam & comunidade ‘de computacdo sao assim sumarizadas

(Hoare [;BJM):v

i) Um tipo determina a classe de valores que podem ser

ii). Todo valor pertence a um finico tipo.

iii) O tipo de um valor denotado por uma constéhte}”ivi
risvel ou expressio pode ser deduzido de ‘'sua forma

ou contexto, sem qualquer conhecimento prévio de



seu valor.

iv) Cada operador espera receber operandos de  algum
tipo fixo, e devolve um resultado de tipo fixo (u
sualmente o mesmo). Quando um mesmo simbolo g a
plicado a diferentes tipos, esse simbolo pode. ser
visto como ambiguo, denotando diferentes oberadé
res. A resbluégo de uma tal ambigﬁidade sempre po

de ser conseguida em tempo de compilagao.

v) . As.propriedades dos valores 6 de um tipo .e as ..opera
¢Oes primitivas definidas. sobre eles sao especifi
cadas formalmente e de modo independente de repre-

sentacao por meioc de axiomas.
vi) A informacdo de tipo numa linguagem.de programagao

de alto nivel é usada para prevenir ou  detectar
construgoes desprovidas de sentido num  progra
ma e para determinar o método de ‘represgptagao‘e

manipulagao de dados no computador.

.Abstracdo & um processo inerente.as aplicagoes dos com
putadores ao mundo real. A primeira atitude do programador guan
do do projeto de gualquer programa & concentrar-se nas_.. .caracte
risticas relevantes do problema, ignorando os fatores considera
dos irrelevantes. O uso de linguagens tradicionais exige que o
passo sequinte do projeto seja a decisdo de como representar ho
computador a informagso abstrata. O passo final e entSo programar o‘éog
putador para fazé-lo manipular as representagbes de dados de for

ma que €§§as manipulacgdes levem ao efeito desejado no mundo real.



Confiabilidade e facilidade de entendimento sio duas

gualidades desejiveis de um programa . ”A'prégrahaggo estrutura
da & uma tentativa de disciplinar o pépce§§9 de. construgdo de
programas de modo a se obter programas com essas caracteristicaﬁ
De acordo com essa disciplina, um problema & resolvido por meio
devum?prqqessgﬁég suceséiggg decgmposigSes (Wirth([39] }. Num
E;imeiro pqssongﬁppog§§m§qgr,esqreve um programa que resolve o
problema, mas que opera sobre objetos abstfatogl no sentido de
gque os megmos n§9 estao q;;inidosmnaflinguaggméqﬂg sera usada
na codificagao do programa (.a conveniéncia disso estd no fato
de que o programador escolhe os objetos e operagoes que mais se

adequem a solugao do problema)

A tarefa seguinte:do programador & procurar se conven
:cér'ﬁé'qué seu ﬁrogréﬁa resolve cbrfetamenfg o problema. Nesse
,pohtdﬂele deve se prébcdpaf‘apeﬁés de como seu pfbgrama faz uso
das abstragoes, e nio com qualquer detalhe de como elas serdo re

'allzadas. Quando satlsfelto com a corregao de seu programa o

programador volta sua atencdo para'aé abétragaeé criadas. Cada
abstragao representa um novo problema, requerendo solugdo. Es

et ey b T : CLE gl mEmE L ST .

sa solugdo pode ser dada em termos de novas abstragbes. O  pro
U e Coodn LT 557t L0 o I "y SINIA e fop il

blema estard completamente resolvido quando todas as abstragdes

Y

forem realizadas na llnguagem ‘escolhida.

Como se depreende facilmente, o método de  desenvolvi
mento de programas por refinamentos sucesslvos, descrito aclma,
.estimula o programador a deixar de lado a decisdo de como repre

sentar os da§°§¢¢P§Fa dedicax*saja elaboragdo. de seu algoritme,

expresso como um programa abstwato, operando sobre dados ' abstra

tos. Isto feito, o programador escolhe para os dados uma repre



sentagao concreta em termos de tipos diretamente ou quase direta
mente representdveis na memdria do computador, programando as o
peracdes primitivas requéfidas pelo programa abstrato. Essa for
ma de fatorar a construgdo de programas num prégrama que manipu
la um tipo abstrato de dades e numa implementacao do tipo abstra
to em termos de uma reprasentagao selecionada, alivia, além de
tornar éoﬁétrutiva_a tarefa de verificagao.de -gorregao. do programa,

tamb&m fatorada na verificacdo de correcao do programa abstrato e

e na verificacdo de correcao da representacao de dados.

Como se pode notar, a programagao com tipos abstratos
de dados segue naturalmente a idéia de desenvolvimento de pro
gramas por refinamentos . sucessivos, subvertendo a atitude tradi
cional de construgdo de programas descrita (abstragad‘+ riepresen

tagdo + Ggodificagdo).

Um aspecto importante de um tipo abstrato de dados se

refere a sua especificagdo. Para se especificar um tipo &  fun
damental uma boa notagao. Uma linguagem informal, tal como a
linguagem natural, nem sempre & eficiente para criagdo ou comu
nicagao de, abstragdes . De fato, somente com muito cuidado e
esperteza & possivel se escrever uma especificaga@o precisa em
linguagem natural. O problema & mais grave ainda gquando a abs
tragdo tem que ser comunicada a alguém. A especificacgdo pode
nao somente. ser indefinida e portanto ambigua, como a prdpria
linguagem na.qual.a especificagao & feita, conter ambigliidades ..
Se a ambigliidade & percebida, esta pode ser resolvida.. - Porém
O que normalmente ocorre,é cada um dos envolvidos com a abstra

cio formar sua prbpria concepcdo da abstragdo, criando assim um



sério’ problema dx interfac

6]

Naturalmente o uso de uma linguagem formal ndo nos ga
rante que uma especificaclo nao.contenha_ahbigﬁidades ou seja
consistente (& possivel escrever graméticas ambiguas com BNF) .
O que uma linguagem formal nos proporciona sao_critérios para o
reconhecimehtc de ambigﬁidades e inconsisténcias, aumentando deg
sa foxrma a probabilidade do reconhecimento de.falhas na especi
ficagdo. A verificagdo de que a especificagao de um tipo es

ta correta tem uma importdncia fundamental, uma vez que & contra

esta que se vai testar a corregdo da implementagdo do tipo.
As técnicas para investigar a corregido de programas
podem ser classificados em formais e informais. As informais

(depuragae, teste etc), embora mais comumente usadas, investigam
as propriedades do programa de forma incompleta,'além de serem
extremamente dependentes da habilidade‘e.intuigﬁo do programa
dor. Téchicas formais, como aquélas devidos a Floyd e Hoare
(Manom [ 287] ) ;- por ouvtro lado, tentam estabelecer propriedades do
programa ch'reépeito a todas as entradas vdlidas, por meio ~ de’
um raciocinio em gue cada passo & formalmente justificado = por:
régras de inferéncia, axiomas e teoremas. Em tais ‘técnicas, a
espPecificagio formal dos pressupostos e axiomas sobre os ' quais
o prOgrama*ée baseia'desempenha"papel'fundamental na prova de
'correéao, além de auxiliar o desenvolvimento de programaS”““’qﬁé”
éejamxcbrretOS'porﬂccnstrugéo e de se constituir numa importan

te parte da documentacde do Programa.

Em Liskov e Zilles [267] foram descritos cinco métodos



para especificagdo de tipos abstratos de dados, tendo Pereda
[33] agrupado-os em quatro categorias. Nesté trabalho usaremos
dlgebras para especificar tipos abstratos de dados o que tem
sido enfatizado como adequado em varios trabalhos (Zilles [42],

Goguen-Thatcher-Wagner [10], Guttag-Horning [15]).

No que se segue enfocaremos os aspectos concernentes a
especificagdo e implementagdc de tipos abstratos de dados. O ca-
pitulo II refere-se § especificagdo. AI sdo abordados as metodo-
logias para especifiééqéo e sua verificagao, sendo os resultados
-tedricos, demonstragdo de lemas a teoremas,‘txansferidos ‘para
um apéndice. Os problemas da impleméntagﬁo sdo abordados no ca -
pitulo III. Finalmente, o capitulo IV apresenta algumas breves
consideragaes sobre .0s mecanismos de abstragao providos por lin-
guagens de programagao e sobre o processo de,progrémagéo com ti-
pos’ abstratos de dados. Estes tBpicos sao examinados com mais

detalhes e exemplos em [34].
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cAPITULO 1II

ESPECIFICACAO DE TIPOS ABSTRATOS DE DADQS

II.1 Introdugao

Um tipo de dados, como ji enfatizamos, & basicamente uma
colegdo de valores munida d€ um conjunto dé operagdes  definidas
para o tipo. §&"o tipd’é para 'ser compreendido a um nivel abstra-

to, isto &, independente dé representagdo, a especificacgdo do

comportamento de suas operacoes ndo deve conter referéncias a

qualquer possivel representagao.

A linguagem usada para se especificar um tipo abstrato
& de fundamental importanéia. Tipos abstratos podeii ter o’ compor-
tamento de suas operaces’apresentado de maneira’ informal. Con -
tudo o uso de uma linguagem informal, tal ‘como a linguagem natu -
ral, raramente se mostra eficiente para criagdo e comunicagdo de
abstragdes. Como j& foi enfatizado. na introduqéo,é bastante difi
cil escrever uma especificagiio precisa em linguagem natural. ¢
problema & mais grave ainda quando a abstragdo tem que ser comu -
nicadd d alguém (lembre-se de que © espeéificador de um tipo abs-
tratc nem sem@re'é o seu implementador ou usudrio), gquando ambi -

gltidades podem criar sérios problemas de interface.

Naturalmente o uso de uma linguagem formal nd3c nos ga -
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rante uma especificacado livre de ambiguidades ou inconsisténcias.

0 que esta nos propicia sdo critérios para o " reconhecimento
destas falhas, aumentando assim as pdséibilidades ~de
sua deteecgao na especificagdo. A garantia de que> a

especificagdo & correta & primordial uma vez que & contra  esta

que se tem gque verificar-aimplementagao do tipo abstrato.

Varios métodos tém sido propostos para especificagao de
um tipo abstrato de dados . (Liskov e Zilles [26]). Dentre estes o
método algébrico tem recebido grande atencao, sendo apresentado em
muitos trabalhos (Zilles [42], Goguen-Thatcher-Wagner [10] - e
Guttag-Horning‘]iS]) como adequado para especificagao de um tipo
abstrato. Ségundo essa abordagem uma especificagao para um tipo
T consiste de uma descrigdo sintdtica e uma descrigao semantica;
a ésPééifiéagéé sintatica define os només, dominios e  com  damini
os das operacoes de T, enquanto a especificagdo semintica contém
um conjunto de axiomas, na forma de equagdes, relacionando as

operagbes do tipo T, umas com as outras..
Gutﬁag-[ESJ resume assim as principais vantagens ‘de
uma &specificagdo algébrica:

i) Ela & declarativa, evitando assim detalhes de pro

gramacao e dependéncia de linguagem.

ii) Ela & uma descrigao razoavelmente intuitiva - do

comportamento de varias estruturas.

iii) Ela & suficientemente rigorosa para permitir uma
prova de que uma particular realizagao da estrutu

ra de dados estd de acordo com a especificagao.



12

iv) Ela é .f&cil de se ler e-compeender,faéilitando as
sim uma.verificagéovinformal-do fato de que . esta

de acordo com as intengOes de seu criador.

A seguir vamos apresentar a especificagdo algébrica a

bordando em detalhes o sistema de especificacao e a correqéo da

especificacdo. Completaremos o capitulo apresentando uma metodo-

logia para construcac de especificacgdes.

II.2. Sistema de Especificacao

Uma algebra homogénea A& .um . par <D,L>, onde D, chama
do dominio da &lgebra, & um cqnjuntg:néprwazio de valores, e I &
um conjunto (finito) de operacdes finitdrias F: D -+ D. Exemplo:
<N, {+, .} > & uma &lgebra.que tem como dominio os naturais e co

~ 2
mo operagoes F: N -+ N a.scma e o produto.

Birkhoff e Lipson generalizam esse conceitc para’ uma

algebra heterogénea,. Uma dlgebra. heterogénea ou poli-gortida A,

& essencialmente uma familia de dominios-asﬁcqm~um§ ‘colegao de
operagbes (fungdes) entre eles. Tais algebras surgem muito natu
ralmente em cidncia da:computagéo. o coﬁjunto S de inéices para
os dominios. da algebra & chamado devéonjunﬁo de sortes ou . nomes

de tipos.. Como exemplo de.uma tal Algebra, seja:

Sortes: - S = {Nat, Bool}

Simbolos de Operagdes: L= {Z,F,V,SUC,PRED,MNOR} ,
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Z . > Nat
F e -+ Bool
vV 3 -+  Bool

SuC: Nat > Nat
PRED: Nat + Nat

MNOR: Nat x Nat - Bool

Obs: Se F: - S, F & dita ser

uma constante de sorte S.

E evidente que o exemplo acima n3o exibe uma Algebra
especifica, uma vez que falta, por exemplo, atribuir significado
a cada uma das operagdes. Dito de outra forma, o que temos & me
ramente uma linguagem. Uma &lgebra fica determinada quando se a-
ponta um modelo para essa linguagem, ou seja, quando se diz espe
cificamente o que s3o os dominios é qual o significado de cada

operagao. Como exemplo, apontamos o0 seguinte modelo que define a

dlgebra A dos naturais’'com as operacdes de sucessor, predecessor

€ menor cue:

= conjunto dos naturais ( {0,1,2,3,.c00e0.. })

Nat
B. _ = conjunto de valores ldégicos ({Falso,Verda-

Bool deirol)

Za = constante 0 (zero)

Fa = constante Falso
VA = constante Verdadeiro

sUC, = fungao sucessor  (neN -+ SUCA(n)= n+ 1)

PRED. =.. fungao predecessor = (neN- PRED, (n)=n,se n=0

PRED, (n)=n-1,se n#0)
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MNOR, = fung&o 18gica <  (menor do que)

Do exposte fica claro que, para se especificar uma al
gebra, & necessa@rio uma parte siptitica, a linguagem, e uma par
te semantica, um modelo que interpreta os simbolos da linguagem.
Fica claro também que para uma dada linguagem & possivel  haver
varias algebras, bastando para tal mudar o significado das opera

¢Oes, por exemplo, ou dessas e dos dominios.

Uma notagao conveniente para se indicar a’sintaxe de
uma Algebra S-sortida & sugerida em Goguen-Thatcher-Wagner [10.].
Segundo essa notagao os dominics da algebra sao indicados por
circulos e as operagbes indicadas por setas, com a .origem . indi-
cando os tipos déé argumentos da operaqaove o destino o tipo do

seu resultado. Para o exemplo em questdc, terIamos:

PRED

De uma maneira mais formal e precisa vamos definir o
que seja uma algebra S~sortida, para o conjunto de sortes S da-

do.

Definicdo 1. Um dominio de operadores £ para S & uma

ot

familia Ew;s de conjuntos; com'seS e w €'S* (8% & o

conjunto- de todas as cadeias de.simbolos obtidos de 8,
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inclusive a cadeia vazia A). Se F €I, dizemos que
14

F & um simbolo operacional de aridade w e de tipo s.

Definigdo 2. Seja I um dominio de operadores. Uma X~
algebra A consiste de um conjunto Ag # ¢para cada s e S
(chamado o dominio de A para o tipo s) e uma fungido

0,8 Ag. X A

l Sz X....XAsn"’“‘"""‘*'*AS

18,83 --- 8, (cha

mando a operagao de A denotada por o). Para cezk s ’
14

para cada simbolo oel w,g? COMW =s
W

Op€ AS (também denotado por Opt AS) isto e, zA,s e o

conjunto de nomes das constantes de A de sorte s.

Algebra dos Termos

Conforme enfatizamos, uma‘linguagem n56 fala.de uma al
gebra, mas de uma classe de algebras. Para nos referirmos a uma
algebra especifica nece551tamos atrlbulr um dOMlnlO a cada S € S
e interpretar nesses dominios cada simbolo de fungdo. Para a lin
guagem introduzida no inic¢io . = exibimos uma dlgebra A, a alge
bra dos naturais com as operagdes de sucéssor, predecessor e me

nor que. Vamos agora construir uma outra dlgebra para mesma lin

guagem, a algebra T dos termos. Tal dlgebra & gerada de modo pu

ramente sintatico, com seus dominios sendo compostos‘das expres-

soes ou formulas obtldas pela apllcagao recursiva das operacgoes

aos termos geradas a partir das constantes (Unlverso de Herbrand).

A algebra T tem a seguinte forma:
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T 001

it
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&
\'%

Se t e Ty ent&o SUCT(t) = SUC({t)

=4
ot

§

Se t ¢ T ' entéo PREDT(t) = PRED (t)

=
ot

k

a 5 = t. .t
Se #;?tz € T at entao ﬂNORT(tl,tZ)- MNOR(.l, 2)

conjunto de expressaes ou termos gerados a par

tir das constantes pela aplicacao das opera-

¢coes que ddo resultado no sorte. Nat,ou seja:

{z,suc(z), PRED(Z), SUC (SUC () ,

PRED (SUC (%)}, SUC(PRED(z)), PRED(PRED(Z)),
PR

conjunto de: expressdes ou termos obtidos a

partir das constantes pela aplicacao das ope

ragdes que daoc resultados Wo sorte Bopl, . ou se

{F,V,MNOR(Z,2) , MNOR (Z , SUC (Z) ) pie s nenoes)

De maneira mais formal, a dlgebra dos termos € a seguin

_Dominios: i) E.

ii) se osﬂw,s ¢ W= 8.85,...5, € tiVe‘TSi

'entaO G(tlltzycantn) € Ts
$+ii) 0Os {inicos elementos &é”Té'sao os obtidos

por (i) e (ii).

L ~ : ¥ N O'EZ - =. 4o
Operacgoes: i) Para 2,8 GT o eTs

ii) Para GEEW{S{.W = Slfszit.fisn e tiE Tsi!

GT(tl'tZ'.’.’tn>‘z U{tl,tzlocn,tn)ﬁ TS
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Como se observa os elementos dos dom:T.nios»TS sdo cons
truidos de modo puramente sintdtico ao se colocar o simbolo de

fungao © €3 na frente dos termos que sao os argumentos da

W,S

fungao (os parenfeses sdo usados somente para auiiliar o entendi
mento) . A obtengdo dos elementos de T, se di a partir das consta
tes 0 ¢ ZA,s que sao inicialmente colocados em T, . AS operagoés
tem definigles apropriadas para gerarem os dominios.

Do modo como foi definido os elementos de um dom&nioﬂ%
da algebra T sdo todos diferentes, embora quando interpretados se
gundo um modelo aléuns elementos possam representar Ul mesmo ob
jeto. Como exempio, vamos interpretar cada simbolo da linguagem
de T segundo a algebra A ji apresentada. Assim sendoc’

varios termos em T seriam identificados, como indicado a seguir:

PRED (PRED(Z)) N

: ’ em A S -
2 > 0=12,
suc (z) - 1= 5UC, (z,)
PRED (Z) . 0 = PRED, (2,)
SuC (suc(z)) 2 = SUC, (SUC(Zy))
PRED (SUC(2)) 0
SUC (PRED(3Z)) - » 1 :
0 :

suc (suc(suc(z)))—————— 3
PRED (suc(suc(z))) —————— 1

SUC. (PRED (SUC(2))) —— 1
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F- em A » Falso = Fp
v ‘»Verdadeirbl= VA
MNOR {(Z,Z) -» Falso = EA
MNOR (Z, SUCC{ZJ) ———— Jerdadeiro = Vi

Sejam t. e t dois termos de T que guando interpretados

1 2
sdo idénticos, ou seja, a equagao t, =ty vale quando interpreta
da em A (Ex. SUC(Z) = SUC(PRED(SUC(Z)))}). Cada equagdo t; = t, des
creve o comportamento de diferentes sequéncias de operagdes. A lis

ta de todas as equagOes validas em T nada mais & que uma caracte

rizacdo do comportamento das operacOes segundo o modelo da _ dlge

bra A. O inconveniente dessa descricdo para as operagbes de A @&
que o conjunto de equacdes & infinito. £ frequentemente possivel,
porém, dar-se uma -descrigdo finita a esse conjunto através do uso

de varidveis, como feito a sequir:

i) PRED(Z) = %
ii) ¥Vt e Ty at ? PRED (SUC(t)) = t

iii) MNOR (2,Z) = F

v) ¥¢te Tmat, MNOR (Z, SUC(t)) =V

St

vi) Y&, &' e T, MNOR(SUC(t), SUC(t')) = MNOR(t,t')

O conjunto de egquagdes acima se constitui num conjunto

de axiomas que permite identificar os termos de T sem recorrer a
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sua interpretacdo (Exemplo: PRED(SUC(Z)) = Z pela equagao (ii) ,
portanto MNOR(Z, PRED(SUC(Z%))) = MNOR(Z,Z) = F pela equagao(iii)).
Por outro lado, -o fato de essas equagdes terem sido obtidas, usan
do-se a impoéiégo de que dois termos em T sao idénticos. ‘quando
suas interpretacOes em A também o sdo, faz com que esse conjunto
de equacgdes seja também satisfeito pela algebra A. O conjunto de

axiomas em questdo se constitui numa especificacdo para o_compor

tamento das operacoes do modelo A.

Algebra Quociente

pretacao A, define em cada dominio T, uma relagdo bindria que &
reflexiva ( t = t ), simétrica ( se t; = t, entao ty =ty ) e
transitiva ( se t; = t, e t; = t3, entdo t; = t3 ). Uma relagao
bindria que & reflexiva, simétrica e transitiva & chamada de re

lacao de equivaléncia.

Uma propriedade importante de uma relagdo de equivalén
¢ia & que se R & uma tal relagdo sobre um conjunto C entdo nds
podemos- dividir C em subconjuntos disjuntos, c¢hamados classes de

equivaléncia, tal que x e y se relacionam segundo R ‘se'’é soménte

se X e y pertencem a um mesmo subconjunto.

0 conjunto de axiomas antes apresentado divide TBool

em duas classes de equivaléncia e TNat em infinitas classes:
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F, MNOR(Z,Z),...

2, PRED(Z),+..

SUC(Z) ,SUC (PRED (2)).. .

V,MNOR (%, SUC (Z}}. .

TNat:

Observe que todos os termos de uma mesma clagse de equi
valéncia s&o iguais quando interpretados em A ( os axiomas fofém
escritos com esse objetivo). Isto significa que, como argumento das
operagBes, a substituigdo de um termo por outro que lhe & equiva
lente nao muda o resultado dalqperagio quando esta é_inte;pretada
em A. Uma relagdo de equivaléncia com essa propriedade de substi-

tuigdo & dita ser uma relagao de congruéncia..

Para cada um dos dominios T

Bool e TNat’ vamos escolher

um representante de cada classe,de‘equivaléncia._Sg,o termo t e
esse representante, denotaremos a classe que contém t por [t] .com

isso nds podemos construir uma nova dlgebra, a dlgebra guociente,

denotada por T/z , para a linguagem que temos utilizado para exem

plo: -+

yNat(g = conjunto de classes §e»:ﬁat, ou seja:
{ [z], [suc(z)], [suc(suc(z))],...}
TBool/g = conjunto de classes de TBool' ou seja:

{ [F], [v] 1}



Z@/ﬁ =[2] = {z, PRED(Z), PRED(SUC(Z)), PRED(PRED(Z)...}

Fp/e = [F] = ?Fa'mmom(z,z), MNOR (SUC(2) , PRED(Z)),...)}

Vo= = [V] = {v, myoR(z,suc(2)), MNOR (PRED (2) , SUC (Z) ),...}
SUCy,_:Se €] e ?ﬁét/z entdo SUCT/E([t]) = [SUCT(t)}=

it

[suc(t) ]

29

PREDy,_: Se [t] € Tyae/® . entfo PRED _ ([t]) = [PRED

T

()] = [PRED(t)]

MNORp,_: Se [t], [te Ty,e/2 entdo MNORy, /. ([t],[t‘3)=

m'[MNﬁRT(t,t')] = [MNOR {t,t")]

De um modo geral a &lgebra T /= tem para dominios os con
juntos das classes de equivaléncia dos dominios da dlgebra T, e

cada operagac tem como argumentos classes de equivaléncia e como

resultado a classe de cquivaléncia que contém o resultado da apli
caglo da correspondente operagao da dlgebra T aos representantes

das classes que sdoc argumentos, ou seja:

i) Sse 0 € 2 ;s -+ entdo Ogprs = [UT]
ii) Se o ¢ % Js ¢ W T SyaBys...sy, e [ti] € TS{E entao
OT/E({tl}' [t2]7 "l[tn}) [GT(tl'tzpoa-,tn)]

Morfismos entre Alagebras

Dado duas Z-&lgebrasA e B, por uma fungdo h: A+B  que

remos indicar uma fawilia de funcgSes <hg: A, »> B> para cada s € S.
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Dentre as funcgbes que se pode estabelecer entre as algebras de
uma mesma linguagem nds estamos particularmente interessados na
guelas gue preservam  suas - .. operagoes, . os chamados mor-—

fismos.

-Definigﬁo.3. Se A e B sao duas I-algebras, um I-homomor-

fismo h:A - B.& uma familia de fungoes <hs:AS > B>, seS,
tal que as operagdes sao preservadas, ou seja:

i} se oezk s’ eptao hsEcA I= GB

r

ii) Se oel e <aj,ayss..s8,> €

sl,sz,.;:,éh;s

a .o pd =
Asl x ASZ X ves X Asn , entao hSIXcA(al,aZ: rapn) ]

=o_(h Cad, b Cfa,l,...,[h 1 a )
B sl 1 52 2 sn n

A composicdo de homomorfismos & também um homomorfismo.

Para qada dlgebra A, a identidade iA & um »homomorfismo. Um ho

momorfismo h:A + B & um isomorfismo se e somente se cada  hg:

A, > Bl & uma bijegao (um-a-um e sobre).

No inicio dessa secgao apréSentamos como exémplo ~ uma
linguagem e apontamos trés algebras para essa lingﬁagem, A, Te
T/= . Quelrelagio existe entre elas? Pode—se.mostrar que existe
um homomorfismo de T em A, e que T/ e A s&d isomorfas. Esse 0l

timo resultado, por.: seu - particular interesse sera

demonstrado na segao IT.4.

B uma pratica comum em dlgebra abstrata identificar ob
jetos isomorfos,isto &, tratd-los como idénticos. Desse modo as.

dlgebras T/z=e A sdo ildénticas (a menos dos nomes dos elementos),
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e ao falarmos de mﬁsestamos.ﬁaiando de A ©Ou gualquer. outra al
gebra isomorfa aquela.

| A conclusio importante que se tira desse resultado @&
gue dada uma Z-algebra A‘cuja descricao (significado das opera-
¢oes e dominios) geralimente & feita de modo informal, pode~se
contrapor uma outra L-3lgebra, a algebra quociente T/z ,que lhe
& isomorfa, ‘tendo porém sua descrigdo feita de maneira mais
formal e completamente independente de representagdo. O . conjun
to de axiomas que d3 origem a congruéncia = & satisfeito tanto
pela dlgebra A como pela algebra T/ e se constitul desse modo

numa especificacdo para o comportamento das operagOes da algebra A.

0 tipo Abstrato e sua Especificacdo

Para o exemplo gue estamos explorando, os sortes envol
vidos sao Nat e Bool. O tipo que se preﬁende especificar no ca
so & os naturais comas operagdes SUC,PRED e MNOR. A descrigdo do ti
po foi apresentada de maneira informal pela dlgebra A e de ma-

neira formal e independente de representacao pelo conjunto de

equacgoes geradoras da congruéncia = necessaria para tornar  as
algebras A e T/z isomorfas.

Como ja frisamos, algebras isomorfas sao idéhticas.Deg
se modo, qualquer uma dentre todas as algebras isomorfas a A
servirria para descrever o’ tipo apresentadopor A. A escolha de T/=
& devido ao fato de estadescrevé-lo de maneira formal e indepen-
dente de representagao.

A especificacaoc & um conjunto £ de eguagbes que faz T/=

isomorfa ao modelo que se quer especificar.
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Definicao 4. Uma especificagdo & uma tripla <S,I,E> ;
onde S & um conjunto de sortes, T & um conjunto de

simbolos. operacionais e £ & um conjunto de ZI- equagoes.

Para citar um exemplo, considere a - egpecificagao

dos . naturais com as operag¢des . Sucessor, predecessor € menor

que (a &lgebra. A que apresentamos anteriormente). Conforme = ja
vimos, temos:

£ =1{i) PRED(Z) = Z
ii) PRED(SUC(x)) = x
iii) MNOR(Z,Z) = F
iv) MNOR(SUC(x),Z) = F
v) MNOR(Z,SUC(x)) =V
vi) MNOR(SUC(x), SUC(y))} = MNOR(X,y}s

il

para X,y: naturais}

Um Exemplo Adicional

Um exemplo bem conhecido de um tipo abstrato & Conjun-

tos-de~Inteiros. Supondo os tipos referentes.aosusprtes.pré~de«

finides, as operagoes a serem especificadas sdo: inserir ou re-
mover um inteiro num conjunto e testar se um inteiro pertence a

um conjunto. Graficamente:

INSERE

VERDADEIRO

PERTENCE?
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Um conjunto de axiomas que especifica esse tipo & o se

guinte:

Para c¢: Conj e i,j:Int,

i)  PERTENCE?(VAZIO,i) = FALSO
ii) PERTENCE? (INSERE(c,i),j) = Se i=j entdio VERDADEIRO
sendo PERTENCE? (c,j)
1ii) RETIRA(VAZIO,i) = VAZIO -
iv) RETIRA(INSERE(c,i),j) = se i=j entdo RETIRA (c,j)
sendo INSERE (RETIRA(c,j),i)
v) INSERE(INSERE(c,i),Jj} = Se i=j entdoc INSERE(c,i)

senao INSERE (INSERE(c,j),i)

Nesse exemplo as equagdes (iii), (iv) e (v) sao condi
cionais. Como mostra Goguen-Thatcher-Wagner [10] & possivel es
crever eqﬁagEes condicionais sem que se fuja ao escopo algébrico,

pela introducao das equagdes com if-then-else. Essas equagdes as

sumem um- papel importante na especificacdo algébrica,uma vez que

nos permitem escrever. .  definigles recursivas para as operacoes.

II.3. Especificagao com Erro

Os exemplos apresentados na segao anterior nao conti-
nham erres. Isto, porém, n3o & o caso para a maioria dos proble
mas usuais, onde o tipo tem inerente a sua estrutura certos ca-
sos em que a aplicagdo de determinadas operagoes & sem sentido .
Como exemplo seja acesar o topo de uma pilha vazia, dividir um

nimero por zero, etc.

Wﬁ§22§§;4ﬁﬁmmﬁ@
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Para se ter uma id@ia .dos problemas que ccorrem ao se
tratar algebricamente os casos que envolvem erros, vamos considg

rar o tipo Fila-de-Item, onde Item e Bool ‘'sdo pré-definidos:

REMOVE

T-VAZTA?

FRENTE
PILA~VAZIA

Os axiomas cque especificam esse tipo sao (CGaudel [09]):

Para gs File e Ci:Item

i)  REMOVE(INSERE(q,1)) = Se E-VAZIA?(q) entdo ° FILA-VAZIA

]

sendo INSERE (REMOVE (qg) ,i)

ii) FRENTE(INSERE({q,1i)) Se E~-VAZIA?(g) entao i

senao FRENTE (q)
iii) E~VAZIA? (FILA-VAZIA) =+¥ERDADEIRO..:

iv) E-VAZIA? (INSERE(q,1)) = FALS)D

Tais axicmas, contudo, ndo especificam completamente o

tipo Fila-de-Item, uma vez gue as operagces FRENTE e REMOVE sdo

indefinidas quando tem como argumento FILA-VAZIA. O modo natu

ral de se resolver esse problema seria acrescentar os axiomas,

]

v) FRENTE(FILA-VAZIA) INDEF 4

fl

vi) REMOVE (FILA-VAZIA) INDEF

9
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onde INDEFi e INDEFq seriam elementos especiais (mensagens de er
ro) pertencentes '‘acs sortes Item e Fila ; - respectivamente.
Infelizmente a introdugao de tais axiomas di origem a

termos indesejiveis, tais como

g = INSERE(FILA*VAZIA,FRENTE(FILA VAZIA),
visto que » FRENTE(QI =‘INDEFiYe>E—VAZIA?(q) = FALSO.

A introdugao dos valores especiais INDEF, e INDEFq, por
outro lado, exige que se acresca novos axiomas afim de se estabe
lecer a propagagdo de erros, ou seja, qualquer operagao  que te
nha como argumento um elemento INDEFt (pértencente ao sorte - t)
deve dar como resultado o valor INDEF do tipo apropriado. Assim

os seguintes axiomas deveriam ser acrescido:

vii)  INSERE(INDEF_,i) = INDEF_
viii) INSERE(g,INDEF,) = INDEF_
ix)  E-VAZIA?(INDEF_) = INDEF,
X)  FRENTE(INDEF_) = INDEF,
xi)  REMOVE(INDEF,) = INDEF_

O grave, porén, & que a introducdo dessés novos axiomas
vem acompanhada de inconsisténcias, como explicita o resultado a .
fseguff%”Dé*acordQ"bbm‘o‘ékiﬁﬁa (i) deduz-se que , pelo (iii)
REMOVE (INSERE (FILA-VAZTA ,FRENTE (FILA-VAZIA) = FILA-VAZIA.
Por outro lado,pela aplicagao dos axiomas (v),(viii) e (xi),temos

REMOVE (INSERE (FILA-VAZIA ,FRENTE (FILA-VAZIA)) =
REMOVE (INSERE (FILA~VAZIA, INDEFi) ) =

REMOVE(INDEFq) = INDEEqn

Portanto,
FILA-VAZIA = INDEFq
Porém, isso implica que

E-VAZIA?(INDEF ) = VERDADE;
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0 que & uma contradigao, pois por (vii) e (iv) temos

INDEF, = INSERE(INDEFq,i)

E—VAZIA?(INDEFG) = FALSO

Na realidade, - o sorte Fila i seria - colapsado.. para
wn unico elemento, qual seja INDEFq.

Uma forma de se evitar esse problema & se redefinir to
dos os axiomas com um teste para se saber se cada operando & ou
ndo indefinido;'Isto, contudo, resolve apenas © problema do sorte
Fila . Re‘e'spe‘i:"iif'fica-r- os. - tipos - .de ‘sortes Item e Bool requer nio 6
dificuldades adicionais,. como & inaceitdvel do ponto de vista da
filosofia basica de tipos abstfatos de dados.0O desejavel no caso
& manter o conjunto inicial de axiomas Ui),(ii),(iii)'é (iv))img
tavel,especificando a pafte os.casos de érros.Adicionalmente, os
tipos pré-definidos usados na especificagéo devem ser protegi
dos, isto &, deve ser possivel enriquecé-los com novos  termos
sem no entanto alterar a relagao entre os termos ja existentes.

A solugdo desse probléma,‘dé uma .forma qﬁe mais se apro

-

xima, do que frequentemente ocorre em programagaoc, & a sugestao

de se acrescer 3 especificacdo uma parte.de restrigao onde osrer

ros seriam especificados (Guttag-Horning [15])..Basicamentejexis

tem dois”t;pos de restrigaes: Pré-condicoes e:Falhas.

Uma pré-condigdo estabelece um limite na aplicabilidade
doshaxiomas e desse modo. nos termos que o usuario do tipo pode
escrever com a garantia de gue os axiomas sso‘satisfeitos. B ta
refa do usuario verificar ou provar a pfé-condigéc e em provas
sobre o tipo de dadcs ela & considerada uma‘hipdtese. Ao usudrio
cabe também decidir e especificar o que deve ser feito,quand6' a
pré-condigdo nao ocorre.

Uma falha, por outro lado, estabelece que qualquer re-

presentacao para o tipo & suposta falhar nos casos expressos. Ca
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be ao implementador do tipo verificar a validade dos termos e de
cidir ‘o que deve ser feito quando uma falha ocorrer (parar, edi

tar uma mensagem de erro, etc.).

A fim de ilustrar o que antes foi dito, vamos enrique-
cer o exemplo em questdo adicionando - uma restrigdo ao tamanho
dos cbjetos do sorte Fila. Para tanto, nbs necessitamos de uma nova opera -
gao, TAMANHO, e uma restrigdo que especifique que' uma falha deve
ocorrer se o tamanho da de uma fila é maior 'que '100. A aplica-
géo das operagﬁes REMOVE e FRENTE, por seu turno, esta sujeita a

pré~-condicao. de a fila nao ser vazia.

A especificagio completa do tipo & (Gaudel [09]):

REMOVE

- INSERE

FALSO
Bool |
VERDADEIRO =~ , TAMANHO
FRENTE
FILA-VAZIA
Axiomas:
Para q: Fila e i: Item

L]

i)  REMOVE (INSERE(q,i) = Se E-VAZIA?(q) entdo FILA-VAZIA

sendo INSERE (REMOVE(q),i)

ii) FRENTE (INSERE (q,i)

it

Se E-VAZIA?(g) entao i
senao FRENTE (q)

iii) E-VAZIA? (FILA~-VAZIA) = VERDADEIRO
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iv) E~VAZIA? {INSERE(g,1i) = FALSO
sv) TAMANHO (FILA-VAZIA) = O
vi) TAMANHO (INSERE(g,i)) = TAMANHO(q) +.1

Restricoes:

i} Pre (REMOVE,q) 7 E~-VAZIA?{(q)

ii) .Pre(FRENTE,q) = 7 E-VAZIA?(q)

1ii)TAMANHO (g} 2 100 » Falha (INSERE,q,i)

Goguen trata o problema de erros de forma diversa ‘do
apresentado aqui. Ao invés de remover os termos errados do tipo
abstrato, ele os introduz no conjunto total dos termos. Dessa for

ma ele desenvolve uma Algebra de erros de modo muito similar a

Algebra quociente da segdo anterior([111).

II.4. Correcio da Especificacao

A necessidade basica de se ter uma especificacgao para
um determinado tipo de dado advém do fato de se querer utilizar
a especificagdo na verificagdoc da implementagao do tipo. Dessa
forma, & de fundamental importancia o fato de se estar . seguro

quanto a corregao da propria especificagao.

Quando ja existe um modelo matemadtico para o tipo de dg
do, uma prova rigorosa da corregao da especificagao algébrica &
possivel e necessdria (este ndo & o caso para a maioria dos ti-
pos abstratos definidos pelo usudrio especialmente para serem

usados em seu programa). Quando o modelo matemdtico nao & intei



ramente bem definido, o processo de Validagéo da especificagao
tem a virtude de”poder'contribuir para .clarifica~lo melhor.Quan
do, no entanto, neinthum modelo matemdtico existe para o tipo, a

validacdo da especificagdo cresce em dificuldade e importancia.

Nessa segdo vamos tratar apenas da corregao de especifi
cagoes élgébricas de tipos para os quais existe um modeio matema-
tico ja definido. A idéia basica pode assim ser resumida: uma es
pecificagao <S,Z,E$ & correta se a algebra quociente T/= &€  iso
morfa ao modelo matemitico (lembramos que & & o conjunto de equa

coes ( axiomas ) gerador da congruéncia ).

- Algebra de Termos Candnicos

0 método desenvolvido por Goguen {Goguen-Thatcher~-Wagner
[10]jpara demonstrar a corregao de es?ecificagSes algébricas se
baseia em 'representantes can6nicos‘de cada classe de equivalég
cia da algebra T/E. A idéia basica é se construiryuma nova I-f-
algebra C (uma I-algebra qﬁe sétisfaz o conjunto de equagSés £)

chamada de algebra dos termos candnicos, cujos dominios Cq sa0

conjuntos de termos candnicos, e entdo mostrar que C & isomorfa

ao modelo-matemdtico A que define o tipo que se quer especificar.
Uma' vez que-C & isomorfa &a:T/= (o teorema que garante esse resul
tado, bem como aquéle que garante a existéncia da algebra C,esta
enunciado e demonstradc no.apendice), conclui-se que o modelo A
& também isomorfo a T/= e, dessa forma, £ & uma especificagao cor

reta de A.

Em principio, a escolha dos termos candnicos € totalmen
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t2 arbitriria, mas na pritica & necessdrio se fazer sua selegao
de um modo disciplinade a fim de ge tixar proyeito da estrutura
doe termos na prove da corregge. A definig@o que se segue prové
essa disciplina.

o

Definicao 5 = Uwa L-8lgebra C & uma Zlgebra de I-termos

candnicos se CS < Ts para cada s € S, e se o (fl,...,tﬂ)

ao t, € ’ o ‘e ¥ )
€ CS, entao ; € Csi {(sendo o Sy T s) e o
- ; — . R Y
e (Ll,,..,tn) . @ (tl,...,tn}.
Ui Lxemplo
No inifcio 42 segd@o 'II.2°  apresentamos uma linguagem

¢ explicitamos trés modelos para ela: A algebra A dos  naturais

com as operacbes de sucsgeor, predecessor e menor gug; a algebra

T dos termos da linguragen, e a élgebra‘T/E das classes de equiva
léncia obtidas de T pela congruéncia = gerada pelo conjunto de
equagdes & 13 expresso. No final daquela segao fizemos refe
réncia ao fato de T/ ser isomorfa a A. A demonstragdo desse fa
t0 segue basicamente a metoddlogia aqui apresentada,conforme pas

gamos a ilustrar.

Seguindo o© métpdo apresgntaﬁog o) queMtemos a_fazer : é
construir, inicialmente, uma“algebré Cde termos candnices. Para
tal, temos que escolher um representante”para cada classe de equi
valéncia e:définir as operagbes da nova dlgebra, tudo de acordo

com o preconizado na definigap 5. Assim, temos:
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Cat = {suc®(z), suct(z), suc?(z),.....,suc™(@),....},

onde suc®(z) & z

Chool = 1F/V}
Zea = 2
Feo = F
Ve = V

suc (suc™(z)) = suc™1(z), para n x 0

¥

n-~
PRED.(Z) = %, e para n > 1 PREDG(SUC™ (2)) = SUC" ~ (&)

m n _ Vv, se
MNOR, (SUC (Z), SUC (z)) = { F, se

m<n
sem 3> n

O gue temos que fazer agora & simplesmente mostrar que

a algebra C & isomorfa a algebra A. De fato:

Seja h: C'» A - assim definidaz:.

hBool(F) = Falso
hBool(V) = Verdadeiro

hya¢ (SUCT(2)). = n

a)-‘h - um homomorfismo de C em A.

ja t
Seja € CNat

. Assim t & da forma t = SUCn(Z),para nx0.
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I 1 :
h sucC,, (t) - N+l .y
Nat [ c ] Baat [ s @] pela def. de SUC,
= n4+] “ -
+1 | » pela def. de hmat
= SUCA(n) | ; pela def. de SUCA

I

n
suc, [.h;@(suc ) )]

SU-CA [fh.at' ) ]

i) R, [PREDC (t) } =h e [ PRED, (SUC™ (2)) ]

it
——t

. No caso em que n 2 1

= . o §

= Dyat [SUC (.Z)JA , pela def. de PRED,
=n-1 - , pela def. de By .
= PREDA @) ' Pe'lé def. de 1:-"REDA
- n

PRED, [ Reat %) :[

. No caso em que n = 0 & semelhante:

Sejai t, = suc™(z) e t, = 8UC(Z) , termos de 'Cy_, .

. ‘ . - m n N
iii) 'h’BOOl -[MNOI}: (3:1_ ’ .t.z)] = Bgoo1 [MNOPC (suc(Z) ,8UC (,Z))}
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. No caso em que m = n

= hpoo1 (r] » pela def. de MNOR,
= Falso , pela def.‘dé hBool,
= MNORA(m,n) , pela def. de MNORA

- m ; n
= MNORA(hﬁéE(SUC (2)), hEgE(SUC (2))

= MNOR., {h (tl) ’

a (Pyat (£,))

Nat

- No caso em que m < n & semelhante.

b) h & sobrejetora e injetora

Prova:
i) Para hBool é trivial.

ii) Para h,_ . também & simples, e segue da indugdo mate
matica: Seja M o conjunto imagem de at’ °U seja,

- e e~ .
M {hNat(t) | & CNat}' Por definicao 0 € M. Por

outro lado, como h & um homomorfismo, se n ¢ M, ou

1

- +
seja, hNat [SUCn(Z)I = n , entao hNat [SUCn l(Z)j =
= n+l o0 que implica que (n+l) ¢ M. Assim M & o pro-
prio conjunto dos naturais, e portanto h Nat & sobre

jetora. hNat é também injetora pois se n at [SUC (2) ]

=hg [ (such (Z)]fpelabdefinigao de hNat’m'z n, e

portanto suc™(z) = suc®(z).
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II.5 — Uma Metodologia para Construcdo de Especificacges

‘Que axiomas escrever e quando parar dé escrevé-los, 1ig
to &, quando os axiomas escritos j& sdo suficientes para especi-
ficar.o tipo de dados, sdo algumas das dificuldades gue normalmen
te”nbaﬂxmta@-éspecificador de um determinado tipo. Com o objeti
vo de amenizar essas dificuldades Veloso e Pequeno ( [36 ]) desen
volveram uma metodologia de éspecificagéo;a gqual apresentaremos

nessa segao.

De posse da sintaxe do tipo que se deseja eépecificar
formalmente e de sua semantica, expressa por um-ﬁodeibsA, a meto
dologia em guestao consiste basicamente em se escolher uma forma
candnica para o tipo de dadose analisar os efeitos da aplicagao
de cada operagéo do tipo sobre_sua forma éaanica. Explicitando,

a metodologia & composta dos seguintes passos:

Passo 1 - Escolher uma forma cgnénica para o tipo
de dados,isto &, para cadas €S um conjunto Cg de tepmos
tal que todo elemento de Ag tenMaum Gnico representan-
te em Cse se q(tl'f"""tn) € C, entao tii%ﬁ sen-

s i
do o:;sl,;..jghV+~s-um“simbplo de operacao do tipo.

passo 2 - Expressar a semintica de cada operagao
do tipo em termos de seus representantes candnicos,
ou seja, usando os representantes candnicos induzir

sobre C operagdes correspondentes dquelas do tipo.

Passo 3 - Para cada simbolo de operagao o do

tipo, escrever axiomas para transformar cada termo
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da forma G{(C.rcesves,C ‘onde Co 7CnyoeseC . sSaAO
(. ll . ) [4 n)l l' 2' n
representantes candnicos, no apropriado represen

tante candnico dado em 2, isto &0 lcy,..., cpl:

A justificativa de que a presente metodologia conduz a

especificagdes que sdo ao mesmo tempo completas e corretas esta

baseada ©m resultados de Goguen e Thétcher sobre a élgebra dos
termos candnicos (ver apéndice) . Os passos 1 e 2 da metodolo-

gia garantem que C € uma algebra de termos candnicos, isomorfa ao
modelo, enquanto o passo 3-garante o isomorfismo entre C e a al-

gebra T/=.
Maiores detalhes sao encontrados em Veloso e Pequeno

(L361).

Um.Exemglo:

No desenvolvimento da secdo II.2, apresentamos umi espe’

cificagdo para os naturais com as operagdes de'suceSsor,predetés-

sor, e menor que’ (@lgebra A). Agora, vamos aplicar”4 metodologia’

descrita nessa segao e mostrar como agueles axiomas ‘si¥gem’ndtu=
ralmente.
Por clareza vamos repetir a sintaxe e a semantica do

tipo em questao.

Sintaxe:
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Semdntica:

Aot = Conjunto dos naturais {({0,1,2.......})

ABaﬂ. = Conjunto de valores - 10gicos ({Falso,Verdadei
rol})

ZA = 0 (ze;o)

FA' = - Falso

Va = Verdadeiro

SUC, = Fungdo sucessor‘(SUCA(n) = n+l)

PRED, = Fungdo predecessor (ﬁREDA(O) = 0 e PRED,(n), =,

n-1, para n # 0)

MNOR, = Fufigio lSgica < (menor que)

Comegaremos por aplicar o passo 1 da metodologia, qual
seja, escolher uma forma candnica parabb,tipo-em épregé; Estd
claro que cada nﬁme;p natural pode ser representado como um nime
ro finito de aplicagées (talvez zero).da fungéo SUC ao elemento
Z, isto é, pelo termo SUCn(Z);_para algum n. Assim, esses termos
sefconstituem nﬁma forma candnica para os naturais. Para os valo

res logicos, escolhemos V e F.

Escollidaima forma candnica para 6"tipo (este & 0o passo
mais critico da metodeologia) aplicamos o-gasso 2, ou seja, des
crevemos de forma precisa o efeito de cada operag&g SQbre 08
termos candnicos. Assim- para cada simbolo de operagao o defi-
nimos a operagao ﬁc,sobre.c estipulando'que:QC(ci,cz,...,cn) se-
ja o'representante candénico de GA{C?,...;gﬁ), onde'c? é q ele -

mento de A representado pelo termo ci;.No nosso exemplo:
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n+l

a) SUG, {SUCn(Z)] = suc™*(z)

: n , z + Sen=20
b) PRED [SUC (z)] = nel
¢ suc’ (z) , Sen # 0

J P y Sem En

c) MNOR [SUCm(Z) , SUCn(Z)]

¢ v ; Sem < n

Agora, aplicamos o passo 3 da metodologia, ou seja, pro

curamos escrever as regras necessarias para transformar os  ter

mos da forma c(cl,cz,.....,cn) em termos da forma Gécl,cz,...an

conijunto de termos
/
/
€
//%
\\\\\ ;

i
/

obtidos:pelo passo 2:

termos candnicos

axiomas que  identificam

o(c) e oc(q)

A definigdola) corresponde a uma identidade sintatica, de modo

que nenhum axioma -se faz necessario.

Para transformar PRED[SUC”(z)] em Z ou suc™1(z), como

requer a equagao (b), podemos aplicar os seguintes axiomas:

i) PRED(Z) = 2

ii) RRED(SUC(x)} = x
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Obs.: A validade do axioma (ii) pode ser
verificada pela subsﬁituigéoi de x
pelos termos candnicos e utiliza-
ciao das equagoes (a) e (b).

A transformagao de MyOR (SUC™ (2) ,suc” (2)) em F ou V pode
ser feita do seguinte modo. Inicialmente pesquisamos um axioma
que reduza simultaneamente o niimero de SUC's de ambos os argumen-

+tos de MNOR. Tal axioma & assim:
iii) MNOR(SUC (X),SUC{Y)) = MNOR(X,Y)

A aplicagdo sucessiva desse ltimo axioma nos conduzira

a algum dos seguintes termos:

MNOR(Z,%) . , Se m=n
MNOR(SUC™ ™ (z),2) , se msn

, n-~m

MNOR (2 ,SUC (z)) , se m<n

Para que esses termos sejam reduzidos a F ou V, necessi
tamos dos seguintes axiomas:

iv) MNOR(Z,Z) = F
v)  MNOR(SUC(x),%) = F

vi) MNOR(Z,SUC(X)) =V

Assim,completamos a especificagdo dos  niimeros natu-

rais com as operagoes de SUCESSOr, predessesgor € mencr que. A ga-

rantia de que os axiomas apresentados sao suficientes para espe-
cificar o tipo advém do fato de que gualquer termo pode ser redu

zido ‘ac seu representante candnico.
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CAPITULO III

IMPLEMENTACAO DE TIPOS ABSTRATOS . DE DADOS

III.1 - Introdugao

No processo de desenvolvimento de programas que manipu
lam tipos abstratos de dados & de fundamental importdncia o con

ceito de implementacao. Uma implementagéo consiste Dbasicamente

na representagiao de um tipo de dados em outro. O segundo tipo &
geralmente um tipo de dados mais concreto que o anterior, no
sentido de gue ele estd, de alguma forma, mais proéximo dos  ti
pos de dados da linguagem de programagaoc na qual o programa seg
rd expresso. Essa etapa repete-se sucessivamente até que o tipo
de dados original seja inteiramente expresso em termos dos  ti

pos de dados da linguagem de programagac em aprego.

A nogado de implementagao tem sido objeto de frequentes
discussOes e varios esforgos foram feitos no sentido de preci -
sar-lhe o significado. Dentre os trabalhos com esse objetivo
duas abordagens do problema tém merecido destaque: uma consi-

dera a implementagdo como uma funcao de abstracao, definida do espa-

co concreto no espaco abstrato; a outra considera uma fungéo de

representacao que associa a cada termo do tipo a ser implemen-

tado um outro do tipo usado na implementagao.

A primeira abordagem foi apresentada inicialmente por
Hoare em [16] e se constitui numa forma mais natural se o tipo
de dado & visto como classes de equivaléncia dos termos, uma

vez que um mesmo objeto abstrato pode ter varias representagoes.
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A outra abordagem € brevemente apresentada por Goguen, Thatcher
e Wagner em [10] e de modo mais completo ¢ formal por Ehrig .
Kreowski e Padawitz em [041 e [05]. Tal abordagem parece ser
mais conveniente no contexto de sistemas de reescrita ou proble

mas de tradugao {(Gaudel [09]).

Mais recentemente o problema da implementagdo foi estu
dado por Pequenoc [32]. Utilizando recursos da 1lbgica matematica
ele descreveu formalmente o processc de implementagac como uma

interpretagao entre teorias.

No que se segue vamos tratar da. implementagao e sua
corregdo seguindo o enfoque devido a Goguen. Uma metodologia pa
fa verificagdo da corregao de implementacées & exisbida e sua a-
plicagdo & ilustrada por meio de um exemplo. Finalmente algumas

conclusOes serdo apontadas,

III.2 Implementacao

A implementagdo de um tipo abstrato de dados . em ou -
tro B (abstrato ou nio)é levada a efeito em duas fases: primeiro os co-

jetos de A devem ser representados em funcao dos objetos de B g,

segundo, as operacdes de A devem ser implementadas através de

procedimentos gue utilizam as operagoes de B.

Como exemplo, vamos considerar a implementagdo do tipo

abstrato de dados Fila-de-Item no tipo Vetor-de~Item. Antes po-
rém, apresentaremos as especificagdes desses tipos, as gquaisdes
crevem o comportamento das operagoes respectivas independente -

mente de gqualguer representagao,
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A especificadgdo para o tipo Fila-de-Item & a seguinte:

Sintaxe:

REMOVE

. E-VAZIA? INSERE
FALSO TN
™~ Bool
/

VERDADETRO /( ' \\\*’//

FILA-VAZIA  FRENTE

Semantica:
Para g: Fila ; it: Item

£1) REMOVE (INSERE(qg,it))

Se E-VAZIA?(q) entao FILA-VAZIA

sendo INSERE (REMOVE (q),it)

f2) FRENTE (INSERE (q,it)) Se E-VAZIA?(g) entdo it

sendo . FRENTE (q)

il

£3) E-VAZIA? (FILA-VAZIA) VERDADEIRO

f4) E-VAZIA?(INSERE (q,it)) = FALSO

Restricoes

Pre (REMOVE, q)

1 E-VAZIA? (q)
Pre (FRENTE, q)

1 E-VAZIA? (q)

NOTA:  As restrigdes inseridas na especificagio do  tipo
Fila-de-Ttem ‘indicam qué as operagdés REMOVE e FREN
TE s6 devem ser aplicadas. a . filas nao. vazias. Isto
é‘uma.prgcpndigﬁo que deve ser verificada pelo usua
.rio,do.tipo.
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A especificagao do tipo Vetor-de-Item & a seguinte:

Sintaxe: ACESSAR

FALSC
o )
VETOR~VAZIO
e
VERDADEIRO

ATRIBUIER

E-DEFINIDO?

Semdntica

Para v: Vetor; i,j: Nat;it,it': Item

vl) ATRIBUIR(ATRIBUIR(v,i,it},Jj,it') = Se i=j
entdo ATRIBUIR(v,j,it’)
senfo ATRIBUIR (ATRIBUIR(v,J,it'),i,it)

v2) ACESSAR(ATRIBUIR(vV,i,it),j} = Se i=j entdo it
sehao ACESSAR(V,j)

v3) E-DEFINIDO? (VETOR-VAZIO,j) = FALSO
v4) E-DEFINIDO? (ATRIBUIR(v,i,it),j) = Se 1=J
.~ entdo VERDADEIRO
sendac E-DEFINIDOZ2(v,3])
Restrigdes:
-} E-DEFINIDO? (v,1i) ==> Falha'(ACESSAR,vV,1i)

NOTA i) A restrigfio na especificagdo do tipo Vetor-de-Ttem indi-

ca que a aplicagdo da operagdc ACESSAR(v,i) falha quando
a i-8sima coordenada do vetor v ndo estld definida.

ii) Vamos admitir Nat como sendo os naturais com suas opera-
¢Oes e especificagdo usuais.



45

Conforme mencionado antes, a implementagao de .um

tipo A em outro B ( por exemplo, Fila-de-Item em Vetor-de-

Item) consiste na representacao ‘dos csbfje*tos‘ de A em . termos
dos objetos de B e na descricido das bp.eragées de A em
termos das operagodes de B. De maneira mais formal, a im
plementagao de um tipo de dados A em outro B consiste basi-

camente em se especificar uma funcao de representacido p y

que associa a cada sorte s de A umtsérte p(s) pertencente
ao tipo B.ou construido a partir dos sortes deste ., e a ca
da operagdo f de A uma operagao fP definida a partir das o
Perag?)es‘ Ge B tal que se £: slxs2><...xsn + 8 entao £ .
p(sl')'fb(sz)x“.xp(sn) > p(s). Além disso, p deve traduzir m
representagao a relagao de igualdade existente para o tipo

a ser implementado.

A fungao p pode ser extendida para os termos do

tipo-a ser implementado, do modo usual:

Para o exemplo proposto,a implementagao do tipo abstra-

to Fila-de-Ttem no tipo Vetor-de-Ttem, escolhemos represen -

tar os objetos do sorte Fila através da tripla <Vetor,Nat ,
Nat>. O primeiro natural da tripla indica & coordenada do vetor onde
comega a: fila enquanto . o segundo aponta a primeira

posigéq livre do vetor, apds a° fila. Assim desejamos  que

<fagra,,...,a _,1,.0,n> represente a fila constituida pelos

itens 8grayre. ey 4, Nesta ordem.
Por simplicidade, limitagOes sobre o tamanho da fila

ou do vetor ndo serdc’tcénsideradas:



Assim, para o exemplo em
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Funcao de Representacao:

Associacao de Sortes:

guestdo, temos:

p(Bool) = Bool
o (Item) = Item
p(Fila) = Vetor x Nat x Nat

Operagdes Definidgs:

Para v,v, :Vetor; i,j,i',j' :Nat

Pl)

P2)
P3)
p4)
P 5)
Pg)
P7)

'FILA-VAZIAP

FALSOP

VERDADEIROP

INSERE? {<v,1;j >, it)=

REMOVE? ( <v,1,5 > )

PRENTEP ( <v,1,3 > )

E-VAZIAZ? ( <v,i,3>)

Traducdo da igualdade

rl)
r2)

r3)

NOTA: 1)

s it : Item:

FALSO

VERDADEIRO
<VETOR~VAZIO, 0, 0>
<ATRIBUIR (v,3,it),i,3+1>
<v,i+l,3 >
ACESSAR (v, 1)

?

i3

p(=B) : identidade em Bool

p(=I) : identidade em Item

<v,i,3> pl=gl<v',i', 31 >3 [(F-4)=(3'-1")1 A

A ¥k [8<k<j“i=>ACESSAR(v,i+k)=

= ACESSAR(v',i'+k)]

B,I e F abreviam Bpol, Item e Fila, respecti

vamente.
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ii) Duas triplas de-VetorxNatxNat sao idénti
cas se suas componentes o sac segundo as

especificagdes correspondentes.

‘Conforme se depreende da fungao de representag¢ao ,

os sortes Bool e Item da linguagem de Filas-de-Item foram

representados nos pféprios na linguagem de Vetor-de-Item,.

enquanto o sorte Fila foi representado no produto cartesiano

VetorxNatxNat .

Cada um dos PL,P2 ....,P7pode ser visto como especifican

do um programa que descreve uma operagao do tipo Fila-de- Ttem

em termos das operagoes do tipo Vetor-de-Item. Entretanto ’

observe que o formalismo usado para se especificar esses progra-

mas & semelhante adquele adotado na -descrigao dos
axiomas de uma especificagao. ‘procedemos dessa forma
para isoclar as dificuldades . relativas as parti-

cularidades e idiossincrasias das diferentes linguagens ' de
programagéo. Ademais, por nao estarem presas a uma linguagem
de programagéo especifica, a descrigéo do processo de imple-

mentagao e sua correcado adgquirem um cardter mais geral.

A interpretagao da igualdade, especificada por rl,

r2 e r3, diz que os sortes Bool e Item tém a mesma represen-—

tagao tanto para Fila-de-~Item como para Vetor—-de-Item, e 'que

duas triplas, <v,i,j> e <v',1i',3'>, representam a mesma 'fi
la se as diferencas entre seus subscritos. (. tamanho
da fila) s3ao iguais, e se todos os_elementos correspondentes

sao iguais. Estd claro gue p(=B), p(=I) e p(=h) sdo simétri-

cas, reflexivas e transitivas, e dessa forma, relagbes de

equivaléncia.
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ITI.3, Correcao da Implementacic

Ficou implicito na escolha da representagio do

exemplo em exame que nem toda tripla < Vetor, Nat Nat > re

presenta uma flla- ’ Contudo, para sermos precioos de
vemos explicitar uma propriedade que caracterize o conjunto
das trlplas que desejamos tomar como representantes para os

objetos do tipo Flla—de~Item. Guttag [141 .5  chama = essa

propriedade de Invariante da Representacaoc., Para o exenmplo

em questdo, temos:

Anvariante da Representacado (IR):

IR(<v,i,j>) & (i<j) A ¥k (0gk<j ==> E-DEFINIDO? (¢yk)

-

VERDADEIRO) A ¥k(k2j =¥E-DEFINIDO?(v,k)=

il

FALSO)

A fungao de ‘representac¢do p &, por constru¢dao, um

homomorfismo que mapeia os termos . do tipo A . pnos
termos do tipo B que satisfazem‘o invariante da
representagdao.

Como :metodologia para demonstrar a corregao de u
ma implementacao p-de um tipo A em outro B, apresentamos a

Seguinte:
Passo 1: Mostrar que o IR & fechado sob as imple-~

mentagdes £P das operagdes £ do tipo A.

Passo 2: Mostrar que todo termo de IR.é,gerado ou

é idéntico, pelo axiocmas de B, a algum



gerado pelas implementacoes fP das operagles de A.

Passo 3: Mostrar que a relagao de equivaléncia in
duzida pelos axiomas de!B restrita a IR estd.con

tida na traducgao da igualdade p (=) de A em B,

Passo 4: Mostrar que cada classe de equivaléncia
gerada em A por seus axiomas & mapeada em
uma classe de B segundo . p(=), ou seja,

gque os axiomas de A sao preservados por p{=).

Passo 5: Mostrar que classes de eguivaléncia dis
tintas geradas em A por seus axiomas  s&o
mapeadas em classe distintas de B segundo
p (=) , ou seja, p(=) estd de acordo

com O0s axiomas de A.

A verificagao desses passos determina a corregao

da implementacgaoc por garantir a existéncia de um isomorfismo

apropriado. Senao vejamos. Pelo pPasso 1 da metodologia

temos que as constantes (0perag6es nuldrias) de A tem repre-
sentagao em IR. Como qualquer objeto de A & obtido a partir
destas pela‘aplicagéo das outras operagGes , € como IR & fe-
chado sob a implementagao das operagdes de A, segue-se que
todo objeto de A tem representagéo em IR. Por outro lado, pe
lo passo 2, temos que qualquer objeto de IR & gerado ou & i
dentificado pelos axiomas de B a algum gerado pela implemen-
tacao £°. 1Isto significa que p induz um homomorfismo sobreje

tor em IR/=_ (quociente de IR pela relagdo de equivaléncia in

duzida pelos axiomas de B).
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O passo 3 da metodologia diz que p(%) estd de acor
‘do com os axiomas de B, no sentido de que os cl¥jetos.de B ques
s3o idénticos segundo seus axiomas, também o, sdo segundo
p(=). Decorre dai que p induz um homomorfismo sobréjetor em

IR/p(=).

Pelo passo 4 da metodologia, temos gue termos de u
ma mesma classe de equivaléncia gerada em A por seus axiomas,
sac mapeados em termos de uma mesma classe de . equivaléncia
de IR segundc p%ﬁ); enquanto pelo passo 5, termos per
tencentes a classes distintas def%ng sao mapeados em clas-
ses distintas de IR/p (=). sAgsim a“fungao de rer

presentagao p induz um isomorfismo de TA/EA em IR/p(=).

Ilustragao Grafica:

homomorfismo p

igomorfismo TR/p (=)
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IIT.4 Aplicagac da Metodologia

A funcdo de representagao p especificada na segao III.2

para o exemplo em an&lise mapeia os termos dos

sortes Bool, Item e Fila nos termos dos sortes

Bool, Item e VetorxNatxNat, respectivamente:

identidade

©
il

TBOOII igggg

p = identidade

Tltem
14
k m
Trila Tvetor Tnat TNat
'E dbvio que a representacdo identidade de um sorte

nele proprio & correta. Desse modo, a verificagéo de que

p implementa corretamente o tipo Fila-de-Item no tipo Vetor-

de-Item se reduz a verificacgdo de que os termos

do sorte Fila s3o coerentemente representados no espago dos

termos de VetorxNatxNat, isto &, os passos 1,2,3,

4 e 5 da metodologia apresentada na segdo anterior se verifi

cam.
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No que se segue vamos desenvolver a prova‘ de - cada

um desses passos,

Passo l: IR & fechado sob a implementacaoc- das ope

racoes de Fila-de-Item

Prova: Por inducgao:

1)

2)

Para FILA-VAZIA, temos que FILA-VAZIAP =

= <VETOR-VAZIO,0,0>

Assim sendo, IR(<VETOR-VAZIO,0,0>)& (0s0) A

| ‘A ¥k {0sk < 0 ==>
=> E-DEFINIDO? (VETOR-VAZIO,k) = VERDADEIRO) A
A Wk (k20 ===>‘E-DEFINIDO?(VEToRfVAZIo,k) =

= FALSO).

IR (< VETOR~VAZIO:r 0,0>) se verifica,-pois pelos
axiomas dos naturais 0<0, Vk(05k<0==}

== E—DEFINIDO?{VETOR;VAZIO,k)*;'VERDADEIROY é
Qélido'por vacuidade, e Wk (K50 “==> E~DEFINIDO?

(VETOR VAZIO,X}= FALSO} & valido pelo axioma v3

de Vetor-de-Item. Portanto <VETORfVAZIQl0,Q?€IR.

Seja agora uma tripla qualquer <v,i,j> € IR.

Isso significa que (isj) A Vk(0sk<j ==>

VERDADEIRO) A Wk (k2j ==>

i

==> E-~DEFINIDO? (v,k)

—> E-DEFINIDO? (v,k) = FALSO).

a) Para operacido INSERE, temos

INSERE® (<v,1,9>, it) =



b)
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< ATRIBUIR(v,J,it),i,3+1) >

Assim, o IR para tripla resultante & (i<j+l) A
A Vk(0£k<j+i == > E-DEFINIDO?(ATRIEUIR(v,j,it),k)=
= VERDADEIRO) Wk (kzj+l ==>
= E~-DEFINIDO? (ATRIBUIR (v, 3, it) k)=

= FALSO).

‘Por hipOtese de inducgdo i<j e assim & verdade que

i<j+1. De igual modo e por v4, E-DEFINIDO? (ATRI -

BUIR(v,j,it),k) = VERDADEIRO se verifica para Vk

(osk <j) .
Isso & valido também para k=j pelo axioma v4 do

tipo Vetor-de-Item, Por outro lado, como E-DEFINI

DO? (v,k) = FALSO se verifica,para kxzj por hipdte
se de indugao, por vd se ve gueé E-DEFI ' -
NIDO? (ATRIBUIR(v,3j,it),k) = FALSO, para kzj+l .

Desse modo IR(@NSHED(<v,i,j> (it) se verifica, e

entdo INSEREP(<v,i,j >,it) € IR.

Para operacido REMOVE, temos REMOVEP (<v,i,j>) =

=<v,i+l,j >

Assim, IR(Kv,i+l,j>) & (i+1<j)Ar ¥k (0<k<j >

==> E~DEFINIDO? {v;k) VERDADEIRO) A Wk (k2j) ==>
=== E=DEFINIDO? (v,k) = FALSO).

Por ‘HipOtese de indugao E-DEFINIDO? (v,k) =)

= VERDADEIRO se verifica para 0<k>j ;Ye de i
gual modo E-DEFINIDO? (v,k) = PALSO, para 0Ok=2j .

Também por hipdtese de inducdo i<j. Porém como
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<v,i,j> nao pode ser FILA-VAZIAP pela restrigao

Pre (REMOVE,q) = 1E-VAZIA?(q) da especificagao d

tipo Fila-de-Item, temos que i<j o que implica
que i+l<j. Desse modo, IR{<v,i+l,j> se verifica

e portanto REMOVE® (<v,i,3>) e IR

O que acabamos de mostrar & que a representacdo de
FILA-VAZIA satisfaz o invariante IR, e gue se uma . fila
q Eém sua.representagéo <v,i,j> satisfazendo IR, a apli- .
cagdo ‘a q das operagBéS“gue dao resultados no sorte Fila re
sulta numa nova q' cuja representagio <v',i',j'> tambdm sa
tisfaz IR. Como qualquer fila &  obtida & partir da
FILA-VAZIA pela aplicagdo das operagdes INSERE e REMOVE, IR

conterd a representacgao de todas as filas.. .

passo 2: Toda tripla de IR é gerada ou & idéntica,

pelos axiomas de VetorxNatxNat, a alguma

geradakpelévimpleﬁentaggd\désvoperagaescb

Fila~-de-Item.

Provas:: Vamos tomar uma tripla qualquer <v,i,j> e IR. ‘IS
so significa que {i<j)A Wk (0sk<j ==> E-DEFINIDO ?
(v,k) .= VERDADEIRO) A ¥k {(k2j ==> E-DEFINIDO?(v, k)=

= FALSO):

Se o vetor v est3 definido exatamente para!k,0sk<j, pe-

los axiomas vl, v3 e v4 de Vetor-~de-Item, temos

gue:
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ATRIBUIR(...ATRIBUIR(VETOR*VAZIO,kO,itk ).,. ¢
: 0

,kj_l,@tj_l),vsendo kO’kl’°5"kj~l uma permuta

v

il

¢ao de 0,1,2,...,3j-1.

Consideremos agora’

w = p(REMOVE(i.;REMOVE%INSERE(...INSERE(FILA—VAZIA,itO),..,
AV - / . v/ s

i vezes j vezes ' ‘ ;itjml)).n.))

Pela definigdo de p temos:

w = REMDVEp(...REMOVE“(INSE?ED(..,1NSERE?(F1LA~VAZIAQ,ito).,.,
' itj_l))...)

Pela aplicacdo do p3, temos:

w = REMOVE”(,;.REMOVED(INSERE“(...INSERE”(<VET0R~VAZIO,0,0>,

;)i gl

Aplicando INSERE® J vezes, temos:
w = REMOVEp(...REMOVEP(<ATRIBUIR(,..ATRIBUIR(VETOR-VAZIO,

0,3t0) v nr3-1,0t5 1) ,0,3>)...)
a aplicagdo de REMOVE’ i vezes acarreta:

w ='<ATRIBUIR(...ATRIBUIR(VET0R~VAZI0,Oﬁroyn.j~1ﬁxj{0,iﬁp

Agora, pela apiicagéb dos axiomas de Vetor-de-Item vemos

gue v-& idéntico ao vetor que aparece na-tripla w.

Conclusdo: Dadauma tripla gqualquer <v,i,j> ¢ IR ela
& igual, pelos axiomas das triplas <Vetor,Nat,

Nat>, & representagdo de alguma fila.
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Peleo passo 1 vimos que para uma fila g gualquer, qpeIR,
Pelo passo 2 temos que para uma tripla <v,i,j> ¢ IR.

existe uma fila—de-;item q*,tal que (q")P= XNXN<v'i’j>~(EVxNxN
ezirela;x) de equlvalenCLa gerada pelos axiomas - de
VetorxNatxNat em IR). Podemos conclulr que a fungao de
represéntagio p induzlum,homomorflsmo sobrejeto,; de Ty

em IR/EV%NXN'

Passo 3: Em IR p(;F).esté.de acordo com Os axiomas  ae

'Vetorththem

Prova: ConSLdere duas triplas de IR, <v,i,j> e <v '3
talsquev<v,h,3>-VxNKN v,it 3 2. Devemos mostrar
que'<v,i,j>¢(=F) v';i‘j'>. . Mas
<v’i’j>EVxNxN<Vl?£fj'> significa gue vzvv‘ﬁﬁﬁﬂe

jei'e os dois Gltimos, pela nossa suposigac so-

bre a especificagio de Nat, equivalendo a i=i e

'3=j’,.Ent50, temos <v,i;j> e <v',.i,j>.em IR

tais que VEVV’ e qﬁeremos mostrar - . que

VV s8.2 so se esta

1gualdade deccrre dos axiomas -de Vetor~de Item,

<v,i 3>p(- }<v ,i,3>. Como vE=

basta‘mostrar que, para‘cada-axlcma u=w . de

Vetor—de—Item, comu e w de sorte Vetor, tem-se

<u, i,J>p(— )<w,1,j>,ou seja, j-i=j~-i e .. Dpara
p=i,enerd-l, ACESSAR(u,p)=ACESSAR(w,p). Nestas

condigdes, temos o axioma v1l, guando u é
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ATRIBUIR(ATRIBUIR(v,k,it), £ , it') e w

M

ATRIBUIR(v,k,it'), caso k= , ou
ATRIBUIR (ATRIBUIR(v,£Z,it") ,k,it) caso
contririo. Usando o axioma v2, obtemos.
ACESSAR(u,p) ACESSAR(w,p)
p=£ it it! p=
k=
it! p=L
k#L
p#L it it p=
p=k. k#L
p#L p=
pk ACESSAR(v,p) ACESSAR(V,p) - p#k
p:
ACESSAR (v,p)
p#l
k=L
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Passo 4: Os axiomas de Fila-de-Ttem sio preservados

pela representacio

Prova: Considere uma fila g, com representagdo g =<v,i,3>

a) Seja o axioma fl: REMOVE (INSERE(q,it)) =

Se E-VAZIA?(q)
entac FILA-VAZIA

senac INSERE (REMOVE (g),it).

Para o lado esquerdo do axioma, temos:

o (REMOVE (INSERE (q,it)) =

REMOVEP (INSEREP (gP, it)) , pela déf, de p

REMOVEP (INSEREP ( < v,1,j >, it)

il

REMOVEP (<ATRIBUIR (v, J,1t),1,3+1>), por P4

<ATRIBUIR(v,j,it) ,i+1,j+1> ", por P6

Para o lado .direito, temos:

Se p(E-VAZIA?(q)) entdo’ p(FILA-VAZIA)
sendo o (INSERE (REMOVE (q) , it) =

‘se EAVAZIA?? (¢P) entdo Fra-vAzIA®
senao INSEREP (REMOVEP (g°),it)

g

= Se i%j entdo <VETOR-VAZIO.0, 0>
sendo INSEREP (<v,i+l,3>,it),por p7,p3 e p5
se idj entfo <VETGR-VAZIOO0,0 >

]

senao < ATRIBUIR(v,j,it),i+l,j+1> por P4

Temos dois casos a analisar:

i) Caso i=j

Lado esquerdo: <ATRIBUIR(v,Jj,it)i+l,j+1l>
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Lado direito : < VETOR-VAZIO,0,0 >

Estes dois termos sao  iguais se

gundo p (=g} -

ii)  Caso i#j

Lado esquerdo:< ATRIBUIR(v,]j,it),i+1,j+1>

Lado direito :< ATRIBUIR (V,j;'it) p 1+, 541 >

Estes dois termos s3o idénticos, logo

iguais segundo p(=F).

Com isso concluimos que o axioma fl & preservado.

b) Seja o axioma. £2:FRENTE(INSERE(qg,it)) =

= Se E-VAZIA?(q)

entao it senao FRENTE(q)

Para o_lado esquerdo do: axioma, temos:

p (FRENTE (INSERE (g, it)) =

FRENTEP (INSERE® (¢, it)) , pela def. de p

A

FRENTEF (INSEREF (< v, 1,3>; it)
= FRENTEP (< ATRIBUIR(v,3,it),i,3+1>), por P 4

ACESSAR (ATRTBUIR (v, 3, it) , i) , por P 6

i

Para o lado direité, temos , por p7 e p6:

Se p(E-VAZIA?(q)) entdo it sendo p (FRENTE(q)) =

= se E-VAzIA2P (¢P) entdo it sendo FRENTEPYgP)

2 - -
= Be i=j entao it senao ACESSAR(v,i)
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Temos dois casos a analisar:

i) Caso i=j
Lado esquerdo: ACESSAR(ATRIBUIR(v,j,it},1i)=

= it ,.por vZ

Lado direito: it
Os dois termos s3o idénticos segundo p(=I).
ii)  Caso i#3

Lado esquerdo: ACESSAR(ATRIBUIR(v,j,it),i)=

= ACESSAR(v,i) , por D

Lado direito: ACESSAR(v,1i)
Estes termos sao idénticos segundo p(=1)

Com isso concluimos que o axioma £2 & preservado.

c) Seja o axioma f3: E~-VAZIA? (FILA~VAZIA) =
= VERDADEIRO

Para o lado esquerdo, temos:

p (E-VAZIA? (FILA-VAZIA)) =

-

5-vAzIA?P (FILA-VAZIAP) , pela def. de o

= E-VAZIA?P (<VETOR-VAZIO0 0 >), por P3

020 , por P7

i

Para dllado~direit07mtemos, por p2:

o (VERDADEIRO) =VERDADEIRO"= VERDRDEIRO.

- S
O axioma se verifica, uma vez que 0=0 & idéntico

a VERDADEIRO, segundo p(=B).
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NOTA: Estamos supondo uma especificagao usual dos

dos naturais.

d) Seja o axioma f4: E-VAZIA? (INSERE (q,it)) = FALSO

Para o lado esquerdo, temos:

p (E~VAZIA? (INSERE (q,it)) =

E-vAzZIA?® (INSERE® (¢°,it)) , pela def. de 'p

E-VAZIA?P (INSEREP (<v,1,3> ,it))

]

E-VAZIA?P (<ATRIBUIR(v,j,it),i,j+1>) , por P4

2
=i £ 341 ; por P7

H

Panac>lai>diréito, temos., por pl:

0 (FALSO) = FALSOP = FALSO

0O axioma se verifica, uma vez gque qpeIR e por-
. Y 4 s g s
tanto 'i<j. Assim i=j+1 e idéntico a FALSO:-segun
0
0 que acabamos de demonstrar, utilizando para isto os

axiomas de Vetor-de-Item, os axiomas dos naturais e a tradugao

das igualdades 5%=b) ;*p(ﬁl) e p(=5), & que se Os ‘axiomas de

rila-de~Item ideh¥ifi¢am dois termos q e q' entdc g’ e (g)®

sao identificados em VetorxNatxNat :
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2 <v,i,j>
/ idénticos
/ por pl=g)

)

T .
Fila IR © Tyoror TNat® TNat

Passo 5: p(=F) estd de acordo com os axiomas de Fi

la-de-Item

Prova: Consideremos duas filas : q; © 9, cuijas

representacoes sejam identificadas por p(=_,), is
% F 2

to é:
af ol=p) a
Sejam &1 e;c'i2  representantes  candnicos

das classes de equivaléncia guescontém dy e dy

respectivamente. Portanto, q;Ep@j,-:d,5pd,-

Assim, pelo demonstradc no passo 4, ou seja, filas-
idénticas tém representagées idénticas, qu(=F)§§ e

qg o (=p) &g , donde se conclui que &i p{=p) &3 .
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Resumindo:
[ o = o )
a5 q, @ PER of
por ¢ . = \
escolha | 7F “F o (=g) p(=p)' | pelo passo
- - - =

0s termos candnicos de Fila-de-Item sdo da forma:

INSERE (INSERE.

Q
I..«I
i

. . INSERE (FILA-VAZIA, ao) yooo ,an)

= INSERE (INSERE...INSERE (FILA-VAZIA, bo) peoe ,vbm)

Q
(¥
1

Pela definicao de p, temos

p(Ejl) = <ATRIBUIR(...(AC[‘RIBUIR(A‘I‘MBUIR(VEIORWAZIO,O«&O) ,
, 1, al)"., n ,an),o,n >
p(az) =< ATRIBUIR (... (ATRIBUIR (ATRTBUIR (VETOR-VAZIO, 0,b ),
0

’ l,bl)-n.,m' fbm)’ O’m >
Pela definicgao de p(zF), se él p(=F) &g, necessariamen-

te temos que

(n=m)A ¥k (0 <k< n ==> ACESSAR(v,k) = ACESSAR(w,k)),

i

onde v = ATRIBUIR{..{ATRIBUIR (A'IRIBUE{_(VEI‘OR-‘-VAZI@Q,ad ,

7 l,all)...i.,, Iy ,an)

'2,
i

ATRIBUIR(...{ ATRIBUIR (ATRTBUIR (\VE.'I’OR-\MZIO,O:,bO') '

',],bl)u.,m ,bm)

-

Com m=n e a,=b , para k=0,1,...,n, temos que 51 e d,

s3o a mesma fila e assim &l = éz, e portanto

9 g 9y

4
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Concluszo: p{=5) ndo identifica termos que nao sejam

representacoes de filas identifi-
cadas por =p
0
Como ja observamos na secao III.3, - s~

ses cinco passos garantem a existéncia de um . isomorfismo

entre (TFila)/EF e IR/p(:F), e dgsse modo, que a implemen

B

tacao do tipo Fila-de-item em Vetor-de-Item € correta.

Resumindc graficamente, o efeito de cada passo nes

sa demonstragdo, temos:

~

‘\IR‘:Tbeun?TNmeﬁat

passos 4 e 5

(Tpi1a)/ 25 IR/p (=)
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IIIa5 Considerdcoes Adiicionais

Neste capitulo:tratamos da implementacao de tipos abs=
tratos de dados especdficados algebricamente. Em

particular apresentamos e .justificamos uma metodologia para
verificar a corregao de implementagdoc e a ilustramos por mei-

o de um exemplo.

Tentamos, na metodologia apresentada, . sistematizar
os varios passos da verificagao de maneira mais ou menos mo
dular em relagao ao que se usa em cada passo. Assim & que no
passo 1 sao usados apenas os axiomas do tipo B e as precondi
goes do tipo A, além da definigao do invariante. Por . outro
lado, os axiomas de A somente saoc usados no passo 5, junta -

mente com os de B e a definicao de p(=).

Outra observacac pertinente se refere as exigéncias
dos varios passos. Por exemplo, no passo 2 da metodologia a
presentada, exigimos que os termos de IR sejam gerados ou i
dentificados pelos axiomas de B a algum termo gerado pela im
plementagao, das operagdes de A. Isso, contudo, nao é estrita
rente necessario. O que realmente importa & cada uma das classes de equi-
léncia de IR/p (=) tenha pelos menos um termo gerado pela imple-
mentacdo das operagoes de A. Por exemplo ficil verificar que a de
monstragao apresentada na segac III.4 nao seria muito diferente
se o IR escolhido fossé um pouco mais amplo, como o seguin -

te:
(i<3) A ¥k(isk<j) ==> E-DEFINIDO?(v,k) = VERDADEIRO)

que deixa em aberto E~DEFINIDO?(v,k) para k fora do inter-

valo [i,j-11.



66

Finalmente devemos ressaltar que esta . metodologia
foi desenvolvida tendo em vista a”queim)de implementacdo. ba
‘seada em funcgao de representagac. Nao parece muito dificil
adapti-la para o caso de implementagdo baseada em fungdo de
abstracao. Porém & importante ter-se em mente que tudo .o

gque foi dito se refere a tipos abstratos de dados vistos co:

mo dlgebras iniciais.
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CAPITULO IV

OUTRAS ° CONSTDERACOES

Conforme foi enfatizado na introdugao, o método de de -
senvolvimento de programas por refinamentos sucessivos estimula
o programador a considerar os aspectos da representagdo de dados
somente apds a elaboracao de um algoritmo gque resolve o proble -
ma. Este algoritmo naturalmente faz uso de abstracoes, e dessa
forma @ visto como um programa abstrato operando sobre dados abs
tratos. Certb da corregSo do programa abstrato, entao, o progra-
mador volta sua atengao para a implementacao das abstracgoes ’
gque, por sua vez, pode ser feita em termos de outras abstrag6es.
O processo tem um fim, guando todas as abstraqaes forem realiza-
das na linguagem de programagdo usadafpara codificagao do progra

ma.

O presente trabalho tratou de dois aspectos importantes
da metodologia acima mencionada: Especificagao e Implementagao .
Contudo, o tratamento dado a estes aspectos nao di muita é&nfase

a programagao em si.

A especificagao tem o papel fundamental de estabelecer
um elo de comunicag¢ao entre o programa abstrato e a implementa -
¢ao. £ usando a especificagdo, como hipdtese, que o programador
verifica a correcdo formal do programa abstrato. & exeqlibilida-

de dessa hipBtese & garantida pela prova de correcgao da implemen
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tagao. Estas duas tarefas constituenm a prova de corregdao do pro-

grama como um todo.

A implementacao, como abordado aqui neste trabalho, nio
faz refer@ncia a nenhuma linguagem de programacdo. Implementar
em uma linguageﬁ de progxamaggo,'contudo, significa . representar
o8 sortes abstratos por meio de sortes construidos a partir dos
tipos primitivés da linguagem e defini; as operacgobes por meio de
procedimentos. Varias linguagens fornecem mecanismos pa?a esse
fim,,Algumas, como CLU, fornecem ﬁm mecanismo de prqpésito mais
geral, o "clusterftvEste mecanismo reune num sO lugar as informa
gées;:elevantesldq_;mplementagio, qual seja, a,xepreseptagéovdcs
sortes e os procedimentos que modelam as operagoes. Isto consti-
tui um bloco independente fora_@o_ggal o tipo € visto abg;rat§‘f_
mente, pois os dgtalhes de implementacdc ficam invisiveis para o
programador abstrato. A tarefa do implementador é escrever o
"cluster".

Em (34) tratamos dos mecanismes de estruturagao de da-
dos em linguagem de programagdo e da programagao com tipos abs -

tratos de dados, complementando a exposigdo feita aqui.
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APENDICE

ASPECTOS TEORICOS DA ESPECIFICACAO DE TIPOS DE ABSTRATOS DE DADOS

1. 1Introducao

No desenvolvimento do capitulo II  lancamos mao da
persuagao ao invés da demonstragdo. Isto se justifica pelo  com
promisso inicial de produzirmos um texto gue servisse apenas de

introdugao a especificacio e implementacac de tipos abstratos de dados.As-
sim sendo, o mencionado capitulo foi escrito sequndo uma visdo metodologica,

deixando-se de fora as constructes tedricas (lemas, tecoremas,etc.) que justi-

tificam os resultados apresentados. Por exemplo, em nenhum momen
to nos referimos a um tipo abstrato como sendo a classe de iso

morfismo de uma algebra inicial e muito menos que a algebra dos

termos e a algebra gquociente s3o iniciais na categoria de todas

as I-algebras e I~E-algebras, respectivamente. Estes resultados

sao enunciados e demonstrados neste apéndice.

2. Tipos de Dados como Algebras

Uma algebra heterogénea ou poli~sortida A @ essencial

mente uma familia-de conjuntos A_, chamados os dominios da alge
bra, com uma colegao de pperacdes (fungles) entre estes. O con-
junto S de indices para os dominios da algebra & chamado de con-

Jjunto de sortes. Como exemplo de uma tal algebra, seja a seguin-

te algebra A:
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Seortes:
'8 = {Nat;Bool}

- >
Dominios:

Bt = {0,1,2,3,c0000}

I’m

Operacoes:

Simbolos:

z = {r r Vy OUI,“‘E’I TVl SUC,: +; EQ}

Semantica:
R — '
FA ! A13001

VAl"b > Bpool

8 b > {7

OUA : ABool x ABool >ABool

<f£,f> r————->f

gualgquer outro par >v

EA :»ABcol x ABool Co >ABool

R A 4

qualquer outro par >£

00

-
o

ABbol >ABcol
V> £

T S 12



71

f SRS—, _{'}»

SUCA* Pyat > Pyat

<N> > N1

e

Ta o Byar ¥ Pyie

<M N> > T A

g ANat

b

.o

EQ

23

A A&g& X A&g& >A&ool

Vy Sem = n

PR T ¢ I G —— -
e f, caso contrario

Usando a notagao de Goguen, introduzida no capitulo II,

a sintaxe da 3dlgebra acima seria assim expressa:

sucC

Vamos definir formalmente o gque & uma Algebra S-sorti-

da’' para um conjunto’'de sortes S dado-

Definicao 1. Um dominio de operadores I para S

& uma familia L, g de conjuntos, com s € § e
! ¥

w £ S*¥ (S* & o conjunto de todas as cadeias
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finitas.de simbolos obtidas de S, inclusive a
cadeia vazia X). Se F e L. , dizemos que F e
!

um simbolo operacional de aridade w e de sor-

te s.

Para o exemplo antes apresentado, temos: I, ={V,F},
f 4

Bool

o = - | = =
A ,Nat tz}, 2B-ool,Bool ,_{ b Bool Bool,Bool {OU'E}'%%QAEE
={+},

={8uc}, T

Nat Nat,Nat = {EQ} e para dquaisquer ou-
lat,N.

;Nat Nat,Bool

tros we.s, L - & vazio.
: W,S ’

Definicdo 2. Seja I um dominic de operadores

para S. Uma I-3lgebra A consiste de um con

junto As#xbpanaca&ases~ (chamado o dominio

de A de sorte s) e uma fungao

(¢} : A X A X....--XA _—>A
s; s, Sn s

ara da 0 € % com w=s., S, S,...S_ (cha
P cada w,s’ 1 n =

2 3

14
mado a ggeragio‘de A denotada por o). = Para

o £ X

A

o € & ‘
z,s’ A {também denotédo por

: —> y & & nj
GA - As)’ isto g, zkys €& o conjunto de

nomes das censtantes de A para o sorte s.

Por uma funcdo h:A —>B entre duas j-algebras = A e'B
cueremos indicar uma familia de fungdes <h : A  —>B > para ca
da s & S. Uma classe de fungles de particular intefeSse aqui,sid
os morfismos. Tais fungoOes tém a propriedade interegssante de prg

servarem cada operagac do conjunto I, no seguinte sentido:
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- 0
hOoA g_0h

Definicdao 3. Se A e B sao duas %-algebras,um

>B & uma familia de

Z-homarorfismo h:A

fungoes <hS : A >BS> , S e S, tal que

S

as operacoes sido. preservadas, iste &:

ho) Se 0 € T , entao h_(0,) =0

Aes B

hl) Se c el
. s

< a - & o >€
€. S8y 8y, n

1$2‘9 .‘Sn,S

A, XA_ X ...A , entao
1 52 Sn

hs(cA(al,az,...,an)) =

= GB (hsl (al) yhs") (az) roee ,hsn(aﬁ) ) .

A composicao de homomorfismos & também um homomorfis-

mo . Para cada I-3Igebra A, a identidade i, & um Z-homomorfismo.

Um homomorfismo h:A >B & um isomorfismo se e somente se h &

injetivo e sobrejetivo.

Definicao 4. Uma categoria C de I-&lgebras con

siste de uma classe |C| de r~algebras, as quais
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gsao chamadas os objetos de C, junto com todos

os I-homomorfismos entre as algebras.

Introduziremos, agora, © conceito de inicialidade gque

€ fundamental para.esta visdode tipos de dados.como algebras.

Definicao 5. Uma &lgebra A & inicial numa ca
tegoria C de I-3lgebras se e somente se A e C

e para toda algebra B em C, existe um {nico

homomorfismo h:A >B.

Proposicao 1

i) Se A e B sdo algebras .iniciais numa categoria

C de I-algebras, entao A e B sac isomorfas.

ii) Se uma algebra B em C & isomorfa a uma algebra

A que & inicial em-C, entdo B também & inicial.

Prova:

i) Como A:e B sSo¢ambas.iniciais, seja h:A —>B o Qinico

homomorfismo de A em B e g:B >A o Unico de B'em A. A com

>A & um homomorfismo de A em A, assim como a

posicao gO0h:A

identidade iA:A »A. Porém como A & inicial, pela unicidade

do homomorfismo, temos que g0h = i De modo similar,htg = i

At B °
Assim, h @ sobrejetiva e injetiva, e desse modo, um isomorfismo

de A em B. Em outras palavras, A e B sdo isomorfas.

ii) seja f:a

>A,

>B um isomorfismo com inversa g:B



sendc A inicial. Seja, agora, A' uma algebra qualquer de C. Co

mo A & inicial em C, seja h:A —>A' o Gnico homomorfismo de &

em A'. Tomemos h'=hog : BF->Af que & um homomorfismo de B em 2.

ATTE Ty
e

Eo L!

h .- 'h'=hog
2
Al

Provaremos que h' & o Unico homomorfismo de B em A'. Para isso

guponha que h":B —>A' seja também um homomorfismo de B em A',
Assim, h"of:A~—>A' & um homomorfismo de A em A' e, como A e
inicial, h"0f = _.h, Desse modo, h'=h0g=h"0f0g e portanto, . como
£0og = iy, h'=h". Assim o homomorfismo h' entre B e uma algebra

gualquer A' em C & Unico, donde conclui-se ser B inicial em C.
[

E uma prdtica comum em ilgebra abstrata identificar ob
jetos isomoffos, isto &, trati-los como idénticos. Desse modo,
ao falarmos ‘de umadlgebra inicial numa c¢ategoria C de z-alge-
bras, na verdade estamos falando de todas aquelas que sdo iso-
morfas a esta. O isomorfismo entre duas dessas algebras & anico,

como assegura a proposicao 1. O fato importante, aqui, & gue a

’ . L - . . o .
classe das algebras iniciais €& caracterizada unicamente sob iso

morfismo, isto &, os objetos sao caracterizados abstratamente no

sentido de que essa caracterizacao independe das representacgoes,
mas & feita somente em: termos das estruturas. Isto & o que se

deseja para um tipo abstrato, dal a definigao seguinte.

Definicao 6. Um tipo abstrato de dado & a clas

se de isomorfismo de uma Algebra inicial numa
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categoria C de L-algebras.

E Sbvio que, para essa tltima definicao ser de alguma
valia, nds precisamos garantir a existéncia de dlgebras ini-
ciais. Além do mais, & nosso desejo saber como esses objetos

's3o. Para tal, vamos construir uma I-algebra S-sortida, a alge-

bra dos termos Tz' cuijos sortes sao constituidos dos termos dJge

rados por Zw g ¥ € S+ e s £ 8, a partir das constantes ZA s
r

r

niverso de Hefbrand).

Definicdo 7. Seja I um dominio de operadores

‘para S. A Algebra dos termos Ty consiste de

uma I-dlgebra definida do seguinte modo:

i)

ii)

Dominios
4] ao 0 € ..
td) Se ¢ € zk,s' entao» Tz’s
= . €
tl) Se ¢ ¢ Zw,s' W-51§2ﬂ7’sn.¢ tl TZ,s R

i
entao O(tl,tz,..-pth)-gth's.

t2) Os {inicos elementos de Ty sdo aque
: ,S |
les gerados por t0 e tl.
Operagdes
oel, - =
opl) Para O€ly. . .. Op =0 € Ty o

opZ) Para ceZw's r W slsz...sn e tiETX,Si

OT(tl,t ’-c-,tn? = c(tl'tZ'...tn)ETZ,s

(g
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Observe gue os elementos dos dominios TZ s sa0 cons-
: : 14

truidos recursivamente a partir das constahtes Oéﬁa sgiinicia1~
AN

mente colocadas emmmﬁ‘s,rao se colocar o simbolo de operacao
A -..‘, i 4 - : ‘
UEZW ~r W # A, na frente dos termos que sao argumentos da ope-
¥ oo
racao (os parénteses sao usados apenas com O intuito de auxi

liar o entendimento). As‘operagdes 0,, tém definigoes apropria

T

das para gerarem os dominios.

Teorema 2

Ty € uma Algebra inicial na categoria Algy de

todas as I-Algebras.

Prova:

Para provar a inicialidade de TE vamos proceder do sg
guinte modosPrimgiro, vamos definir uma familia W de conjun-
tesy a qual dapemps uma. estrutura de I-algebra e provaremos ser

imiciadss Segundo, mostraremos gue W & igual a Ty -

A id@ia & construirmos’ W' como lma’ iwigde disjuntade Fa

milias de conjuntos W de I-termos de profundidadek 2 0, onde

. k R k vy, . /ka e R T .
naturalmente (Uk>0W )s = UkzOWs , sendo W' definidoindutivamen
te, assim:

wO) WO = I .para s € S.
s Ars
k

wn

wl) W = oty ty,een ) | L, M NN

j.l . N . 3 <k
e~ti??si para algum JjcJpr---sdy <%

com max {31,52,.:,jn}'=kﬂal}.‘
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Observe gue wkn WwW=pg se k#nmn

Agora, vameS~tcmar'WV='Uké0‘Wk e dar a VW uma estru

tura de.L-algebra, como segue:

; o 0 .
i) Para O€Z ' ?W.”'O (oe W < W)

AsS

ii) Para 06?31---Sn:5 ' OW(tl,...,tn) = G(tl,...tn)

3y
onde, se t,eW ~
i si

i

para i = 1,2,...,0, ‘temos

k : : . E 3
O"q(tl"..tn) E Ws ,Ondek - max {J}lv'?-q--.yjn}"’lu

Para mostrar que a L-algebra W & inicial, vamos tomar

©uma Ztélgébra“Bvqualquer e construir um E~-homomorfismo h:W —>B,
parte por parte, définindo»hkzwk?_——>B4e fazendo*h=Uk26hk‘{Kbte
que h e a familia nE geterminam Gnicamente um édibutrd}”' visto
que W & uma uniao disjunta de WkY;VEm'ééguida moéfréfémds'qﬁe“ﬁh

& o inico f~homomorfismo de W em B.

: 0 . Wl ——
Definamos,h§ : Ws ‘>Bs por

0 _
quzhs‘(c) ogs Paraoc e I, o

Agora suponha que k>0 e que hl & definido. para 0<i<k .7

k- . - } J
seja tewk“’Entad por (wl), t & da forma O{tartyreeert ), b eW i
_ . s 1772 n i si

para i = 1,2,¢e0,0., D>0 , [CEL k= maX{jl,...,jn}+l.

»Sl,.".aS'n;S

k ¥~—>Bs por

Nos definimos entao ht'z'ws
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ok Lk | o

hwl) hg_lt) = hy (o (ty,ty, oy»:_Fﬁ)_)

3y 30 , Jn
= g. (B_T(EY, h “(t,)y ey RIT(E) )
B Sy 1’r Sy 2 s, 1

Com (hw0) e =(hwl) temos definido nk W >B para
todo k3 0 e dessa forma hiW —>B.

B claro que h:W —>B & um r-homomorfismo, pois a

condigdo. (h0) da definicdo 3 decorre naturalmente de (hwo), e

como requer (hl) da mesma definicdo, todo termo nao-constante
em W & da forma c(tl,tZ,...,tn) € Wk para algum k>0, e desse
modo -podemos aplicar (hwl) que & exatamente (hl), a menos dos

subscritos.

Para mostrar que h & o Ginico I-homomorfismo de W
em B & suficiente verificar que as condigoes (h0) e (hl) da

definigao 3 - implicam nas condigoes (hwo) e (hwl) usadas na

definigao de h. De fato, (h0) traduz-se diretamente em (hw0),
e (hl) em. (hwl), apbds se acrescentar os subscritos necessa-

rios surgidos na definigcdo.de W como Uk>0Wk e n¥ como uma res

tricdo de h para we.

Para, completar a prova do teorema vamos mostrar que

(L)WETy e que (ii)_,_:"‘l?lz S W, & desse modo TZ =W,

i) Por indugao:

a) Z E= S e como Ws ZA,S’ entaoc W "TE'
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b) Suponha gque WJETZ para Ogj<k, e tome t=o(ty ,
3 Ji

ceert), toe WS' . Entdo t; € Wsi com 0gj,<k, de modo que
t, e Ty _, para i=1,2,...,n. Assim, pela condigac (tﬁ) da de~
,S.
124
k

finigdo 7, t € T, . e portanto W ET;.
7

ii) Por (t2) temos.que Ty & o menor conjunto que satis
iy S
faz (t0) e (tl). Assim, se mostrarmos que W satisfaz (t0) e

(tl‘)"' certamente Tzsww

Para (t0): I SSWS uma ve':z-"<};u.1;e-“-z)t =wWlew
= H

Xy s s s

Para (’;1) Séqa o Ejzslszﬁ'v'kqn"xse: t e Wsi - Entdo
para cada i=1l,2,...,n, t, e W * ara um Unico j..Seja k = max
. . ~ . k
{31, e ,jn} + 1. Entao c(tl,. . .,tn) € WS € Ws"-’
' ]
Pelo teorema 2 temos ‘a garantia de que, dado um

dominio de operadores Z} paraS, a E-—élgebraz‘l‘zé inicial na cé_
‘tegoria Algz de todas as z-algebras. Isto significa dizer que
existe um Unico ihomdlyncbrfismo de Ty em B, onde B €& uma I-al
gebra gqualquer. Vale dizer tamb&f qué as operagdes de Ty tém

suas estruturas retratadas na f=algebra B.

Os termos dos sortes de T.Z‘foram cbtidos a partir das

constantes I, o pela aplicagd6 - a--estas das operagdes I ., W#A,
. Lo R : ’ i

sequndo a definicac 7. Isto quer dizer que-qualquer termo é

composto.de simbolos de operagoes (fungdes) aplicadas a
constantes. Pwetendemos, agora, fazer uma ligeira modificagdo,

‘ao introduzir em TZ as varifveis. Para isso vamos considerar
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uma familia disjunta:.de conjuntos de simbclos, diferentes daque-

les de 3

constitui num Conjunto . de varidveis para o sorte s.

L

S .7 S N y .
Xy {Xs,n | n e } , se8 :Ca§§bum dos

Definicao 8. Seja I um dominio de operado-

res para $, e Y = <Y > uma familia S—inde

xada de conjuntos, com Y _Syx: . L(¥) € um

~dominio de operadores obtido do seguinte mo

do:

i) Z(Y)A,S:ZA,SU Ys

.. - w
ii) Z(Y)w,s ) , com # A

W,S

-

O dominio' de operadores £(Y) & obtido de

X

p2

S

se

pela

introdugao neste dos simbolos de varidveis Y, vistos como cons ~

tantes.

Com isso temos uma -Z(Y)—élgebra ao invés de uma

‘E"a/__};

gebra. Podemos, ccntudo, sem prejulzo algum, olhar para os domi-

nios de 7T

Z(&)' como ‘sendo os dominios da I-algebra

ressaltar que ‘assim estamos procedendo vamos usar a

vamos definir o gue & uma atribuicdo de valor a uma varidvel.

Definicao 9. Seja A uma $-3lgebra S-sorti-

da ‘e 'Y& Xumd "familia S-indexada de conjun -

to§. Uma atribuicao de valor ou interpreta:

¢ao & uma fungao  B:¥Y——>>A ( ' isto.-.&y

<Bg ¢ Y ~eAS>)que associa a cada varia -

S

vel do sorte s em ¥ um valor do sorte s em

A.

APara

notacao

TZ1Y))3‘Esse fato & importante na . proposicdo 3. Antes, porém,
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O resultado segquinte & importante porque mostra que
pelo fato de termos expandido Ty para Ty(Y), o qual inclui,
agora, os termos com varidveis, nao afeta. gubstancialmente o

contendo do teorema 2.

Proposicao 3

-

Seja A uma I -dlgebra e © :¥-——3A uma atribuigdo de

valor. Entdo existe um {nico s~homomorfismo 0 :TZ(Y)

> A que extende 0 no sentido de gue Es(x) = 0, (x)

para todo seS e XeYS.

Prova:

A & uma I~-algebra. Dado ©:Y >A, podemos tornar A
uma Z(Y}-algebra fazendo x ser o nome.do valor de ©(x) em

A (xA = 0(x)). Pelo teorema 2, entéof‘existe_um“ﬁnico Z(Y)~ho~-

momorfismo E:TZ(Y) >A, e (pela condigao (h0) -da definigéo de

homomorfismo) ©(xp) = 6(x) = X, = 0(x), de forma que @ exten

de 0. Pelo fato de @ ser um ZI(Y)-homomorfismo & imediato que

ele @ um I ~homomorfismo. Para mostrar a unicidade de 9 , se-

ja - h:Tg(Y) >A uma I~-homomorfismo com hi{x) = @{(x). Ent3ao h
& também um I(Y)-homomorfismo. Como este & {inico, concluimos

que h = 0.

]

o] 2~homomorfism0'5:Tt1Y) >A & uma fungao que  toma

um termo e o avalia em A, substituindo as vari@iveis gque ocor-

rem no termo por seu valor conforme dado por © .
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Definicdo 10. Uma I-equagao €& um  par

e = <L,R> , onde L e R s3o termos de um mes

mo sorte S em T_(Y). Notaremos por Var(e)

z
o conjunto das variaveis que ocorrem em e ,

ou seja, Var(e) = Var(L) U Var(R).

Dado uma equagao e =< L,R > (usualmente denotada por
L = R) e uma atribuigao de valores para Var(e), podemos avaliar
seu lado direito L e seu lado esquerdo R. Se esses valores  sao

idénticos, dizemos que a atribuigdo satisfaz a eguagdo.

Definicao 11. Seja e = <L,R> uma I-equa~

cao. Dizemos gque uma ZI-&lgebra A satisfaz

jo

se, e somente se, o(L) = 9 (R) para toda

atribuigao ©:Y—>A, onde Y = Var(e). Se
£ & um conjunto de I-equagoes, entdo A sa-
tisfaz £ se, e somente se, A satisfaz toda
e € £ ., Uma algebra satisfazendo & & dito

ser uma I-g-algebra.

A categoria de todas I-E-3lgebras, denotada por
Algy £ conforme demonstraremos, também tem uma élgebra inicial
¥
a ser denotada por Ty £e Nos diremocs que TZAE, e assim o cor-
N >, B JR:

resp@ndente tipo abstrato de dado, & representado por &.

Definicdo 12 Uma I -congruéncia = gobre

uma ’-dlgebra & uma familia < =_>,seS, de
relagoes de equivaléncia =, sobre A, pa-

ra s eS,tal quepara o € I g s r se
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a,,:a"', e e . a, = . ara 1 =
i’ i ASi se ay Sia 4 par i

1, 2, eees nf entao On (@17 enns a,) =%

).

(a‘l, o s ey a'n

Se A @ uma I-&lgebra e = uma | E-congruéncia sobre A,
seja (A/'f)s = AJ/5, © conjunto das =_-classes de equivalénciade
A,. Se aeh , seja [a]s a classe gue contém a . Pgdeggs, entao ,
colocar a familia S-indexada’ A/Z dentro da categoria das i-3lge

bras, conforme feito a seguir:

Definicdo 13. Seja A uma f-&lgebra e = uma

s-congrudncia sobre A. A algebra guociente

de A por E,'déndtado por A/= , € uma g~al-

gebra definida do'seguinte modo:

i) Dominios

(A/E)s, para s € 8

ii) Operagoes

57 . entéo UA;/ = [07\]

g0) Se o € ZA

r

ql) Se o€ Esi'iésnrs e {ai]e(A/E)si para

i=1,2,...,n, entdo opy=([aylm e Tan])

= [cA(al,...,an)].

As operagées-oA/= da Algebra A/= estao bem definidas,
uma vez gue a propriedade de congruéncia garanté que o resulta-

do da aplica 30 de o, ,. independe da escolha dos representantes
> A/= P



das classes de equivaléncia. De fatosela,] = [a',]para.i=l,2,.../m,

e Y b= e ¥ S ¥ . ¥ i e
entao a ;= s; a’; de modo que UA(al"°’an) =50, (@ l,,.¢a.n}: isto

& [optayre.ea)] = [oplayseeesat D]

A algebra inicial T . na categoria de todas as r-al-

LeE
gebras que satisfazem £, & obtida ao se tomar o quociente de TZ'
pela relacao de congruéncia gerada por £. Antes de mostrarmos es
se fato vamos precisar o gue seja a congruéncia gerada por uma

relagao arbitraria sobre uma algebra A.

Proposicao 4

Seja A uma I-&lgebra, e seja R uma relacdo sobre A
(isto e, como usual, R =< RS>,seS, para Rgz ASJAS).

Entao existe uma menor I-congru&ncia sobre A con

tendo R, a qual & chamada de relacdo de congruércia

gerada por R em A.

Prova:

* . -~ -~ .
Seja K(R) o conjunto de todas as relagoes de congruencia

sobre A que contdm R. R(R)# § pois a relagao v= gTSJ?'ASXAS’s£S>

- % * .
estd em K(R). Agora seja =, =N K(R); isto &, para cada seS,(5p) =
x o - -~ - -
3(\{Ksl Ke K{R)} . Entao =g © uma relagao de congruencia sobre
. ] - ¢
A pois se ge T e a;,a’; e AS e se ai _Réﬁi}para

".Si_;f/a’ssnfs i

*
i=1...,n, entao as Ka'i para todo K e.K(R).,portante, pela de

finig¢do de congruéncia, O(ai"" a) K o(a’l,...,a'n) para todo

*
K ¢ K(R). Concluimos entdao que olayr.e-al) =g olatyre.-ra’ )y e

entao =z &, de fato, uma congruéncia.
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Uma f-~representacdo £ determina uma relagao £ {A) sobre

gualquer i-élgebra A na qual g(A)s & o conjunto de todos os pa-

res €§5(L), Eg(R)> tal que e = <L,R» esta em Es e p:Var{e) >A
€ uma atribuigdo de valor. Assim E(A)s € o conjunto de pares. de
elementos do dominio As que £ requer que sejam iguais ou identi-

ficados.

Teorema 5

Seja & uma z~repreSeﬁtag§o} e seja =g 3 I-con

gruéncia scbre g gerada pela relacgao £(T,).En
£ (Notagao:
), & inicial na categoria Alg, g;de todas

tao Tz/zg; o quociente de T, por =
T
2,8

as I-algebras satisfazendo E.

Antes de apresentarmos a demonstragao desse teorema va

mos anunciar e provar 3 lemas usados na mesma.

Lema 5A

Se h:B—>A & um s-homomorfismo, seja (Eh)s=
= {<b,b'>| b,b* ¢ By e h (b) = h (b')} para
seS. Entdo =, & uma Z—congruéncia sobre B.Re

ciprocamente, se = € uma congruéncia sobre B,

entdo a atribuicao beB > [b] e B/= define

um z-homomorfismo.

Prova:

Primeiro, cada (5,)_ & claramente uma relagdo de equiva

-~ N . - L
lencia. Agora, seja cszsi...s ,8 e suponha bi(.h)s b i para

n i
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i=l,...,n . Entao hs(cB(bl,...,bn)) = UA(hsl(bl):...,hsn(bn))=

. ¥ — 3 1
- O’A(:hs (b l),-oo;hs (b'n)) e hS(O'B(b l'o--,b n))y e deSSQ modO

1 n

qB(bl,...,bn) (Eh)S GB(b“l,,..,b‘n)a Para provar a segunda parte

do lema, seja g () ap[bjs,[bjs e (B/z),. Que g € um  g-homomor

fismo decorre diretamente da definigdo de B/z: Para oel s s ©
) ‘ ‘ Sl-u' n,‘ 3
b, e Bsi, 9g(opByrncaibp)) = [ogiby,eun b ] =:._GB/5‘-(>[bl],.,.[bn])
= GB/E(gSl(bl}f.-a;-qsn(bn})- [:l
I. g ..‘:SB
Se 0:X———> T € uma substituicdo (isto &,

uma atribuicac de um termo sem  varidvel

d uma varidvel x e X) e h:T, >A & o

@nico homomorfismo de T% na I-algebra A,
entio hoo & uma atribuigio de valor de X

em A e h0o = hog,

Prova:
10O & uma composigdo de homomorfismos e portanto um ho

momorfismo. Por cutro lado, h03(x) = hog(x), de modo que ho06=h0.

0

O esquema abaixo esclarece melhor o siginificado do lema 5B.

h 0= hoo
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Lema 5C

. Seja A uma L-algebra satisfazendo:um conjunto £ de
I-equagdes, e seja =, a s-congrudncia sobre Ty
determinada pelo UGnico homomorfismo hA : Ty~ A via
lema 5A. Entdo EEEE =p .

Prova:

E suficiente mostrar que L(T;)= =,, uma vez que.sg é a
menor congruéncia sobre Ty que contém E(Ty). Seja, éntSb;‘<§(L) '
8(R) > um par gualquer em E(TE),"Pelo Lema 5B he#6 (L) = ho6(L), as
sim como hoF(R) = HoB(R). Uma vez que A .satisfaz £ , h66 (L)=hod (R) .
Assim, h(B(L)) = h(B(R)), de modo que EKIJ'EAE(R) pelo Lema 5A.

0

Podemos, agora, apresentar a demonstragéo,do tecrema 5 ,

+

gual seja: existe um Gnico homomorfismo g de TE : em A, sendo A
!

uma I-E~algebra na classe AlgZ £ Esquematicameﬁte:
14
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Prova do teorema 5:

Seja A uma I-algebra qualguer satisfazendo £, e os homo

i . —>A ' =Pl leva tex
morflsmosihA : TZ >A. e hE Ty >TZ,£ {(pelo Lema 5A, hg a
[t]). Agora, se existe um homomorfismo g: Ty g—>Bs @ composi

‘ ) ’

cao gUhé 2 Ty —>A & também um homomorfismo espela unicidade ' (teo
rema 2), gohg”z hA;”isto é,hA(t) = g(hg(t)) = g([t7]) . “Assim, ' te
mos que se g existe ele & fmnico e g ([ £]) = h, (t). Assumindo.lser
esta a definigao de g, vamos verificar que ela & independente da
escolha do representante para classe da equivaldncia, isto &, se
[t]=[t"], entdo h (t) = h,(r"). Isto, porém, & precisamente o
Lema 5C. Finalmente, a propriedade de homomorfismo para g decorre

diretamente da definicao de quociente e do fato de que hA € um ho
mOmorfiémo:“"g(dT/E([tL].r,..,[tn] )) = g{qu(tl,.¢w,tn)J ) =

P gA(hA(tfyiikyrhA(tn))vaﬂgA(g([ﬁi]),.f@,g(Etnj ). _

Com o teorema 5 , conclufmos_a\apresentagéo dos resulta

dos de BAlgebra Universal gue justificam o tratamento de tipos abs-

tratos de dados como ‘dlgebras. No que se segue vamos = definir o

que séja uma especificagdo para um tipo abstrato e, vistoiter.iium

papel fundamental na metodologia de prova de corregido-das=especifi

cagdo, vamos també&m definir a algebra dos termos candnicos, apre

sentando em seguida alguns resultados com relagao a esta.
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3. Especificac@o de Tipos Abstratos de Dades

Algebras iniciais s3o geralmente objetos infinitos: Des
se modo, se desejamos usi-las como tipos abstratds de~dados, neces
sitamos de uma maneira conveéniente para descrevé—las. Esse & X
objetivo das especificacoes, para as quais apresentamos a seguinte

definigao:

Definicdo 14. Uma especificégao & uma tri-
pla <5, I, £> onde % & um dominio de ©
peradores S-sortido e & & um conjunto de I-equa

coes.

Geralmente & nosso desejo especificar conjuntamente todos
os'Sortes de S. Porém, a definigdo acima pode ser facilmente modifi
cada para cobrir os casos em que se quer especificar sO um ~ .ou

um numero dl"d2’ «+v., 4 de sortes de S.

A idéia fundamental aqui €& que <§, I, £> esSpecifique um
tipo abstrato de dados por definir"_l‘z £ como um representante. para
il ¥ :

a classe de -isomorfismo de I-algebras.

Uma vez que & contra esta que deve ser provada a corregao
da implementagac do tipo, a especificagéo precisa, antes de tudo,
ser correta. Tal correcao & verificada provando-se a existéncia
de um isomorfismo entre TZ,E e o modelo (uma IZ-f-algebra) que se

gquer especificar.



91

4. Algebra dos Termos Candonicos

0 método devido a Goguen (Goguen-Thatcher-Wagner [10 ) pa

ra demonstrar a corregao de especificacoes algébricas se baseia na

escolha de um representante candnico para cada classe de equivalén

cia da &lgebra Ty, © construgao de uma nova I-algebra C, chamada
, _

de algebra dos termos candnicos, cujos dominios Cg sa0 08 conjun

tos dos'termosccandnicos escolhidos. A demonstrag¢do se completa

ao se mostrar que C e T £ sao isomorfas.

L,

Em principio, a escolha dos termos candnicos &  totalmen
te arbitraria, mas na pradtica & necessario se fazer sua selégao de
um modo disciplinado a fim de ‘se tirar proveito da estrutura dos
termos na prova de corregao. A definic@c dada a seguir prové essa

disciplina.

Definicao 15. Uma I-algebra C & uma algebra de

I-termos candnicos se Cg € (Tylg para . cada
S e85, ese 0fty,...,t,) € C entao,ti@(éi - e
cc .(tl:n-v-;,.tn) ':_.: c(tl,-.-’tn) -

Um, resultado importante & gque dada uma = especi
ficagao, temos, associado a esta, uma algebra de termos candnieo. ,

conforme assevera O teorema seguinte:
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Teorema 6

Seja <5,X,£ > uma especificagdo. Associada a esta e
xiste -uma I-f~Algebra C de termos candnicos que &

inicial em AlgZ £
4

Prova:
Suponha que:podemos determinar um .subconijunto CEETZ ~ tal
que

a) Para cada classe de equivaldncia [}:]eTz g C
: e T

contém um Gnico elemento t*e[t ], e

b) Para cada o € I, se o(tl,...,tn)(;c, entao

ti e C.

Por (a) nds podemos tornar C uma I-(-algebra, definindo,

para ti e c,

Lk
Oc(t/l,...’tn) = (c(t_l’....'tn))

Agora}”para‘qué”c'Sejafuﬁa dlgebra de termos candnicos
nos precisamos ter oc(tl,.ﬁ;,th)”='o(tl,...,th) para d(tl,...,tn )

e C. Porém se o(tl,...,tn)e C, (a) nos da que o(t

l’..ltn) =
. * . e . TS :

= (O(tl""’th)) , 0 que é suficiente pois qc(tlr"f'tn) = (o(tq,.
« o g n L]

Com as hipOteses acima podemos mostrar gue T £ € isomor

. [ 4

fo a C, onde o isomorfismo € a fungdo j: [t ]->t*. Que.j & um-a-um
e sobre & evidente. Devemos mostrar, no entanto, que j & um ho
momorfismo de TE,E em C. - De fato, para o ¢ Esl .. .s S e



Ltij € (TZ,E)S , temos que jde/w(Et;L..,,[E Ty =
- [o«m,,.wt BB I T P D T SO S PR

* *
- Gc(tl peeety ) o= OC(i}Ltlj seveed [ ]) (observe que tl”gtl ).

'Agora, para provar. o tecorema & suficiente exibir um con
junto C gue satisfaca (a) e (b). Para isso vamos definir uma fami

'1ia<:Cn(fh ¢ N> de subconjuntos de T. de modo que C =U {Cph|neN}

N
seja o conjunto de representantes candnicos desejado. ' Construire

mos C . por inducgdo na profundidade dos termos, tal que

< iYiSe t e Cn,wentéo profundidade(t) € n;

i1} ge tféaﬁi"é tal que [t | tem um representante de
profundidade <'n, entdo existe um Gnico = ' re
presentante para [ t | em C,i e

iii) 8Se ot

""'tn) eCn, entao t

1

l _,-at’itr‘l“l? Cn_l-

Séjéxéoléﬁaiquét:subconjunté de UyZ, 4 tal que - para cada

. g P I * . B o~ -
o € Uszx s ‘existe um Gnico ¢ € CO com ¢ :go . EBEntao-os unicos
termos de profundidade 0 s3o constantes e as condigoes (i), (ii) e

(iii) sao satisfeitas.

Suponha, agora, que Cn tenha sido definido satisfazendo

(1), (ii) e (iii). . Seja T n+l © conjunto de classes de eqguivalén
cia [tj tal gue existe e gt com profundidade (t*)=n+l, e para todo
e, se 'l t, entao profundldade(t') > n+l (Existe um ' representan
te de profundldade n+l, ‘e todos 68 representantes tem profundidade
2 n + 1l). Tomemos como 6nico‘reptesentante em Cogy para O termo

k3 *
o(tyrev.rty ) de [t]e T,p1r © Qual tem profundidade n+l e para o
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" ,

. . . 2 r ¥ & ‘
qual ti E Cn’ Isso & possivel uma vez que t* ¢ I:t:] £ Tn+l e ' de .

profundidade n+l por definj.géo, e t* = Q(’;l,...,tn) . Porém profun
. *

dldade(ti) £ n, e assim por (ii) tizgti £ Cn, de modo que c(tz,w,

*
-+rt ) pode ser escolhido como representante de 1.

~Como conclusdo temos gue C = U<C | n eN > contém um Gni

Fo»repr@sentante,t*:parg,cadé [t]e TZ}g;e,‘gdiqiona;mgpte, que
se o(tl, .o ,,tﬁi_:); e C, @9#59 tl‘-’ ,tzr.'.- .v,tn,euc,._.

o

Uma'‘ véz mostrado qﬁé existe uma f-E-&lgebra que & inicial

e ac mesmo, tempo umé dlgebra de termos candnicos, vamos demonstrar

e C (isomorfas) (Notagdo: C =T ).

uma condicac gque torna Tz’, L,

£

Teorema 7

Seja <S8,%L,£> uma especificagao e C uma adlgebra de

s-termos candnicos... Entdo CEETz g see somente se
7

i} C satisfaz g

ii} Para.cada o € Zsl“'sn’s e ti € Csj '

c(tl,...,tn) =

E Oc(tl,.n.,tn) .

Antes de~apresentarmos,a¢@@monstragao,desse teocrema va

mos anunciar e provar 2:lemas usados;no mesmo.



Lema 74

Seja <S$,Z,E > uma especificagéo, A uma Zw£~é}gebra e

= a congruéncia gerada em T. pelc Gnico hawomorfismo

A %
- Sl = = = ; TR - : - =
.hAi TE + A. 8e 2% g e hA g sobrejetiva, entao
A =T .
’ ,E
Prova:
Uma vez que A satisfaz £, EEfE EA. pelo lema 5C. Entao

pela hipétése do lema que gueremos provér, temos que,Eé== e

| A
assim Ty . = Typ/3, = Tp/5,. A atribuigdc [t]e Tg/5, » h(¥)e A &

injetiva por definigao de = sobrejetiva por hipStese, e um I-ho-

Ai

momorfismo pelo lema 5A. Assim T = T./2 = A.
————— L,& LOTA

Lena 7B

Se C"é uma, Irdlgebra de termos candnicos, .entao, o

z
realidade h-(t) = t, para teC.

ﬁnicoﬁhgmgmorfismo hprs To » C & sobrejetivo;  na

Prova:

Usando indugdo estrutural, se ¢ estd em C'e @m“ﬁx . bara
S v : ,

algum s €S, entdo hg (o) = oz = o pela definigdo 15. Indutivameénte,
suponha'hc(ii) = t, para t;eC, i = 1,2,...,n e tamé'a(tl,.,a,ﬁn}

e C. Assim temos qgue hg(o(ty,...,t)) = oplhe (£, ... hele )y =

cgitl,ff.,tn) = o(ti,...,tﬁ), novamente usando a &efinigéo de



96

&lgebra candnica.

Prova do Teorema 7:

Seja h: TZ-+C' - o homomorfismo dado pela inicialidade de

T
.8

mente mostrar que h & sobrejetivo e 3 E Eg . A primeira condigao

y - Para mostrar que C = T. . nds precisamos, pelo lema A, so

& justamente o asseverado pelo lema 7B,

.Para, mostrar que.~h*_ Eg e suf101ente provar que, para
.qualquer‘t £ Tz't~ E h(t), porque se t _ht ’ entao t h(trﬂﬂt L t!
portanto t_Et‘ _Com isso ndOs temos que t e‘£~copg:uente com séu

representante canonico.

Vamos, entdo, mostrar que tséh(t)"pof’indugéo estrutural
emt. Se t =0 ¢ Ik , para algum s € S, entao h(g)=0,%,0 por

hipbtese. Agora seja t ='0(t1,.ﬂ.,tn), onde ¢ € zsll"sn L8 e

Eyreeesty € Ty tal quéftiséh(ti). Entdo h(o(ty,...,t ) = o (h (
(tl),...h(tn))sgc(h(tl),,..,h(tn))Ego(ti,...iﬁaf,-pela hipoOtese

do teorema e por indugao.

Agora vamos provar o inverso, ou seja, se C = TZ £ entao
L5

(i) e (ii) ocorrem. De fato, por C ser inicial ‘na categoria
Algy  + C & uma I-f-&lgebra e assim satisfaz £ que & o  exigido
, I ceisk
por (i) . Por outro lado, se C = TZ £ temos que, :g £~ , de modo

que por (ii) nds precisamos mostrar que c(tl,.‘.,t ) “CGC(tT"" ’
t ) para t € C. Mas h (o(tl,...,t )) = qc(h(t ),...,h(t )} =

= GC(tl""’tn) = he (o (t l""'tn))’ as duas Gltimas 1gualdades re



lo lema 7B,

O teorema 7 se aplica diretamente na prova de corregdo da
especificagdo, pois uma vez gue se tenha uma algebra de termos ca

nénicos isomorfa a T basta se provar que essa algebra de ter

Z,E 7
mos candnicos & isomorfa ac modélo que se pretende especificar
Essa prova €, de um modo geral, simples.

Para maiores detalhes do exposto neste apéndice vé [10].
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