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RESUMO

Eate artigo resume os conceitos basicos da teoria de Dempster e
Shafer, analisa diferentes modos de representar uma fungao de
crenca, e descreve algumas heuristicas para combinar fungies de

crenca. Um algoritmo para cambinar uma fungdo de crenga bayesiana
"com uma lista de funges de crenga & também descrito. E,
finalmente s3o0 revistos o Algoritmo de Barnett e o Algoritmo  de
Shafer & Logan. Uma formulagdo completa e proposta para esté
tiltimo algoritmo. :

PALAVRAS-CHAVE. Teoria de Dempster e Shafer, teoria da evidéncia,

fungbes de crenca, combinacao de . evidéncias, raciocinio
evidencial, algoritmo. S

ABSTRACT

. W
This paper sumarizes all Dempster—-Shafer Tgory key concepts. It
also analises different ways to represent belief functions, and

shows some heuristics for hbhelief Hfunction combinatiaon. AN
algorithm to combine a bayesian belief function with a list of
helied functions is also described. Finally, Barnett 's Algorithm

and Shafer & Logan Algorithm are revi@ed, and some enhancements to
this last algorithm are proposed.

KEY~-WORDS. Dempster-Shafer theory, theory of evidence, belief
functions, combination of evidence, evidential reasoning,
algorithm.



6.

SUMARIO

Intfbducﬁm

Teoria de DS

.1 Massa Basica de Crenca
Fungdo de Crengca

Soma Ortogonal

resentacdo de funcdes de Crenga
Masssa Basica de Crenga
Fungdo de Crenga

.8 Fungdo Comunitaria

.4 Fungiao de Plau61b1]1dadk

2
3
4
.5 Tipos de FungBes de Crenga
apr
4
R~

I &JLJ(AJU:D mummum

puristicas
4. 4 Esforgo de Combinagio
4 .2 Usando Heuristicas

Algoritmos Para combinar evidéncias
5.4 Combinando Fungdes Bayesianas
5.2 Algoritmo de Barnett

5.3 Algoritmo de Shafer—Logan

Conclusao

Biblingrafia

Plausibilidade e Nimero Comunitario

o7
2z
38

40
42



1. INTRDDUC&D

A Teoria da Evidéncia de Shafer(1974) resultou da reformulacio
do trabalho de ﬂempstér(i?éQ, 19467a, 19é7b,vi9é7c, 19468a, 1948b,
194%9) sobre limites inferior e superior de probabilidades. Esta
reformulacio foi feita para dominios discretos finitos, comumente
~encontrados na area de sistemas baseados em conhecimnento, e
expressa em termos de crenga, suporte e evidéncia. Os conceitos de
limites inferior e superior de probabilidade sd3o identificados
cuho graus de crenca e graus de plausibiiidade, respectivaments. 0
nome “"Teoria da Evidéncia' é devido ao fato dela lidar com  pesos
de evidéncia e graus numéricos de suporte baseados em evid@ncias.
Contudo_ela 2 mais conhecida como Teoria de Dempster e Shafer
(DS), ainda que outros nomes também lhe sejam atribuido, tais como

Funcao de Crenca, Modelo de Transferéncia de Crenca, etc.

0 termo crenga significa o ato ou efeito de crev; ter fe,
convicc3o, etc. Portanto ¢ algo epistémico, subjietivo e pode
variar de pesspa para pessna. Alguém pode acreditar muilto, pOoUCD

ou hada em uma determinada proposicao.
0 reverendo Thomas Bayes(i1702,1761) propds que a crenga
obedecesse aos axiomas basicos da probabilidade. Isto &, que a

. . @
crenca fosse dada por uma fungao Ch: 2 —~—— [0,1] e obedecesse as

regras:
a.1 Ch(¢) = 0 ' (1.1
.2 Cbh(®) = 1§ _ (1.2
a.3 Se Ai, . ., an g3o subconjuntos disjuntos de ©
entao (1.
k2] ‘n .
Cb[ W A,] = > Chb(a.), AN A = ¢, i¥j,
. 1 et 3 T R}
=4 vE

‘a.4+ . Cb(a/B) = Cbh(arms) / Ch(®) (1.4)

Aqui ©® ¢é& wum conjunto finito e exaustivo de proposicdes
‘mutuamente exclusivas. A regra a.? ¢ chamada de regra da adicdo e
a regra a.1 & a regra de condicionamento. Por meio da d4ltima
pode-se atualizar a crenga de alguém face a novas evidéncias. Na
Area de inteligncia artificial, a maioria das propostas numéricas
para lidar com raciocinio impreciso tem enfoaue bavesiano. O fato

do enfoque bavesiano obedecer ans axiomas da probabilidade 1he



traz todo o instrumental desta teoria, 0o que lhe @& muito
vantajoso. »
A Teoria da Evidéncia difere da Teoria Bayesiana. Nela a fungdao

® .
de crenca Cr: 2 — [0,1], obedece as seguintes regras:

b.t Cr(¢) = 0 (1.5)
b.2 Cr(@) = 1 (1.6)
b.a Se 4 ,..., A4 Sdo subconjuntos de ®, entdo
n EREE!
5 T, v
Cr[ v Aa] z ) -0 Cr[ N AL] . (1.7)
i=1 iex
xc{i,...,n}

Além da auséncia da regra de condicionamento, a terceira regra
é gque traz toda a diferenga em relacdo ano enfoque bayesiano. FPor

ala temos que Cr(a)+Cr(a)st:
Exemplo: Sejam © = {a,b,c,d}, e a funcdo de crenga Cr dada por

1/2, se A¥® e {(a,blca
Cr(a) = { 0, se a%®@ @ (a,b)Na#(a,b)
1, se A=0

Tomando A={a,b}» vem que Cr($)=0, Cr(®)=1, mas Cr(a)+Cr(Aa) (1.

Este exemplo mostra que' ha uma  massa de crenga
M(®)=Cr (@) -Cr (a)-Cr(a) que estd no proprio ©, ja que ela ndo esta
em A e nem em qualquer subconjuhfo proprio de ®. Esta massa de
crenca @ inerente ao proprio ©® e nd3o de seus subcodnjuntos
proprios. Ela representa a nossa ignoridncia. E a crenga que
poderia estar em qualquer subconjunto proprio de ©®, mas n3do se
sabe gquanto e em quais subconjuntos distribui-la. Diante disto é
alocada em ® e posteriormente, a vista de mais evidéncias, ela
pode ser transferida bara um subconjunto proprio de @. Por isto a
Teoria da Evidéncia & também conhecida como "modelo de
transfer&ncia de crenga’, Smets(1988).

Na seg3o 2, apresentamos conceitos gerais, e alguns espcificos,
da Teoria de DS necessdrios a explicagao dos processos de
combinacgd de evidé&ncias tratados neste trabalhao. -

Na sec3o 3, analizamos as diversas formas de representacdo de
crenca e o custo de conversio de uma respresentagdo para outra.

Na segio 4, sugerimos algumas heuristicas que podem minorar o



esforco de combinac3o de evidBncias.

Na secdo 5, propomos alguns algoritmos para combinagdo de
pvidéncias envolvendo pelo menos uma fungdo bayesiana, & um
algoritmo para combinar fungfes politdmicas. Comentamos os

algoritmos de Barnett(i?ﬂi) e 0 de Shafer & Logan(i987). Como este
dltimoe Foi descrito parcialmente em termos de seis rotinas
basicas, nos estamos propondo um algoritmo completo usando as seis
rotinas propostas. Este algoritmo, como proposto, tem complexidade
de tempo gquadratica no fator de ramificacg3o da arvore tleg
hierarguia, e nao linear como Ffoi afirmado por Shafer &
Logan(1i287). Um algoritmo, com projeto baseado no paradigma de
orientagao a ohjetos e explorando os conceitos de refinamsnto e
condensacao de quadros de discernimento, foli proposto por Silva e
Milidid(198%9), apresentando complexidade linear na quantidade de
elementos do quadro de discernimento © do problema.
Na segio &, concluimos, comentando " as  vantagens e desvantagens

qQue, an nosso ver, a teoria da evidéncia apresenta e tambeém
enderecamos o0s interessados a topicos pouco explorados na

literatura.

2. TEORIA DE DS
Nesta segao damos uma visdo geral dos tépicms da Teoria de DS
julgados importantes para a descricd3o dos algoritmos @ heuristicas

tratados neste trabalho.

2.1 MASS5A BASICA DE CRENGA

00 Enfoque de Shafer(1974) enfatize a representacdoc dos graus
de crenca com que um corpo de evidéncias suporta as proposicdes do
quadro de discernimento ® ¢ 0 processo de combinag3d3o de dois
corpos distintos de evidéncias. Contudo, nada ¢ dito acerca de
como quantificar a crenca de alguém, nas proposicoes de @, dada
uma peca de evidéncia. Levando em.éonta isto, e‘o fato do processo
em s1 ser epistémico, ficamos livres para usar qualquer artificio
que nos  aprouver: nossa intuigao, ou qualduer ferramental
probabiiietico. Desde que respeitemos os axiomas badsicos da fungio
de crenga, podemos usar todo o conhecimento de gque disponhamos

para quantifificar a nossa cren¢a face a evidéncia disponivel.



0 conjunto © & uma disjungdo das suas proposigoes elementares,

e cada subconjunto A de ® também & uma disjuncdo das proposigoes

nele contidas. Se A,BC®, @ ACB, entd3o A > B, isto e, a
disjungdo A implica ra disjunc3o B8, Suponha que a € ©® geja a
proposicao verdadeira, entgo todos os suconjutos de ©® gue contém a
também sdo proposigies verdadeiras. Entretanto, a Unica proposicdo
elementar de ©® que é verdadeira & desconhecida.

Podemos representar a nossa incefteza, em relacdo a proposicio
verdadeira de ©®, atraveés de uma distribuic3o de probabilidades de

‘um conjunto aleatdrio X tomando valores no conjunto das partes de

@, 29, definida como

Prix=¢1=0;

0 S Prix=al =< 1, Yac®
L PLx=A] = {
ACO
Essa distribui¢3o de probabilidades & resultante de um

mapeamento, epist@mico ou nd3o, do espaco de evidéncias E para o
conjunto das partes de ©. No jargao da Teoria de DS, a

distribui¢do de probabilidades do conjunto aleatdrio X & renomeada
- por uma fungdo chadlada de probabilidade bdsica associada, contudo
nos preferimos chama-la de massa  bdasica d? crenga (mbc) poir
lembrar o carater epist@mico do seu processo de obtengdo. A mbc m-
associa a cada subconjunto de © uma massa de crenga que e apenas
dele e n3o dos seus subconjuntos proprios. 0 valor m(a) & o
suporte com que as evidéncias favorecem a disjuncdo AC®, A mbc m:
2% 10,13, é definida por '
m(a) = Prix=al, Vac®
e goza das seguintes propriedades:

i. m() = 0

ii Z miay = 1
<O

A mbc m pode ser considerada como uma generalizagao da

densidade de probabilidade.

Exenplo: Sejam {1,2,3,4,5,6) 0 espago amostral -associado ao
lancamento de um dado D n3o-honesto, e © = {6’.L 15156}, onde cada
Qi € uma proposigaoc do tipo "O resultado do lancamento & i) . Feito

o lancamento do dado D, antes de conhecermos o resultado, a nossa



crenga na hipotese de que cada proposicdo de @  possa ser
verdadeira é dada por
2/%, se L e par
m(Ek) =
1/9, se Lt & impar
Neste caso m & uma densidade de probabilidade. Mas s& as
evidéncias de que dispomos s3o tais que sO nos permitem avaliar m

como
' 2/3, se a={(6_,8_,6 )
m{A)=

1/3, se A=0

e se tomamos {{& 8,,8,3,48,,6,,8,, @ } como o espago de eventos, =

47
a fungdo Cr como a fungdo de distribuicdoc acumulada de m, temos
que

Cr(®) = 1 # m({91,92,93}) + m({94,95,963) = g/3
Logo m ndo € um fungao de denéidade, e nem Cr wuma distribhuigdo
acumulada no sentido convencional. Mas Or e m  estdo relacionadas
univocamente.

:

Do exemplo precedente fica clara a ideia de aque a mbo m &  uma
generalizacdo da funcdo de densidade de probabilidade. MNa dltima.
situacdo m({@_,8,,8 })=p/3 e m(®)=1/3, nos estamos representando a
nossa ignorancia. Isto &, 2/3 da nossa crenca favorece a disjungdo
8~ v,8_ . E, 1/3 da nossa crenca beneficia a disjuncde ©, pois
qualauer das proposicdes elementares pode ocorrer, e nada sabemos
que possa  favorecer uma particular disjungdc, alem das
especificadas. ‘ ' '

Verificamos, do exemplo precedente, que . nem todos (]
subconjuntos de ©® tem massa de cren¢a positiva para uma particular

mhe m. Assim, uma maneira compacta de representar uma dada funcdo

de crenga Cr & atraveés da sua mbo m, guardando apenas 0S
subconjuntos 4 de @ que tem m(a) ) 0. Deste modo, a funcgde de
crenca Cr pode ser representada por M = (@, F 1), onde ‘

. ® & um conjunto finito de proposi¢Bes mutuamente exclusivas;

« F = {a|m(a)>0) & o conjunto dos elementos focais de Cr,
Chamado de conjunto focal; e

« w:F —s (0,11 & uma restri¢do da mbc m ao conjunto F, isto

’

&, MCa)=m(a), YaclF,

841



0 menor subconjunto N de ©, tal que . Cr(MNy=i, & chamado de

nicleo da fun¢do de crenga Cr e & dada por

N =U a
aclF

2.2 FUNCAQ DE CRENGA

Uma fungido Cr:8®-*ﬁ £O,1]1 que atribui graus de crenga Cr{a),
para cada subconjunto A de ©, & chamada uma fung3o de crenga se, e
50 se, existe um Subtonjunto aleatorio x de ®, n3o vazio, tal que

' Cr(a) = Prixcal, VYac®

Como para cada fungdo de crenga Cr existe apenas uma fun¢ao mbc
m, g vice-versa, nada mais natural gue possamos, dado [
conhecimento de uma, calcular a outra. As formulas abaixo

gstahelecem estas relagles:

L, Prix=B]

Cr(ay =
BCA
= ¥ mu), Yac® | (2.1
BCA :
i |a-n |
m(a) = Z -0l Cr(e), Yac® (2.2)
BCA

A formula P.1 nos diz que a crenca em um dado subconjunto A de
© ‘é obtida pela soma de toda a mbe distribuida eqtre os
subconjuntos proprios de A, mais a mbc atribuida ao proprioc A, Ou
seja, 0 nosso crau de crenga em A & igual a soma de toda a massa de

crenca que fol distribuida entre os subconjuntos de A,

Exemplo: Sejam ©® = {a,b,c} e a={a,b}. A tabela 2.1 ilustra os
valores da mbc m e da sua correspondente fungdo de crenga Cr em

cada subconjunto de @,

m Cr
a 14/6 i/6
b 2,6 2/6
A a/6 1
c o o
® o 1
Tabela 2.1

No exemplo precedente, 0s Unicos subconjuntos de © que possuem

massa sao {al),{b) e a={a,b}. A estes subconjuntos da-se o nome de



elemnsntos focais. A unido dos elementos focais de uma dada fungio
‘de crenca constituem o seu ndclea N, e 3 crenca Cr(N) @& igual a 1.

Na fungdo de crenca dada pela tebela 2.1, a proposicao 4 &€ também
o ndcleo de Cr.

Para calcular a creng¢a uéanda a formula 2.% € necessario, e
suficiente, considerar apenas os elementos focails gque sejam
subconjuntos do conjunto para o gual se query qgquantificar a crenga
Cr. Da tabela 2.1 temos Cr(a) = m(a) + m(a) + m(b) = 1.

‘A formula 2.2 @ muito Gtil em situacles em que se tem apenas 0s
valores da func3o Cr, porém deseja—-se a fungdo m. Ainda da tabela
2.1 temos:

176

i

m(a) = Cr(a)
m(b)= Cri(b) = 2/6

m(ay= Cr(a) - Cr(a) - Cr(b) = 1 - 1/6 - 2/6
876 ‘

il

A ideéeia da formula & tomar a crenca do conjunto 4 e subtrair as
massas de crencas dos subconjuntos proprios de 4 e ai se obhtém a
massa de crenga que € especifica de 4.

Voltando aos axiomas da fungdo de crenca, formulas 1.5 a 1.7,
podemos verificar gue a funcioc Cr dada pela tahela 2.4 os  atende.

Vejamos:

li

0
m(a) + m{a) + mi(b)

/6 + 1/6 + 2/6 = 4

1. Cr(é
2. Cr(®)

il

3. Seja a colegldo a4, {a) e {(b), entdo
Cr (aU{a)YH{B1)2Cr (a)+Cr (a)*+Cr (b)) ~Cr(a)-Cr(b)
Cr(a) = Cr(s)
Seja agora a colegao {a) e {b), entdo
Cr({aXuU{b}) = Cr(a) + Crb)
Cr(a) = Cr(a) + Cr(b)
-1
1

Cr(a) + Cr(b)
176 + 2/6 = 1/2

v

v

Mais uma vez constatamos que a terceira regra & que permite a
representacd3o da ignorincia, pela introducdn da desigualdade. Ela

& que efetivamente torna a Teoria de D8 diferente do enfoque

Bavyesianista.



2.3 SO0MA ORTOGONAL

Sejam X, ¥, subconjuntos aleatorios n3o vazios do gquadro de

discernimento ®. Suponha que X e %, sejam probabilisticamente
independentes, e que PrEX1ﬁX2¢¢]>O. Sejam Cr1 e Crz fungoes de

crengca com mbc moem respectivamente, dadas por

zl
= = A4 .
¢1<A1) Prix =41, ACO; e
m, (A ) = Prix =41, Vg <@,

"Ent3o a crenca Cr=Cr @Cr,, resultante da combinagdo de Cr, e Cr,,
tem sua mbc m dada por

m(a) = Pr[xiﬁ ﬁ!=Al§ M % xgh]

A combinacdo de duas fun¢des de crengca pode ser formulada em
termos evidenciais do seguinte modo. Sejam Cr1 e Cr, duas funcgtes
de crenga, sobre o quadro de discernimento @, representadas por J&

e M, respectivamente. Se

2'
K = p> A A
= - H (A ) M, (A ) ) O
A Na_#g
1 2 T
A1eﬂ-1 ) Azer
Entdo
ma) = KL H (A ). M (A, VYac®, axp
AiﬁAZZA

a &F g a &F
1 1 2 2

Onde m @ a fung3o de mbc associada a.Cr, e Cr=Cr1®Er2 & a sSoma
ortogonal de Cr_ e Cr,, cuja representacdo & dada por M = {©,F u}p
A soma ortogonal de Cri e Cr, esta definida somente se o fator de

- . ) -1 .
renormalizacao K(®, isto e, K 0. Shafer (1976) define.0 PEso do

conflito entre Cr1 e Crz como sendo o log Kk, 2 o0 denonta por
Con(Cri,CrZ), Este conflito @€ zero quando K & igual a 1, e
infinito (@) quando K é infinito. Neste dltimo caso Cr1 e Cr, nao

530 combindveis.

A regra para formacido da soma ortogonal é chamada de regra de
Dempster . A soma artogonal tem um papel similar ao dé quarta regra
de condicionamento de Bayes, formula 1.4, Atraveés dela podemas
atualizar nossa crenga a vista de novas evidéncias. 0 nome
ortogonal lembra independBncia. 0 pressuposto basico para e usar

esta regra de combinacio @ que as crencas a serem combinadas sejam



suportadas por corpos distintos de gvidéncias, sSem 0O gue, o
processo de combinagdo leva a enviesamento. Isto e garantido pela
independéncia dos conjuntos aleatorios X1 e Xz. 0 exemplo a seguir
ilustra o processo de combinagdo de evidéncias.

Exemplo: Suponhamos que em uma dada regido existam apenas 3 tribos
indigenas: Selva, Dia e 8a. Estas trihos s3n  arredias.
Inicialmente nada se conhece sohre as caracteristicas e quantidade
de individuos de cada tribo. Mas sabe-se que ha indios gue sdo
antropofasncs e outros nao. Uma pesguisa foi realizada para se
conhecer mais sobre estas populagfies. Apds a pesquisa passou-ss  a
conhecer as caracteristicas dominantes dos membros de cada tribo.
Inclusive identificou—se a tribo Selva como sendo a Gnica que
pratica a antropofagia.

Um indio foi visto nas cafcanias de uma fazenda. Devido a
dist3ncia nenhuma das suas caracteristicas foram observadas. A
pergunéa que se formula & "a qual tribo o . indio pertence?". 0
conjunto de respostas possiveis é dado palo quadro - de
discernimento @ = {"pertence a tribo ¥ |%e(Selva, Dia, Sa}.
‘Camo hd uma correspond@ncia uma & um entre o© conjunto © e o
conjunto {8Selva, Dia, 8a}, nos usaremos QEEte Ultimo Por
facilidade de notacia. A fungdo de crenca que representa o estado
de igrnordncia inicial e sua mbc s3o dadas abaixo:

Mm@ =1, e Cr(® = {

Iato significa que a crenga de que o Indio pertenca a uma
particdlar tribo & zero. Mas seguramenﬁe ele pertence a uma das
tribos.

Posteriormente as seguintes caracteristicas foram observadas:
altto, clourado e olhos prelos. As caracteristicas sdo evidéncias
que levam as seguintes crengas:

Allo: A evidéncia altura nos da a seguinte crenga

Cri({selva, Dia})=0.8, e Cr,(®)=1

E a fungdo de mbc m correspondente &

mi({Selva, Dia}) = 0.8 e m (®) = 0.2
Alourado: A evidéncia Cor dos cabelos nos da a seguinte

distribuicio de mbc:

mz({Dia, Sar) = 0.7 e mz(@) = 0.3



Olhos pretos:. A cor dos olhos nos dd a seguinte distribuicdo de
mbc: . '
m ({Selva, 84)) = 0.9 e m_(® = 0.1
Como combinar estas evidéncias de modo a atualizar a nossa
crenga inicial? A combinagcio se da com duas funcles por vez, a
ordem é irrelevante, pois a soma ortogonal & associativa e

comutativa. A figura 2.1 ilustra a combinac3o da fungdo de crenca

vacunsa Cro com a fungdo de crenga Cri, dada pela evidéncia
Al tura,
1
mi\mo I ®
0.8 0.8
<Selva,Diad> <{Selva,Ddia>
0, 2 0,2
© ]

Figura 2.1 Cro@Cr1

Nos combinamos as crengas Cro e Cri, via soma ortogonal,
fazendo a intersecho de cada elemento focal de Cr0 com todos as
elementos focais de Cr1 e a mbc dos elementos da interseccdoc e
obtida pelo produto das mbc dos elementos intercedidos. Nos
indicamos esta combinagdo pela formula Cr‘Di = Cro‘@ Cr,. A nossa
crenga face a evidéncia Altitura & dada agora por Cry,: cuja
mbe é@ dada por

S 1 = . Dy =
m01({oelva,D1a}) 0.8 e m01( =0 .2
Com este resultado combinamos a evidéncia Alourado, que gerou a
fungdn de crenca CFZ, cujas operagdes sao ilustradas na figura

2.2. Esta combinagdo gera a fun¢cao de cren¢a Cr012 @ sua funcao de

mbhc, Mgz Combinando, agora, a crenga Cr
0.8 c. 2
<{Selva,Dia> @
mz\m01 .
0.7 0. 56 C. 14
Mhia,Sa> <{DiaX <Dra,Sa>
a. 3 0. 24 C. 06
@ (Selva,Dia> @

Figura 2.2 Cr01$Cr2

10



O, Z4 O. 14 O. 855 [ I
m \rn . . . :
3 Oiz {Telva,Diad> {PilLa;Sa> LDt a> ©
0. 0. 216 0. 126 Q. S04 0.0%54
{Selvo, Sa> <selva> (Sa> @ Selva,Sad>
. 4 Q. 024 TG.044 . 056 0. OG
© (Selva,biad> <Dia,sSad> <Diad> (&)

Figura E.BCH}M2$ Cry

Nesta Ultima combinacd3c apareceu uma dificuldade: a intersecgio
de (Selva,B5a) e {DiaY é& wvazia, e ha  uma massa associada an
conjunto vazio. Mas uma das propriedades da mbc m é que m(¢)=0.
Quando isto acontece nos ignoramos o wvazio e renormalizamos a
funcao de mbc de modo a+- que ela continue atendendo aocs seus
axiomas, conforme prevé a soma ortogonal. Assim a‘{unQSD de crenga

resultante & dada pela tabela 2.2.

m Cr

(stelvad> 0. 436 0. 426
<Pia> 0. 148 0. 143
{sa> 0. 254 0. 254
{Selva,Sad> o, 1090 . ?39
(Selva,Diad> ©.048 Q. 507
<pPia,Sa> 0.028 0. 3905
® 0.012 i

Tahela 2.2 CrO@ Cr1@ CrzGa Cry

2.4 PLAUSIBILIDADE E NOMERD COMUNITARIO
Duas outras importantes medidas, assim como a fungdo de crenca,

 sdao macropropriedades da fungdo de massa basica de crenga, mboc. A

Pl(a) = { — Cr(a)

= m(B) ~— 2 m(s)

BCO BCA

= }' m(B) , Vac® (2.3
silazgp

logo, de 2.1 e 2.3, temos:
Cr(a) = Pl(a)

i1



primeira & a plausibilidade, que & identificada no trabalho de
Dempater como limite superior de probabilidade. Com esta medida
nos podemos estabelecer um  intervalo de crenga para cada
Proposicdo ou subconjunto de proposicBes. Ela se relaciona com a
funclo de crenga via a formula (2.3).

Assim a crenca em uma dada proposicao A pode ser melhor
caracterizada pelo intervalo [Cr(a),Pl1(Aa)]. A plausibilidade pode
ser interpretada comeo sendo a extensdo do erro que se comete por
refutér A Con?orme Pearl(1988), Pl1(A) representa a probabilidade
-de. & ser compativel com o corpd‘de evidéncias que suporta a fungido
de crenga Cr. Isto &, a proposigcd3o 4 ndo pode ser negada e @

possivel com chance Pl(a). 0 intervalo

Pl(a) — Cr(a) = 1 — [Cr(a) + Cr(a)1 2 0

representa a probabilidade de ambas as propaosigdes A e & serem
compativeis com as evidéncias que suportam Cr.

h Na tabela 2.3 reproduzimos a mbc & suas macropropriedades para o
problema das tribos, exemplo da sec3o 2.3 e extens3o da figura

2.2.

m Cr Pl . Q
<selva> _ 0. 436 0. 430 0. 605 0. S03
<pia> 0.113 0,143 6.201 0. 201
<Sad> . 0.254 o 0. 254 0.403 0. 403
<Selva,sa> o. 109 0. 799 o.887 o. 121
<(selva,Diad> 0,048 0. 507 0.7406 O. 060
<{Pia,Sad> o, 028 O, 395 0.564 O. 040
© c.012 1 1 0,012

Tabela 2.3 Macro propriedadas de Cro123

A segunda medida de crenca, macropropriedade de mbc, & a fungdo
comunitdria, representada pela letra Q. Ela aparece na tabela 2.3.
Fsta fun¢do mede toda a massa de crencga que esta livre para migrar
para os elementos de uma dada proposigdo. Na - tabela 2.3
G({Selva,B8a)) diz gque ha uma massa de crenga igual a 0.1i21 livre
para micrar para os elementos Selva ou 8a, dependendo das novas

evidéncias que possam surgir.



2.5 TIPOS DE FUNGCOES DE CRENGA

A seguir sdo definidos alguns tipos de funges de crenca que
apresentam propriedades relevantés para a construcdo de algoritmos
de combinacdon de evidéncias. Todos os exemplos éergm dados  por

fungoes de crenga Cr, com mbc m, definidas em © = {a,b,cl}.

Fun¢§o de suporte

Sejam Cr uma funcdo de crenga, m sua mhc, F seu conjunto focal,
e N o seu ndcleo. Se NelF, isto &, m(MN))0, ent3o Cr & chamada de
func3o de suporte.

Exemplo: A funcao Cr com m({a})=1/4, m({a,b})=2/4 e m(@)=1/4.

FungZo wvacuosa

Sejam Cr uma fungdo de suporte, e ' seu conjunto focal. Se
F = {®, isto ¢, o unico elemento focal de Cr € ©, entdao Cr & uma
fungdo de crenca Vacuosa. v

Exemplo: A fungd3o Cr com m(©)=1.

Fungﬁé de suporte simples (fss)

Seja Cr uma funcdo de suporte, e F  seu conjunto focal. Se
F ¢ {4,0}, isto &, Cr tem no maximo um elemento focal A ¥ 6, e
A # &, ent3o Cr & chHamada de fungd3o de suporte simples (fss). O

elemento focal A é conhecido como o foco de Cr.

Exemplo: A fungdo Cr com m({b,c))=2/3, e m(®)=1/3.

FungZo dicotSmica

Sejam Cr uma fungdo de crenca, e [F  seu conjunto focal. Ge
F < {a, a, ®, Isto &, qualquer elemento focal de Cr & um membro
de {4, z,>@}y entao Cf & Chamada de funcdo de crenca dicotdmica
com dicotomia {a, AY. As fungBes vacuosas e de suporte simples sao
casns particulares desta fungio.

Exemplo: A fungdo Cr com m({a,b})=1/4, m({c))=2/4 e m({(@)=1/4.

Fungfo de crenga politbmica

Sejam Cr uma funcdo de crenga, F seu conjunto focal, - e
Q = {Ai.Az,...,Af) uma particdo de ©. Se WC{Ai,Az,,..,Af,@}, entado
Cr & dita uma fungdo de crenca politdmica definida em Q. As

fun¢des de crenca vacuosas, de suporte simples e dicotfmica s3o
casos particulares desta funcao.

Exemplo: A fungido Cr com m((a))za/ﬁ, m({h,cI)=1/5 & m(@)=2/5.

13



Fung3o de crenga bayesiana

Seja Cr uma func¢do de crenca na representacdo M = (O,F ). 0
funclo de crenca Cr & dita ser bayesiana se para cada aef, AEO
Isto e, todos os elementos focais de Cr sdo atdmicos. Outra

maneira de identificar uma funcado bayesiana & ver se ela tem as
trés propriedades dadas por (1.1), (1.2) e (1.3). "
Se Cr é\bayesiana, entdo todas as assercdes a seguir s3o

equivalentes:

1. Cr é& bayesiana

2. Todos os elementos focais de Cr s3o atBmicos

( Yac®, m(a))0 —> |a|=1 ) |
3. Cr(a) = Pl(A), Vac®
4. Cr(a) + Cr(a) = 1, Yac®

DefinigZo.: Uma fungdo Cr €& bayesiana se, e somente se, existe uma

funcdo p:® —> 0,11 tal que

L oe(8) =1 e Cr(a) = L p(8), Vace®
Be® Bea
A fungdo de crenga Bayesiana atendg aos axiomas 1.1 a 1.4, a

esquema de atualizagdo de crenga usa a regra 1.4. Assim, se temos
@, um gquadro de discernimento, & uma disgribuicgo de probabilidade

p definida em ©, tal que 0% p(x) = 1, Vxe®, e
i P x)y=1;
Xe®

e sabemos que a resposta a nossa pergunta esta num certo BCO,
entdo devemos atualizar nossa crenca em cada elemento de © dado o

conhecimento da ocorréncia de B. Pelo teorema de Bayes temos:
p(%/B) = p({x}Ma)/p(B), Yx=O

Isto squivale a atribuir probabilidade zero para os elementos

fora de B, e renormalizar os elementos em BB pelo tator

p(B) = 3 p(X)
Xe&B

0 exemplo a seguir mostra gue a soma ortogonal & esguivalente a
regra de condicionamento de Bayes, guando a fungd3o de crenga Cr @

bavesiana.

14



Exemplo: Seja Cr_ uma funcdo de crenca bayesiana definida em
® = {a,b,c), com mbc p dada por '
' pla)=1/3, p(b)=1/3, e plc)=1/3
Uma nova evidéﬁcié surge dando origem a fun¢do de crenca Crz, com
mbc P,, dada por
' P,({a,b}) = {

A crencga atualizadab{ace‘a nova evidéncia & dada no caso (a) pela
aplicac3o da regra de condicinamento (1.4), e no caso (b) pela

soma ortogonal, e o resultado em ambos os casos s30 idénticos.

(a) Aplicando a regra de condicionamento
plasfa,bl)=p(a)/p({a,bd) = 1/3/2/3 = 1/,
‘p(b) = 1/8; e

0.

it

pl(c)

(b) Aplicando a soma ortogonal

173 1.3 1.3

P, \P | a2 b c
ES 473 1.3 4/3

{a,b’ a. b ¢

normalizando vem
pla) = 1/2, p(h)=1/2 e p(c)=0

Mas quando uma funcio de crenga tem elementos focais nao
atbmicos ela deixa de ser bayesiana, & a correspondente funcdo de
mhc nio & mais uma densidade de pProbabilidade. Por exemplo, se
O={a,h),e m(®f=174, m(a)y=p/4 e m(b)=1/4, obviamente isto n3o & uma
densidade de Probabilidade pois Pr(®=m(a)+m(b)*{. Contudo m & uma

auténtica funclo de massa basica de crenga.



3. REPRESENTACARD -DE FUNGCGES DE CRENGAS

Ha diversas formas de representar uma fun¢do de crenca, todas
conversiveis entre si. A seguir detalhamos as representagdes e 0
eqforco de conversao entre elas.

Na analise de complexidade, nesta e em outras se¢gdes, levamos
em conta que a lista das proposicfes elementares de O, 91,...,9h,
estao ém correspondéncia com o0s naturais de 1 a n. £ as operagles
sobre os subconjuntos de @ serdo em Eermog destes numeros e de um
vetor Y com n posicOes. Assim a.interseccﬁo unido e continéncia

tém- complexidade de tempo O(|®]).

3.1 MASSA BASICA DE CRENGA

A representacio de umé fungio de crenga, em - termos dos seus
‘ elemenﬁos focais e da mbc a eles associada, & dada por 4 = (®,F )
e esté especificada na segd3o 2.1. Via de regra, tem—-se poucos
elenentos focais para uma dada fung3io de crenga. As fomulas de
conversdo de M para a fungdo de crenga Cr, fungdo de

plausibilidade Pl, e funcdo comunitaria Q, sdo dadas a seguir.

Cr(a) = E H(e) ,VAcO (3.1)
8A
selF
Pl(a) = Z H(B), VAC® (3.2)
AlIB #,
BelF
Q(A) = p(s)y, Vace (3.3)
<IF,
ACH
0 esforgo de conversdo, apenas para uma dada proposicio ac®, &
estudado abaixo:
Crenga
A complexidade de tempo para se obter Cr(a), a partir de M, e
OClF| . Jaly, se |a|»1 e é igual a 1, se |al=1.

Prova: Supondo IAI>L, ent3o (a) 0 nimero de somas na formula 3.1.
& dado por

k_Scz kl(XEWWXCA}l = kIWI

(b) 0 esforgco para se obter os SC elementos focais, contidos em A &
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dado por : v v
k0= k@] [af+ 0] [al+]F[> = cclo]«|al+|F|al+|F]>
Onde
. H:CXGWI 115 1A1} & o conjunto de elementos focais  com
cardinalidade menor ou igual a tatl;
. |e|+|al+|0]|a] ¢ © nimero de comparacSes e atribuicBes
necessarios para se abter os $c elementos {focais contidos em
A, ja gue apenas os %€l 3o verificados se estd3o ou n3o
contidos em 4;
. 830 necessarios |F| comparacBes para se determinar 0s
elementos do conjunto 0, e,
- k é o esfor¢o maior entre as operagoes de soma, comparagdo e
atridbuigdo de inteiros. ,
Assim de (a) e (b) temos k($c+ UC)S Ek]F[+k|F||AI+ki®|+k]Al o que
da uma complexidade OC|F|.|al).
Plausibilidade
A complexidade bara obtencdo de Pl(a), a pértir de M, &
oc|F |- |e]>. |
Prova: (a) 0 nimero de somas na formula 3.2, & dado por
k| ¢l | xramgy | = k||
(by O esfofco necessdrio para se obter os elementos focais com

intersec¢Bes nd3o vazias com A & dado por

Kfo] v fal ) %D S wCjo] Al [FlleD
=1
CAssim, de (a) e (b) vem o esforgo Kk(|[F|+|0[+]|al+|F[]@]} o que
implica em uma complexidade 0(|F|.|@|}.
Comunitario
O complexidade para se obter o numero comunitario Q(4) para
uma dada proposic3o 4, a partir de M, & OC|F|. |@]D.

Prova: (a) 0 nimero de -somas na formula 3.3 & dado por
;<|Ul=k|{x<=.[}-'| acxy | = HPF'
(b) 0 esforgo necessario para se obter os elementos focais que

contém A é dado por
kC|@[+]al+E ([x]|+]a])d = k(|@]«|a| +|F[([O]+[a]D
xel

Assim, de (a) e (b)) temos um esforco de k(]@]+|AI +
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[Fl¢|e|+|a]>+]|F]) que implica em complexidade OC|F| |©])
Ainda que ndo pareca razoavel, podem haver aplica¢cOes em que se
fagam necessario as medidas acima para ‘cada subconjunto de ©.

Neste caso, temos que a complexidade & OC|F|.|@|.]E®|).

3.2. FUNCXO DE CRENGA
A representacdo de crenca, pela fungdo de crenca Cr, & dada por
= (®,C,[), onde
. ® ¢ 0 quadro de discernimento do problema.
. € =.(ac®| Cr(a) )0}, Isto é , € & o conjunto de todos os
subconjuntos de ® com crenca maior que zero.
- [:.C —==> (0,11 & uma restricdo da fungdo de crenca Cr ao
conjunto €, isto &, {(a)=Cr(a), VYacC,
Podemos afirmar que. a representacso:M & mais compacta gque a
representacdo 8, pois todo elemento focal tem crenca positiva e a

unido de gquaisquer dois elementos focais também tem crenca

positiva. E mais, qualquer subconjunto de 0, que contenha pelo
menos um elemento focal, .também, tem crenga positiva, . logo
IFls|c].

As conversdes ddsta representagd3o para as outras medidas s3o

dadas pelas formulas abaixo.

m(aA) = z (—1)lA“B| {(my, Yac®
- TV '
BeC

Pl(a) = 1 - {(a), NVac® g aeC

Qa) = Z (—1>'B| {¢m), Yac®
BZA B ’

, BeC

A complexidade de convers3o para a mbc m(A) ou para numero
comunitario Q(a) & OC|C|. |®]|). Enquanto que para calcular P1(A) o
esforgo e constante. As provas pode ser dada de maneira similar

aquelas das conversoes da representacdo JM,

3.3 FUNGCAD COMUNITARIA
‘ A representacin da crenca usando a fungdo comunitaria & dada
pela tripla @ = (®,Q,9) . Onde ‘

. ® & &6 quadro de discernimento
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. @ = {XC@I Q(x)YY0, x#¢} & o conjunto de todaos os subconijuntos
de ® com nimero comunitario maior que zero.
« &:Q —> (0,13, & uma restricdo de Q@ ao conjunto @, isto
&, S(ar=Qra), Vael,
Da representacdo Q podemos podemos converter para as cutras

medidas conforme as formulas abaixo:

i

Cr(a) 2 i—i)lnl S(r), VYaco®
Yol N

e

Pl(a)

E (-—1)IBI+1 S(r), VYVac@®
Baoa, ‘ '
BHPp,

BeR

Nesta representagio o esforgo de conversdo, para cada ac®, e

OC|®[ . |@]), tanto para Cr(a) quanto para Pl(A),respectivamente.

3.4 FUNGAOQ DE PLAUSIBILIDADE
A representacio de crenca usando a plausibilidade e dada phr
P = (®,P,p), onde V '
- © ¢ o qusadro de discernimento,
. P o= (xc®|P1(%))0} & o conjunto de todos os subconjuntos de ©
©que tém plausibilidade maior que zerao.
« 2:F —= (0,13, & uma restrigdo de Pl ao conjunto P, isto &,
P(a)=Pl(a), VaelP,
Da representacdo P podemos calcular as outras medidas pelas

formulas abaixo:

Cr(a) = { - p(;)' VacO® @
Q(a) = Z (-1, 1213 p(m),  Vac®
CA,
nelP

A complexidade para se determinar Cr(a), & constante, e para se
determinar Q(a) & OC|R|. |e]). |

0 esforgo de conversao de uma dada representacao  para uma
medida de outra representagdo, apenas #ara uma dada proposigao,

tem complexidade, via regra, igual O(|®].|r]), onde N =(F, C, @, P,
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dependendo da atual representacio. Entretanto, para atualizar a
crenca via soma ortogonal e necessaria a representadao A, ou entdo
através da fungao comunitaria. Portanto se a representacdo esta em
termos de M ou Q nenhuma conversdo se faz necessario para fins de
atualizagd3o da crenga. Contudo a representagiao # & a ' mais

recomendada, por ser a mais compacta.

4. HEURiISTICAS
4.1 ESFORGO DE COMBINAGZO

Sejam Cr e Cr, duas funcBes de crenga, E} e Wz,
respectivamente, seus conjuntos focais. Sejam n=|F1| e k=lW2':
entdo a soma ortogonal Cr @Cr_"tem n.k interseccBes, tem no maximo
2n.k produtos e n.k somas, em funcdo dos vazios possivelmente
obtidos nas intersecgles. Supondo n=k, entdn o esforgo de somas e
produtos & da ordem de n° e de interseceSes ¢ da ordem de nzl@]. 0
que leva a combinacio de duas fungOes de crengas ter complexidade
O(nzl®i). Como consequéncia, se combirnarmos varias funeBes de
crenga, Cr1,...,Crk, durante o processo de combina¢do pode haver

uma fragmentacdo de elementos focais muito grande, em fungdo das

caracteristicas das fungBes de corencas envolvidas, a sOma

ortogonal Cr1®...®Crk » onde cada Cr, tem um nimero de elementos
. : .. . N ®

focais Ni='FLl' pode chegar ao maximo de min ([} _ N, [ |

elementos focais. Supondo N =N, Vi, entdo este nimero de elementos

. k RC) , ; .o
focais, N (=< |2 ') pode crescer exponencialmente com o numero de

fungfes combinadas. Por exemplo, todas as fungdes de crengas,
geradas pelas evidéncias disponiveis, do problema das tribos,
segan 2, tinha cada uma apenas B2 elementos facails. Entretando a

combinacan delas resultou em 7 élementos focais. Isto é,.todos 0s
subconjuntos do conjunto das partes de © @ um elemento focal,
exceto ¢. Por isto o processo de cbmbinacgo de crengas tem, em
geral, complexidade exponencial.

A ordem em que combinamos as fungdes de crenga ndo altera o
resultado final, pois a soma ortogonal @ associativa e comutativa.
Assim, se temos a soma Cri®Cr2$...@Crh, onde cada Cr; & uma v*uncgo
de crenga, podemos fazer uma permutacdo qualquer entre as fungdes
CFL e combina-las que o resultado final sera o mesmo. Entretanto.

deve haver uma ordem em que a fragmentacao dos elementos focais,
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durante os passos de combinacdo das fungfes Cr. com as fungoes
L
resultantes. intermediarias, seja minimizado, trazendo uma reducdo

do esforgo total.

Exenplo: Az combinagies ilustradas nas figuras 4.4, 4.2 & 4.3 =an

Cf e Cr

trés ordens diferentes de combinar as fungties Cr
4’ 2 2!

definidas em @ = {a,b,c}. A ordem (Cri®Cr3)®Cr2z, ilustrada na
figura 4.1, tem 22 atribuigdes/comparacdes, 4 produtos, e 1 soma.

0 que lhe da um esforgo menor ou igual a 23c. Onde c© & o maior

esfor¢co dentre as operacdes elementares de soma, atribuigdo,
comparagdo e produlo (de inteiros). A ordem (Crz$Cr3)@Cry
ilustrada na figura 4.2, tem 24 atribui¢bes/comparacoes, A

pradutoa; & B somas. O que lhe da um esforgo menor oud igual a 32c.
A ordem de combinacao (Crt@Cr2)®Cr3, ilustrada na figura 4.3, tem
esforcos 29 atribui¢les/comparacoes, 8 produtos e 2 somas. 0 que

lhe da um esforco menor ou igual a 3%9c.

23 1,3 ’ 4
M\ | ¢a,b) @ M Ms | ¢a, b}
1 2/3 173 Y 2/3 273
{a,b? {a,b> {a,b} : {b,c? {b}
1/3. 172
e {a, b}

Figura 4.1 (Cr1@Cra)®Cr2

\ 2.3 12 \ 2/3 13
P32 | (b, @ M Maa | (b)  (a,bd
1 2,8 1.3 2,3 I ar0 z/0
——
{a,b? {b2} {a,b? {a,bl} {b? {a,b?
' : 1/3 20 1,9
® | by {a,m
Figura 4.2 (Cr2®Cr3)@Cr1
\m 273 1/= \ 279 LA~ 2/ L7/
Ma e | (a,by © M Mz | (a,b> (b)Y {b,c) ©
2./3 4,0 z/0 1 z/0 P 2/0 . 1/9
{b,c? {b} {b,c} {a,bl {a,b} {b} {h> {a,bl?
13 2/0 PR
@ {a,bl @

Figura 4.3 (Cr1®Cr2)®CrS
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Mas a escolha da ordem sd terd importdncia se conhecermos

as caracteristicas das distribuigcBes de mbc de cada fungdo Cr, .
A

4.2 USANDO HEURISTICAS

A seguir exploramos a estrutura das fungles de crenga de modo
a minimizar o esforgo de combinacdo das mesmas. [sto & feito em
termos‘de um conjunto de premissas gque ajudam na redugac do

esforgco de combinac3o de evidéncias.

FungHo identidade: Se Cr, e Cr, s3o duas funcBes de crenga e Cr, &
uma fun¢do vacuosa, entdo Cri@ Cr2=Cr2.

Prova: Segue-se da soma ortogonal.

Nenhum esforgo precisa ser gasto nesta combinagio pois o

resultado @ conhecido a priori.

Fungdes com foco comum: Se Cr, e Cr, s3o funcles de suporte
simples (fss) com mesmo foco A, entdo Cr=Cr1®Crz tambem & uma
fungdo de suporte simples com foco em A,

Prova: Segue-se da soma ortogonal.

For msta assertiva, a combinac3o de funclies cam foco comum naa
gera fragmentacidc dos elementos focais. Assim, dada uma lista de
funcbes de crenga a combinar, deve-se substituir todas as fss  de
foco comum pela soma ortogonal delas. Isto minimiza o esforgo de
combhinagdo. Contudo, ha um esforgo adicional para se determinar
quais sao as fss, e, dentre estas, quais as que tém foco comum. 0O
esforgo para determinar se uma Fungio de crengca & uma fss e

constante, Isto &, tem ordem de complexidade O(1). E,> dado duas

fss, com focos A e A, determinar se elas tém ou ndo focos em

comum, A1= Az ou A1¢ A envolve um tempo de ordem linear no

2'
tamanho do maior foco entre elas. Isto e, oclal), onde
|a|=max(|a |, |A,]). O exemplo a seguir ilustra a combinac3o .de

duas fss.

Exemplo: Sejam ©® = <{a,b}, Cr1 e Crz fss com  mbc m,£ e m,,
respectivamente. Se Cr = Criﬁ Cr, & uma fung3o de crenga com mbec
m, entd3o a tabela 4.1 ilustra os valotes das mbe das fungoes

combinadas e da fungdo resultante.
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mi -ma2 m

F= 3 (=% o2 «51—&-52—-—5152

O 1-g1 1-52 (L-ci)(i-g2)

Tabela 4.1: Cr = Criﬁ’Crz

FungBes com dicotomia comum: Se Cr e Cr, 530  funcBes de crenca

1
dicotBmicas com dicotomia comum (4,4}, entdo Cr = Cr @Cr, & também
dicotOmica com a mesma dicotomia {a,Aa}.

Prova: Segue—se da soma ortogonal.

Por esta assertiva, a combinaciao de {functes de crenga
dicotbfmicas com dicotomia comum nao geara fragmentacaao clas
elementos focais. Assim, dada uma lista de funcfles de crenca a

combinar, deve-se substituir todas as Ffungbes dicotdmicas com
dicotonia comdm pela soma artdgonal delas. Isto minimiza o esforgo
de combinac3a. Contudo, ha um esforgn adicional para determinar
quais as fungfies da lista s3n dicot8micas e dentre estas quais  as
que tém dicotomia commum. 0 esforgo para se determinar se  uma
dada funcdo de crenga & dicotBmica ¢ de ordem O(|®|). E, dada duas
fungbes de crenca dicotBmicas, o esforgo para determinar  se elas
tém dicotomia comum ou n3o é O(|al), onde A ¢'o maior elemento
focal entre elas, exceto @ 0 exemplo a seguir ilustra a

combinagdo de duas funges de crenca dicotdmicas.

‘Exemplo: Sejam @ = {a,b,c,d}, Cr_, e Cr, fungBes de crenga com
dicotomia comum {{a,b), {c,d)}, e mbc dadas por
m ({a,b?)=1/3, m({c,d?)=1/3 e m(®=1/3; e,
m(Ca,b3)=1/4, m{(c,d?)=2/4 & m,(D=1/4.

Ent3do a mbec m de COr = Cr1@Cr2 e dado por

m({a,bdd=3/%, mlic,d?)=5/9 e m(D=1/9,

FungSes poliiBmicas sobre uma particfo comum: Ge Cr1 e Crz s3o

fungtes de crenca politémicas definidas em uma particdo Q={Ay

A, ..., &) de ©, entdo Cr = Cr,®Cr, ¢ também politbmica em Q.
Prova: Sejam F, F e F_ os conjuntos focais de Cr, Cr, e Cr,,
respectivamente. Pela soma ortogonal tem-se:

(1) Se @eﬂ-‘i o @e[Fz, ent3o F= uriu (le.

(2) Se ®€W; e ®£Wé, entdo F= Wz.
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(3) Se@ﬁsﬂri =3 @E[FZ' Exnts:io F Fi'
(4) Se @ﬁ?i e @&Wz, entdo F= E;n Fz_

Os quatro itens exaurem todas as possibilidades, e em cada deles

tem-se que WC{Ai, Ay ooor 8,9 Logo Cr € politdmica em €.

FungXo Politomia (M): booleana ,
(% M = (O, F 1) representa a fungdo Cr #)
var ¥Y: array [ 1..|®| 1 de booleanos ;
(¥ supoe-se que o compilador alogue o array
com todos os elementos setados para falso #)
Inicio ' h
Para cada ac(F\®), faga
Par# cada i€a, faga

Se‘wt= Verdeiros ent3o Retorna(fglso)

Senfo WL+ Verdadeiro ;

ReturnalVerdadeiro) ;

Fim 3

Figura 4.4 Algoritmp Politomia

Sejam f=lQ|, pela assertiva de fungdes politbOmicas sobre uma
.

particdo comum Q de ©, combinar um ntmero gqualquer dessas fungoes
naoc altera o limite maximo .de elementns focais da fungao
resultante gque & f+1. Assim dada uma lista de funcdes de crenga a
combinar, deve-se substituir todas as Ffunges politdmicas sobre
uma particdo comuh de ©® pela soma ortogonal delas.'Isto minimiza o
esforgo de combinacga,ie mantém a fragmentagdo de elementos focais
da fungdo resultante sobre controle. Mas ha um custo adicional
para identificar aquelas funcBes que =do politémicas & dentre as
paolitdmicas identificar aquelas que s3o definidas sobre uma mesma
particdo. 0O Algoritmo Politomia, ijlustrado na figura 4.4,
determina se uma fungido de crenga, na representacd3o M, &
politdmica ou ndo a um custo de ordem linear O(Iel). £, Dado dﬁaé
fungBes politdmicas, O algoritmo PartigBoPolitdmica, ilustrado na’
figura 4.5, determina se elas estao definidas sobre uma mesma
partigio de © ou n3o, em tempo de ordem linear ocle]d.

Observa—-se que este procedimento pode dar verdadeiro para Cr1 e
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Crz, Cr, e Cr, e falso para Cr, e Cr,. Assim, se Cr, e Cr, Sa0

definidas na mesma parti¢do, o prdoximo teste .devera ser feito

entre Cri@Crz, e Cra, evitando falsas inferéncias.

Fung 3o Partig3oPolitSmica (J%’li, sz‘): booleana ;

(*-ﬂi= (@,FL,Hi) representa a funcdo Politdmica Cr; %)
Var ¥, T: array [ t..|®| 1 de inteiros

(¥ suppe-se que o compilador aloque o array

com todos os elementos setados para Z€9ro a)

Inicio
net «<—— 0 ;
Para cada AC(Ti\@), faca
Inicico
ne < o

nef < nef + 1 ;
Para cada ie€a, faga

Inicio
ne € ne + 4 ;
U~ <« ne+t i
v
Fim ;
V. « -~ ne ;
L
Fim

i

Para cada AC(FZ\@), facga

Inicio
ne e 0
nef <<—— 0 ;
Para cada i<a, faga
Inicio
ne <« ne + 1 ;
Se H. ) € ne = i ent Zo ne-f @*»—Ui ;
1 .

Se T. # pnef, entZo Retorna(ralso)
1

i

Fim
L o nef ;
Se "1y WL¢ ne, Retorna(fFaglsn) ;
Fim ;
Retorna(Verdadeiro) ;.
Fim_;

Figura 4.5 Algoritmo PartigXoPolittmica

Redug3o de ndcleo: Se Cr1 e Cr, s3o fungoes de crenga com nucleo

2

m1 e’mz respectivamente, e Wiﬁm2#¢, entdo Cr = Cr ®Cr, terda nicleo

N = min ([N ],y



Prova: Sejam F, F e F_  os conjuntos focais de Cr, Cr, e Cr,,
respectivamente. Como cada elemento st & o resultado da
intersegdo de nelf e pelf | se »W##¢.  Ent3o, se 4<F, existe um

elemento B de Fl e um elemento P de Fz, onde ACB g ACD  Mas N & a

unido dos elementos de [F, assim N <« W1 e N < mz. Logo
< i

[N] < ming 'Bﬁi| , Iﬂizl )

Como o numero de elementos focais de uma fungdo de crenga &
limitado pela cardinalidade do conjunto das partes de seu nldclen,
antio gquanto menor for o nicleo menor worda o limite superior do

niumaro de elementas focais da fungio. Pela assertiva de redugdo de

nicleaos podemos obter uma provavel reducio do esforgo de
combinacio se dada uma lista L = ﬁ&,...,ﬁa de fungdes de crenga
combinarmos sempre as - duas funcdes de menor e maior

micleos respectivamente.

Exenplo: S=jam as fungdes de crenga Cri, Cr, e Cr, definidas sobre

3
® = {a,b,c,d?, em, m, M sejam suas mbc, respectivamente. Onde
m ({a)))>o, "u(@))O’ e zero para o0s demais casos; m({a;b2?0,
ﬂE((b,d))O e zZero para 0s demais casos; Hg((b,c))O, ng({c})>o e

Y ~
Zero para 0s demais casos. Portanto uma ordenagano crescente pela
cardinalidade dos nicleos produz Cra,Crz,Crt, Os esquemas nas
figuras 4.6 e 4.7 mostram que se combinarmos (Cr3$Cr1)®Cr2 teremos

8 intersecgdes © 8 produtos, entretanto se combinarmaos na ordem

(CF1$Cr2)mCr3 teremos 10 interseccoes e 10 produtos, o que
respeitada a escala ha um substancial aumento de esforgo. Ainda
que tenhamos o esforgo de ordenacd3a, vale a pena  procurar uma

melhor ordem de combinag3o.

m2\m+ | {al © miz\mz | {a,bd {b,d?
{b,c? @ {b,c? = {b,c?} {b} {b?
{c? @ cr ' {c) ¢ ¢

Figufa 4.6 (Cr1®Cr3)®Crz
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mz\mi | {al ® miz\ma | (b, c) {c?

{a,b? {a} {a,b? = _ {a} ¢ ¢
{b,d | ¢ {b,d} {a,b? {b} @
{b,d? {b> @

Figura 4.7 l(Cr1$Cr2)®Cro

Em geral, a operacio de maior custo no processo de combinagaa

g}

ca

e

de evid&ncias . & a intersegidn de elementos focais. H as,
contudo, em gue a aplicagd3n de uma ou mais das heuristicas

aprezentadas n3o envolve muita intersecdon para identificar as

funclies que podem ser combinadas por uma .dada heuristica. Em
outros casos o custo de aplicacd3o de uma heuristica & muito
alto. Assim a aplicag3oco de qualquer heuristica envolve LA

estudo de custos, a priori, para cada instdncia do prablema.

5 ALGORITMOS PARA COMRBINAR EVIDENCIAS
5.1 COMBINANDD FUNGRGES BAYESIANAS
Lema 1. Seja Cr, uma fungdo de crenca bayesiana e Cr1 uma fungao

de crenca qualquer, se elas forem combinaveis (Woﬁmiﬂ¢), ent3o

CrO@Cr1 & uma fungdo de crenga Bayesiana.

Prova: Sejam [, W; E‘F; os conjuntos focais de Cr, Cr_, e Cr,
respectivamente, onde Cr= Cro@ Cr,. Como F={XIX=AfB, AEFO (=) BEFi}’
se x€lF, entdo XGWO, Pols Cr0 © Bayesiana. Assim todos os elementos

focais de F s3p atbmicos. Logo COr também € Bavesiana.

Teorema 1: Seja ﬂ%, J&,...;J& uma lista de fungdes de crenga, onde

. . . k
aoc menos uma delas & hayesiana, e seja M = ?_oﬁk'a soma ortogonal
delas, entdo M & bayesiana.
Prova: Segue~se do lema 1 e da propriedade associativa e

comutativa da soma ortogonal, por indu¢gdo sobre k.

Teorema 2. Sejam Cr, Cro e Cr1 funcdes de crenca definidas em ©, @
Pl1 a funcdo de plausibilidade associada a Cr, . Onde Cr=CrO@Cr1,
Cr_ & uma funcdo de crenca bayesiana e Cr e uma funcdo de . crenga
qualquer . Ent3o mbc m de Cr & dada por

m(g) = mo(Q).Pli(Q), 8=
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Prova. Pela soma ortogonal temos que a mbec m de Cr e dada. por

m(8) = Y, m_(A) . m (B),
AN =6
aelF | wolF
o 1

= m (&) I omm),
{83 Neng
BEF1

= m_(8).P1,(8), VSe@

Passamos da primeira para a seggunda igualdade pelo fato dos

glementos de CTQ serem atomicos. E, da segunda para a terceira

igualdade pela formula (3.2) de conversao de mbc m para P1.

Procedimento Combinéanes 3
(# Entrada: Lista de Fung8es de Crencga ”g, ”ﬂ, Ce ”&.
Saida: Fungdo de crenga resultante

t P Yiel, faga VY, < 0 ; (% U=g1,2,. . ,n3y ®
2 M2 .ﬂo-; (# M = (F, 1y & a soma final %)
3 P,: YieK, faga (v K=qg,2, ..., 00 *
4 Inicio .
5 VLE[FO' faca WL A e 1 i
& M P (% Zera <M %)
7 Vtef , faga )
8 Se Wtfi, ent 3o
Q ' - Inicio
10 F e—— FU¢iy
14 LB 3y e M (L8 3w (482
i2 : Fim ;
13 VLE[FO' -Faca WL 4 0 ;
14 M —— M
(w]
15 Fim
16 Pzz S ¢——— 0 ; (¥ Renormaliza %)
17 VielF, faga 8 «—— 5 + &9, ;
18 Viel, faga H((83) e H({® 3)/S ;

Figura 5.1 Algoritmo: CombinaBaves



5.4 .1 BAYESIANA 'x BAYEGSIANA

Teorema: Dado uma funcdo de crenca bayesiana M, e ume lista
L=J&,....ﬁ& de AHuncdes bayesianas, o algoritmo CombinaBayes,
jlustrado na figura 5.4, combina~-as de forma eficiente e com
complexidade linear em k e n=|®|, isto &, OCk.n).

Prova: No passo Po, ¢ feito n atribuicOes. No passo P,. para cada
uma das k funcles de crenca combinadas s3o feitos no maximo  4n
atribuicBies, n produtos e n comparacies. No Passo Pz, s3o feitas
2n atribui¢oes. Seja © uma constante representando o esforceo da
operagcao de maior esforco dentre atribuir, comparar, muliiplicar e
somar, Neste caso o esforgo total do algoritmo & dado por
3nc+éckn . Isto &, o tempo de computagio do algoritmo e linear em
|®] e no nimero de fungBes combinadas k, Cuja complexidade &

expressa por Olk.n).

5.41.2 SOMA ORTOGONAL COMO CONDICIONAMENTO
Teorema: Dado uma fun¢do de crenga bayesiana ﬂ% e uma lista L =

M, .., M de fungBes de suporte simples, onde cada . tem o grau

de crenca do foco A igual! & i. O algoritmo ilustrado na figura

5.4, com a linha 7 substituida pelas linhas 7.1 e 7.2, & a linha

11 pela linha 1ii.4, dadas a seguir

7.1 VAGE&, faca (% |Fl=1 =)

7.2 Viea, faca

11.1 HLB.}) &—— L ({8 ) )yaM (A)
1 o 1 A]

. combina estas k+i fungOes com complexidade de tempo Olik.n). A este
novo algoritmo chamaremos de algoritmo de Condicionamento tendo em
vista sua equivaléncia com a formula de condicionamento de Bayes.
Prova:. A sua complexidade e andlise & idéntica ao ealgoritmo da
figqura 5.1, feita na subsegdo 5.4.1. Isto fica claro pelo fato do
conjunto focal W}, da func3o de crenga ﬁ%, ter apenas um elemento

focai.

5.4.3 BAYESIANA x FUNGAQ DE SUPDRTE SIMPLES

Teorema: Dado uma func3o de crenca bayesiana ﬂb e uma lista
L=J%:. ..M, de funcBes de suporte simples, la) algoritmo
CombinaBayesXCrenga, ijlustrado na figura figura 5.2, combina essas
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Procedimento CombinaBayesXCrenca } .
(¥ Entrada: Lista de FungOes de Crenga ”%. A}. B A&.
Saida: Fungdo de crenga resultante M,

s
ES
~

1 P Viel, faga VY, —— o0, «x U=¢1,2,... ,n %

2 ﬁ M A (¢ M = (F 1y & a soma final =)
3 P,: VieK, faga (v K=gg,2, .,k ®

4 Inicio

5 VLGFQ, faca WL —

& Moe ¢ (# Zera M )

7.1 VAeﬂ’j, faga

7.2 Yiea, faga

8 Se Wiﬂi, entdo

? Inicio

10.1 Foe— Fllgiy V. e—2a,

111 H(B 3) ¢ Mo € L9 2y %k (&)

12 Fim

i2. 1 Sendo

12.2 Se WL = 2, ent3o.

12.3 RHOE 2y e B8 1) + B8 1=l (M)
13 Vi€To, faca Wi — 0 ,; .

14 wﬂo € M

15 Fim ;

16 PZ: S ¢« 0 ; (% Renormaliza #)
17 VielF, faga § «—— 8 + H({8, >) ;

18 Viell, faca M8 2) < (8 3)/5 ;

Figura 5.2 Algoritmo: bayesiana X funcdo de crenca

fungBes de forma eficienté e em tempo polinomial de ordem QOCk.n).

Prova: Em relacd3o ao algoritmo CombinaBayes, ilustrado na figura
5.1, CombinaBayesXfss tem um esforgo adicional & maximo de 2n
‘atribuicdes, n somas e n produtos, devido a possibilidade de que
cada fungdo de crenca possa ter ateé até dois elementos focais. Mas
peste esforco ndo altera a ordem de grandeza do tempo de computagdo

que continua sendo OCk.n).

30



5.1 .4 BAYESIANA x FUNCAD DICOTAGMICA

Teorema: Dado uma funcao de crenga bayesiana ﬁ% e uma lista

L=M_, ., M de FuncBes dicotbmicas (M com Fe ¢a, 2,8y, o

algoritmo CombinaBayes)Crenga, ilustrado na figura 5.2, neste caso

- - Pl 3 . ~s
chamado CombinaBayesXDicotomico, combina essas fungles de forma

eficiente @ em tempa polinomial de ordem OCk.n).
Prova. Aqui, o acrescimo de esforgo, em relagdo ao algoritmo
CombinaBayes, ilustrado na figura 5.1, @ de 4n atribuigOes, 2&n

somas e 2n produtos, devido possibilidade de que cada fungao de
crenca possa ter ate trés elementos focais. Contudo, isto nao
altera a ordem de grandeza da complexidade de tempo gque continua

sendo OCk.n).

5.4.5 BAYESIANA x FUNGCAD DE CRENCA

Teorema: Dado uma funcdo de crenga bayesiana ﬁ% e  uma lista
L:A&,_.‘,J%, de fungles de crenca quaisquer, o algoritmo
CombinaBayesXCrenga, ilustrade na Afigura S.2, combina 25545

fungoes de Fforma eficiente e em tempo polinomial de ordem
Ok . £ .n). , .

Prova. Agora, o conjunto focal de cada funcdo de crenca da lista
tem um nimero variavel de elementos focais. E, a complexidade
reflete este fato. Uma analise das iteracdes do algoritmo
CombinaBayesXCrenca, seguida de majoracOes sobre o tamanho maximo
de cada elemento focal, e tomande f como o© numero maximo de
elementos focais entre as fungbes da lista L revela uma
complexidade de tempo O(k.f.n).

Observamos que o uso da regra de Dempster para- combinar fun¢ies
de crenca, onde pelo menos uma das fungles & bavesiana, & tratavel
aee conseguirmmévque a primeira soma ortogonal, da série de somas,
seja com uma funcido bayesiana. Isto ndo parece muito dificil, ja
que na maioria das aplica¢goes envolvendo incerteza, normalmente, o
especialista dispde de algum conhecimente preévio, a ignorancia

quase nunca € absoluta.
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5.2 ALGORITMO DE BARNETT
0 algoritmo para combinacdo de evidéncias, proppsto por

‘

Barnett (1981), estd baseado em fungdes dicotdmicas, ista @&,
funcSes simples que t8m como elementos focais A, A e @, onde A &
um elemento de uma dada particdo Q de ©. 0s problemas que permitem
disciplinar a coleta de evidéncias de modo a que cada pega de
evidénéia confirme ou negue uma pProposicao elementar de 2 podem
usufruir da proposta de Barnett. Este algoritmo faz a caombinagdo
de evidéncias em tempo polinomial na cardinalidade de Q2 @ calcula
gqualquer das medidas m, Cr, Pl, Q e K em tempo também polinamial.
Emn seguida tentamos delinear este algoritmo.

Seja ©Q uma partigio de ® com n elementos, nZiQI. Para cada
proposigao ®¥<? ha uma lista P, de fungoes de suporte simples (fss)
definidas em ©Q o com foco em X, e uma. outra lista fx de fog
definidas em ©Q e com foco X. A combinac30 das fss das listas p, e
£, 9eram a funcdo dicotbmica L com dicotomia {¥,%}.  As fungdes
dicotomicas L, sdo funcles locais a cada proposic3o elementar X<
Flas s3o mantidas em uma base de dados, e a cada vez que nova fss
seja incluida em @ ou em 4L a fungdo L, e atualizada. A

manutenc3o das fungoes Lx em uma base de dados e necessaria também

para atender as consultas do usuario, conforme sugere a figura 5.3,

Armazenagem

L ='Lxepx@Cx > L ¢y, LX)

Pergunta

ACA)

W

conflito

4

Algortitmos Usudrio

Pecitsdo

W

3.3 Algoritmo de Barnett
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A figura acima define o fluxo de dados entre as diversas fontes
de evidéncias, uma armazenagem central e 0 usuario. A cada
consulta do usuario, um dos aigoritmos propostos  por  Barnett
acessa a armazenagem, procede o0s calculos e devolve a resposta &
consulta formulada. Na figura A representa uma das medidas Cr, m,
Q, Pl ou K. O fator de normalizacdo & dado pelo logaritmo de K. [a}
decisio & a resposta que 0o 2 UsSUario espera obter sobre gual
proposicdo tem maior massa basica de crenga.

0 algoritmo RespondeCrenca, ilustrado na figura 5.4, mostra
comp se calcula cada uma das medidas de crenga, conforme proposto
poy Barnett(19281i). Como fica ciaro pelo contexto, usamos a notacdo
L{x) e  L(x) ao invez de Lx(x) e Lx(§), Sem  prejuizo do
entendimento. Também usamos te, representando {13<Q, de modo a

simplificar & notagao.

Function RespondeCrenga(A:MedidadeCrenca; 4:Subconjuto): Real ;
(% L(X) e L(x), FuncBes dicotOmicas definidas em memoria.

Uma para cada xe€Q. *)
Inicio

(¥ Calcule o Fator de re

&n
-t (i) T
K= = [ n(1—ut>)][ z m—iL—:L(t)_+ 1] - Lt
tEa

ormalizagcao *)

r=e) = te(2
Caso A Seja
Inicio
m;Casc |a| Seja (% calcula a mbc m(&) %)
- Inicio '

O: Inicio m(¢).=0 ; Retorna(m(¢)) Fim ;
1. Inicio _ _
m(ay=K[ LAY TICA-LCYY ) + (f-L(a)-L(A)) JT L(Y) j

N9 Ll
LA t#a
Retorna(m(a)) ;
Fim
2 |©]: Inicio _ _
m(a) = K[ 7 (4-Lcty =Lt D reeny 1,
tea tea
Retorna(m(a)) ;
Fim 3
Fim ; (% Fim de Caso de m *)
Cr: Caso |a| Seja
Inicio
0: Retorna(0) ; (¥ Cr(¢) =0 )
1. Inicio (% Cr(a) = m(a) %) . ~
mia)=K[ L(a) [IL-L() + (1-L(a)—L(a)) JT L(Y 1
te2 ted
t#a L#A
Retorna(m(a)) ;
Fim 3 :



2 .. !le
Inicio

L(t)
Crca) = H[ [ n (1~L(t).)][ Z ——-——-—] +
_ L0 p&a 7LV

['n (1—L(t)>” T L(f)] ~ T LY ] ;
tea - X=7N X=19]

Retorna( Cr(a) ) ;

Fim ;
Fim ; (% Fim de Caso de Cr )
Pl: Case |a| Seja
Inicio . :
0: Retorna(Q) ; (% Pi(¢) = 0O *)
| A IQI: . _
Inicio (s Pl1(a) = { — Cr(a) *)
P1(A) = 1 — RespondeCrenga(Cr, A ) ;
Retorna( P1(A) ) ;
Fim
Fim ; (#% Fim de Caso P1 %)
Q: Caso |a| Seja . v
Inicio
0: Retorna( 1.0 ); (* Q(#) = 1 *)

1: Inmdcio

1-L(A)
Q(a) = k[-j———-][ M (1——L(t>)] ;
TEUYY B G LN

Retorna( Q(a) ) ;
Fim 3 »
2 .. IQ’:

Inicios

Q(A) = k[ n <1~L<L>»—L<f)][ M (1-L(t)) ] ;

t ZA t &ZA
Retorna( Q(a) ) ;
Fim ;
Fim ; (% Fim d Caso Q@ %)
Fim ; (% fim de Caso XA %)
Fim ; (% Fim do Procedimento RespondeCrenga )

Figura 5.4 Algoritmo RespondeCrenga

A despeito do esforco para se calcular uma medida de crenga A
ser polinomial no tamanho de €}, se © usudrio pedir informages
sobre todos os A<Q, abviamente que isto teria um esfor¢o que
cresceria exponencialmente com o aumento de .

0 algoritmo RespondeCrenca gupBe que todas as funcdes L,
estejam definidas ( ainda que sejam vacuosas ). Contudo, a
atualizagdo das fungoes szL;@bx ou Lx=L;®Cx,' VxaQ2, & faita

diretamente pela Soma Ortogonal.
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5.3 ALGORITMO DE SHAFER-LOGAN

Gordon & Shortlife (41984,1%985) Trabalhanda com hipdteses
hieraraquizadas em arvore, onde as fungbes de suporte simples
focalizam a favor ou contra as proposicies representadas pelos nos

da Arvore, concluiram que a atualizagic do conhecimento usando a

soma artogonal de Dempster nap & viavel em tempo polinomial . Isto
os motivou a propor uma versao simplificada  daquela regra que

tornou o esforco de calculeo polinomial. Mas com isto perderam o
suporte tedrico e passaram a ter aproximagdes, em certos casos,
completamente insatisfatdrias.

Shafer & Logan(i987) propuseram um algoritmo que resolve o

problema de Gordon e Shortlife em tempo polinomial, usando todo o

suporte tedrico & sem aproximacgbes. Silva & Milidid (198%a)
propdem uma versdo mais eficiente deste algoritmo, apresentando
complexidade O(|®|), enquanto o© de Shafer e Logan tem uma

complexidade OCrzl@|), onde r @ o fator de ramifica¢do da arvore.
Contudo Shafer & Logan afirmam que a complexidade de seu algoritmo
& linear em r, a despeito da rotina 3 por eles proposta apresentar
complexidade quadratica em relagdo a r. A seguir sd3o apresentadas

s procedimentes deste algoritmo.

O

as principais caracteristicas e

5.3.1 CARACTERISTICAS

Nas hipoteses hierarguizadas em arvore, cada no folha
representa uma proposicino elementar do quadro de discernimento do
problema e os nds internos representam uma disjuncio dos seus nos
filhos. Em termos de conjunto, cada nd interno & a uni3o dos seus
nés filhos. ' '

Um fundamento bdasico & que os filhos de cada nd A unidaos ao
complemento de A constiuem uma partig3o QA(xFAUZ) do quadro de
discernimento ©® do problema. OndE’[FA ¢ 0 conjunto dos filhos dé'Af
Assim, as fungdes de suporte dicotBmica a favor ou contra os
filhos de a4 (definidas em QA)Apodem ser somadas usando o algoritmo
de Barnett(1981), ja gue todo BeF ¢ um atomo da partigdo £,. Unma
vez feita a soma podemos obter a crenca em A e A, usando O mesmo
algoritmo. Com ista, as fun¢bes de crencas focalizadas sobre os
filhos podem ser combinadas, 0o seu. impacto sobre o no  pai

avaliado, e o resultado combinado com a fungdo de suporte de



crenca sobre o proprio pai. Este processo permite a propagacdo das
evidénecias de baixo para cima na arvore. 0 processo de propagagao
de baixo para cima termina quando, para todos nos filhos da - raixz,

foram calculados os impactos das evidéncias que suportam fss sobre
ns nos das subarvores que eles representam. Agora, a propagagdan de
cima para baixo tem lugar. Ela consiste em calcular a influéncia
que as evidéncias fora da subarvore de cada no  tem sobre  este
mesmo nd. Assim, tendo as fungdes de crenca Lx, suportada pelas
evidéncias que impactaram diretamente o no X; Fx, suportada pelas
-evidéncias que impactaram diretamente os nds da subdrvore com raiz
®, exceto X; e ﬂx, suportada pelas evidéncias que impactaram
diretamente nds fora da subarvore X podemos combinar L., F, e nx
para obter a fungdo de crenca final Cx, a qual & suportada por
todas as evidéncias que impactaram direfamente algum no da arvore
de hierarquia.

. Baseados no algoritmo de Barnett, nos  axiomas da Teoria de
Dempster~Shater 2 numa dosagem alta de criatividade Shafer & Logan
delinearam o algoritmo para evidéncias hierarquizadas. Com ele nos
podemas obter medidas de crenga para prmpuai¢855 que nan estido na

arvore, o que ndo dcorre com o algoritmo proposto por Gordaon e

Shortlifa(1984,1983).

5.3.2 ALGORITMO _
3.3.2.1 NOTACAO E ESTRUTURA

A estrutura bdsica €@ uma arvore onde @ @ a raiz, e cada nd
representa a unideo de todos o seuds noés  filhos. Usaremos uma

notagdn similar a de Silva e Milidid(1989a).

A ~ Colecdo de todos os nos da arvore, exceto.a raiz.
WA~ Cole¢3n de todos os filhos do nd A,
LA~ Fungd3o de crengca dicotdmica. resultante da soma

"ortogonal das {fun¢Bes de suporte simples a favor e
contra o no asA,

F - Fungdo de crenga dicotdmica, resultante da soma
das funcSes dicotdmicas dos filhos de & pélo algoritmo
de Barnett(1981). Em verdade F = representa a soma

ortogonal de todas as crencas das ndas abaixao de a.

UA— Funcao de crenca dicotbmica, representa a soma ortogonal

dé



de todas as crengas dicotdmicas de nds gque nem  estdo
abaixo de ~ e nem sdao A,
CA~ Representa a soma ortogonal de todas as fungoes de
crenca suportadas pelas evidéncias coletadas.
Nds estamos supondo que cada nd A€ ji tenha sua - funcdo L,
Isto &, ja se encerroud a fase de coleta de evidéncias e as funcies
de suporte simples, a favor ou contra a, foram combinadas gerando
as fungies dicotOmicas LA, Cujos dois valores LA(A) e LA(X)
est3o armazenados no no A,
0 objetivo é calcular C, = L @ F @ nA para todo asef
Para facilitar ‘a nota¢3o, usaremos o0s simbolos abaixo na

descricdo do algoritmo:

L(a) = LA(A) e L(A) = LA(A)
F(a) = FA(A) e F(Aa) = FA(A)
A(a) = fLA @ FA)(A) e A(a) = (LA S FA)<A)
LP(Aa) = (l_A @ UA)(A) e » LP(A) = (LA @ UA)(A)

+ - —

B = FA(B) e B = FA(B)

Onde BelF ), VYaxe
¥ A ¢

= I
B FA(BLA)

5.3.2.2 DEFINICAD

Calcula_A¢ calcula a soma daé crencas dos filhos de cada no a4 e
este resultado ¢ somado com a crenga do Proprio no A Isto &,
K=FA@LA. calculado para as proposicﬁes_A e A. A partir das folhas
vamos subindo na arvore ateée chegarmos aons filhos da raiz. Em cada
no A, da arvore, calculamos F(a) e F(a) a partir de Xx(@®) g
A(B),para todo el Em seguida calculamos A(a) e N(A) a partir de

L(A)Y, L(A), F(a) & F(a),

Calcula_C.: Todas as informacSes captadas a nivel dos nods
inferiores da arvore est3o agora condensadas nos filhos diretos da
raiz ®. Calcula_C desce a Aarvore calculando a fungdo de
crenga nA e combinado—-a com as funcaes LA e FA para obter a crenca

de crenca global C,, para todo nd asH

Calcula_X +faz o0 percorrimento da arvore em profundidade.

Enquanto o procedimento Calcula C faz o percorrimento em largura.
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F. Fila ; (¥* [F & global #)
Procedimento Calcula_A(A:nd) ;
Se falha(a), ent3o
Ala) «—— L(a)
A(a) & L(aA)
Seno
Para todo BeFA faga

Calcula_A(®) ;

FimPara ; )
Se a#y, ent3o (% r = ®, raiz da arvare *)
(¥ Rotina 1 *) )
_l . oy ?\(B._)—“
Ka Lo 2 t-A(s)
BelF
A
P R
A selF 1-A2) '
. A' — .
F(a)y &— 1 - KA i F(a) & HA.PA ;

(¥ Rotina 2 #*)

K™ e 1 ~ L(A)F(A) — L(AYF(A) |

Afa) «— | - K{i*L(A)](l—F(A)] ;

A(A) —— 1 - H[1~L(X)][1“F(X)]
FimSe 4
FimSe :
FimProcedimento Calcula_As

Figura 5.3 Procedimento Calcula A

No corpo do pseudo-codigo, colocamos, como documentagio, a
identificacio das & subrotinas propostas por Shafer e lLogan(1987).

0 Procedimento Calcula A estd ilustrado na figura 5.5 e o
procedimento Calcula-C esta ilustrado na figur 5.6. Um corpo de
programa, ilustrado na figura 5.7, €& sugerido. A vantagem & Qque
ele agrupa os dois procedimentos dando uma idéia da relagdo de
antencedéncia e subsequéncia entre eles.

A rotina 9, proposta por Shafer & Logan, estd inserida no
procedimento Calcula_C. 0 Calculo do fator de normalizagdo, tanto
da rotina 5 guanto da rotina & podem ser colocado fora da iteracdo
varrendo todos os filhos de A. Nos as colocamos dentro da iteragdo
para manter a integridade origfnal destas rotinas. Contudo, e

facil ver gue complexidade da rotina 5 é quadratica em [FAl.



Procedimento Calcula_C
Enguanto F#¢, facga
A < PrimeirodF) ; :
Se n¥o Folha(a), entd3o (% Expande o nd 4 *)

i

Se a#r, entdo (# Calcule o Il para A, subrotina 4 )
. L= Ca 1~ C(a) L = C(A)= C(a)
K = = o - __—
1 - F(a) I - F(a) i1 - F(a)y — F(a)
. 1 —- C(a) ‘ - 1 — C(a)
= — LiA) I - SR DI .= Sl A
Mea) 1 K F(ay ' (&) 1 K i

1 - F(a)

Para todo BGFA, faga (¥ Visita todos os filhos de A x)

- - Al
K t 1+ 2 I:%%%T 5 (¥ subrotina S5 %)
celF
A
+ A(e) - 1L ~ X(B)
B =1 - H[i + TS ]; B = 1 - K->
Gz& 1—-n(a) ‘ 1 x(m)
for :}
B = 1 m'H[i N < L 1i;?é) ]
_ L 1-A (@) C%TA
A [eres ]
CFER
K™ = § - F(aYII(A) - F(a)Ml(a) ; (% Subrotina & %)
C(a) = § - K1 - Ma)Xt1 - B ;- '
* - - +
C(s) = RUI(a) (B —-F(a))+(1-TTca)-TIcaydg >

F ¢ Enfileira(s,F) ;
FimPara (# para todo BGFA ¥*)

Sen3o (% a=r, Subrotina 3, Caltula crenga f1ilhos raiz )

- N(E) A(B)
K& oe— ¢ + e el § Bt
Z neWAi"xfB)

C(s) i H{ 1+ E% A(n) ] T ri2)
=1- 1-n(B) TN (B)y
w? Aj A(B) FoA-A )
B#A BxaA
— 1~ A(A) o :
€(B) = & -~ K4—=57ay # F ¢ Enfileira(s, [

FimPara ;
FimSe ; (* Se AFr )
FimSe (¥ Se nido Folha(a) )
FimEnquanto (% [F # ¢ )
FimProcedimento ; (# Calcula_C *)

Figura 5.6 Procedimento Calcula C
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(% oo Corpo Principal Dttt )

Calcula_XA(r) ; (# Calcula as mensagens A %)
Esvazia(F) ; (% torna a fila Vazia #)
Enfileira(r, Fy ; (% PBe a raiz r de & pa fila *)
Calcula_C ; (% Calcula a crenca final C )

Figura 5.7 Corpo do Programa Shafer & Logan

6. CONCLUSZD
‘ RNEStQ trabalho & apresetado i r esuUmo da Teoria de
Dempster-Shafer. Procuramos ilustrar com exemplos as ideias mais
abstratas. Descrevemns uma estrutra para cada uma das diversas
representacdes de crenga: em termos de massa basica de crenga (m),
de fungdo de crenga (Cr), de plausibilidade (P1) e de fungdo
comunitaria (Q). Avaliamos os esforgo de conversio entre estas
Eepresentacﬁeﬁ. Mostramos como usar algumas proprisdades das
fungties de crengas para minimizar o esforco de cdlculo no processo
de combind—las. Mensuramos a complexidade de combinar fungdes de
crencas das quais bpelo menns uma & bayesiana, e finalizamos
descrevendo os algoritmos de Barnett(1981i) e Shafer & Logan
(1787) .

Todos os avangos que tornaram o esforgo de combinagdo de
evidéncias tratavel em tempo polinomial foram feitos para ¢asos

particulares, ainda que importantes, tais como:

O algorititmo de Barnelitl19810 gue  trabalha com una poritigie do
guodro de discernimento © e combina fungges de crencos dicoilgmicas
sobre esta partigio, onde um dos elementos focails da dicolomia ¢

um dltomo da partigio.

0O algoritmo de Shafér—Logan61987) gue trabalha com WRL
hierarguia de proposigges do guadro de discernimento, usa o
algoritmo de Barnett para propagar os evidsncias dos nivels
inferiores para os nivetis superiores da hierarguia e a regra pura
de Dempster para propagar as evidagncias coletadas nos njvets

superiores para os njveils inferiores da drvore.
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Os algoritmos propostos por Silva & HMHilidigdli98%ar, ambos
trabolhandoe sobre wna hierarguia de proposicoes, projetados
segundo o paradigma de oritentagio a objetos e usando conceitos de
Ffamilia de guadros de discernimento compaliveis. Sendo gue wum &

sequencial e o outro Lem enfogue paraltelo.

O algoritmo proposto por Silva & Milidiy (1989b2, e - tambéem no
presente ltexto, gue combina uma lista de k+i fungoes de crenga,
definidas em ®, em un tempo de computagdio de ordem OCk.I@I),

desde gue o menos umna das fungles seja Bayesianda.

E, por uUltimo, o algoritmo proposto por Silva & Milidid (1989c?
gue combina . uma lista de Kk fungles de crenga politdmicas,
definidas sobre uma parti¢do comum Q do guadre de discernimento,

em tempo de ordem O(K. |Q]).

Ficam ainda em aberto propostas trataveis mais gerais, & mesmo
propostas restritivas que cubram as soluctes das propostas acima,
mas  com melhor desempenho, além de outras especificas para
determinadas aplicacfes.

A Teoria de Dempster—Shafer & . muito nova, poucas aplicagbes
reais foram feitas, o seu potencial ainda ndo fni convenientemente

explorado. Um topico de muito interesse, por exemplo, & a idéia de

refinamento de quadros de di&cerniheata, & implicagdes entre
proposicies de quadros condensados e refinados.  Isto permitiria,
.par exemplo, resolver com mennr esforgo que o algoritmo da
Shafef*LDgan o problema de Gordon e Shartli$e‘. Silva e Milidid

(198%a) proplem um outro algoritmo, exblgrandm mais profundamenta
0s conceitos de refinamento e condensagio, para resolver o
problema de hipdteses hierarquizadas, cuja complexidade &  menor
que o algoritmo de Shafer e Logan(ieB7). Uma conexao entre_las
teorias de Dempster-8hafer e Ldgica Nesbulosa poderia  ser feita
através do estudo de fungles de suporte consanaﬁtes, suscintamente

mencionadas neste texto.
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