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Besumo

A Extensio da Dedugdo Natural de Schrdeder-Heister, oﬁde nao
apenas férmulas mas também regras podem ser descarregadas, apre-
senta um contexto para o tratamento de operadores sentenciais n-
arios abstratos. -

Este trabalho mostra que as regras abstratas da Dedugio Natural
de Schréeder-Heister definem adjuncdes entre categorias cartesianas
fechadas com coprodutos finitos onde os objetos sao regras e os mor-
fismos sdo dedugdes.

Mais precisamente, se ¢ for um operador com m regras de in-
troducdo, o adjunto & esquerda ¢ definido pela soma dessas m regras.
de introdugao e a comutatividade do diagrama da adjungzo repre-

senta o Principio da Inversio.

PALAVRAS CHAVE
dedugio natural estendida, categorias cartesianas fechadas, funtores,

adjungbes



Abstract

Schroeder-Heister's Natural Extension of Natural Deduction, where
not only formulas but also rules can be discharged, presents a fra-
mework for the treatment of arbitrary n-ary sentential operators.

This work shows that the abstract rules of Schibeder-Heister's
Natural Deduction define #djunc:tions between cartesian closed cate-
gories with finite coproducts where the objecls are rules and morfisms
are deductions.

More precisely, if ¢ is an operator with m introduction rules, the
left adjunct is defined by the sum of these introduction rules and
the comutativity of the adjuntion diagram represent the Inversion

Principle.

KEY WORDS
extended natural deduction, cartesian closed categories, functors, ad-

juntions.
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1 Imtrodugao

Bm [7], Schroeder-Heister define uma “Extensio Natural” da Dedugdo Na-
tural assim denominada porque permite deducdes onde nao apenas férmulas-
hipStese sao decarregadas, mas também regras- hipdtese. Esse sistema es-
tendido levou & definigio de uma forma padréo para as regras de introdugio

e eliminacao de operadores sentenciais n-arios arbitrdrios.

[7] mostra também que os conectivos intuicionistas { A,V,D, L } sdo
instancias desses operadores arbitrdrios,e que todo operador que tem suas
regras de introdugio e eliminagdo na forma padrio pode ser expresso em
termos dos conectivos intuicionistas {A,V, D, L}, e nesse sentido o conjunto
{A,V,D,L} é dito completo.

Devido A importancia desse sistema estendido da Dedugao Natural, es-
pecialmente pela caracterizagdo dos conectivos intuicionistas, ele tem sido

bastante estudaro.

Em [1] é feita uma apresentagdo do sistema estendido no Célculo de

Sequentes de Gentzen,

Em [4] é definido um A - Calculus com tipos que é Curry-Howard iso-
morfo & deducio natural de Schroeder-Heister, e também € apresentada uma

semantica denotacional para ele,

Em [4] temos néo 56 a definigao de um A - calculus Curry-Howard isom-
rofo & dedugio natural de [7], como também wm novo sistema abstrato com

regras de introdugiio mais fracas que aquelas definidas em [7]. Os sistemas



gerados através dos novos esquemas de eliminacio nao satisfazem comple-

tude, mas uma propriedade de conservatividade.

A partir dos trabalhos de [5], [6], [2] e outros sdo bem conhecidas as

conexdes entre a Teoria da Prova e a Teoria de Categorias. Assim nos
” . -

parece bastante natural e desejdvel, estabelecer conexdes entre a Dedugio

Natural Estendida e a Teoria de Categorias.

Nesse trabalho é mostrado como as regras abstratas de introdugio e de
eliminagéo de um operador n-ario ¢ podem ser usadas de forma sistematica,
na definicao de adjungdes.

Mais precisamente, se o operador ¢ for introduzido por uma tnica regra,
definimos uma adjungio entre categorias cartesians fechadas, cujo adjunto
a direita € definido por essa regra de introdugio e cuja co-unidade repre-
senta os varios desdobramentos da regra de eliminagéo (¢-eliminagdo). Se o
operador ¢ tiver mais de uma regra de introdugao, definimos uma adjungio
entre categorias cartesianas fechadas com coproduto finito, cujo adjunto a
esquerda € dado pela soma dessas regras de introdugéo, e a comutatividade
do diagrama da adjuncio representa o Principio da Inversio. O isomor-
' fismo natural que déﬁne a adjungdo “captura” o comportamento da regra
abstrata de eliminacao. |

Esse formalismo & apresentado na secao 3 para o caso particular em que
apenas regras de nivel 1 podem ser descarregadas nas dedugdes.

Na'secdo 4 apresentamos a generalizagdo das idéias discutidas na segio
3, ou seja, consideramos o caso em que regras de nivel arbitrdrio podem ser

descarregadas nas dedugdes.



Na secao 2 apresentamos o sistema estendido de-Schroeder-Heister, de-
finimos a categoria que deve modelé-lo, bem como mostramos alguns resul-

tados basicos para as se¢des posteriores.

2 O Sistema Dedutivo e a Categoria

Denominaremos PAE o sistema dedutivo definido em [7] que considera néo
apenas formulas como hipStese mas também regras de inferéncia, e ¢ cssa a

idéia que leva 3 extensio da Dedugio Natural.

Em DAE todos os tipos de regras de inferéncia podem ser usadas como
hipétese e podem ser descarregadas pela aplicagio de outras regras. A
“complexidade” dessas regras é denominada nivel Férmulas sio regras de
nivel 0; se A e B sdo formulas entdo % é uma regra de nivel 1; regras que
descarregam formulas sio regras de nivel 2; regras que descarregam regras

de nivel 1 s50 regras de nivel 3; e agsim por diante.

O conceito de derivabilidade em DA€ estabelecido em [7] estd baseado
no seguinte :
Lema 3.2 [ Schroeder-Heister | : Sejam I', Ty, + + +, T', listas de regras, 8y, -+, &,

e ¢ térmulas

Ty -- Fn
J,j 5 + +
SN NPRG .+ ST ¥ RN
o f251 ﬁn



O operador + em I} introduzido por [4] e [8], significa que I'f é obtido
de T; substituindo-se as dedugdes embutidas em I'; por regras e todas as

regras pelas dedugdes correspondentes.

Pelo lema acima, a dedugio de uma regra € equivalente & deducéo da

férmula que € a conclusao da regra,

No contexto de DAE, [T] descreve wma linguagem para a légica senten-
cial onde sdo definidos operadores sentenciais n-arios ¢ por meio de suas

regras abstratas de introdugdo e eliminagdo, conforme dadas a seguir:
= =
g - T,

ana

A %4
11 )’Pz‘

¢ - Introdugdo ~ -
gb(cg [ :CEnJ

ot =i

...

¥ Yy,
(.ﬁ(a-l,...,cgn) a o C e G

& - Eliminagao

c
o . ’ » S yep ae .
onde 6, é uma lista de regras de nivel arbitrdrio paracada j=1,---.p;
ei=1,---,m sendo m o nimero de regras ¢ p; 0 nimero de premissas de

cada regra.

Seja agora ¢ uma categoria cartesiana fechada com coproduto finito
cujos objetos (Obj €) siio as regras de DNE e cujos morfismos (Morf ) sdo

as deducdes de DNE,



Iy ««« Iy

/o

‘s bod ! 1 T ,UYI 2 Pl g -~
Notagio: Se —~—————— for mmna regra em DA E entio
o

(Ty = By X+ x Iy = B,)/or § um objeto de C.

Observe que estamos definindo na categoria, objetos com os simbolos

- e [, para distinguir as dedugfes embutidas nas regras e as proprias re-
gras(ver [4]).
Como consequéncia do Lema 3.2 de [7] apresentado acima podemos de-

monstrar os seguintes lemas:

Lema 2.1 Sejam A e B formulas.

E7zi<ioAf)B-ll*%-i}"A——@B

- A
Dernonstragio. Por defini¢io 4 — B -+ fg

ﬁ L]
Da dedugio —= temos 4 FADB
ADB B

A ADB

De temos A, A O B+ B e pelo Lema 3.2[Schroeder-Heister]

A
—
ADB%B

Tomando o lema acima como base, seja ¥ o operador que transforma

todas as regras em implicagoes.

Lema 2.2 Seja I' wma liste de regras ¢ B uma regra.
+

T
Entie T — 5 -+ v -4+ D a.



Demonstragio:. Por indugéao sobre o nivel das regras.

base: Lema 2.1

A+ _
passo de induglo: Suponha que para “— uma regra de nivel n vale o
o

resultado.

,r+

primeiro caso: I' — g - -B-
I+ . v
Seja —g Uroa Tegra de nivel n+1. Entéo I' é uma lista de regras de nivel
i
(ot R’ R,
no maximo n. Suponha I' = —,».., —
ay Qg
oo
1 “n
T;
. an Gig
Considere as hipdteses B; =< | eR= 3 ——
"
T#
T pop
. 13
Pela hipétese de indugdo temos | - | e portanto
2% .
. O
T;
% T
T L e
a;g ]

Assim, pela dedugao

K=}



LI - A
e An ! an
(431 s (&2

. I+
concluimos que 5 FT— 5

’

O outro lado é consequéncia imediata do Lema 3.2[Schroeder-Heister].

I+ .
segundo caso: — 17D 3
segundao casa 2

Py
Pela hipdtese de inducio sabemios que —— =717 D .
S q. - % %

(£3

+ _

Mo ¥

o o
Observe a dedugao abaixo cuja hipdtese é a regra R = : 3 -
Tt o T
i {Tr 2% )Da A-AMTp DV )D0a ’5’,;’7' (T2 )Dar A M T D%n ) Dtin

1 DM (Tf 2 'i'],) Doy . Y‘;f 2 n (T: > ’:rfn,) D an
3 " Oy
;3

(TyD>n)Dar A AT D7) Dew) D F

“+
Por outro lado, pela hipétese de indugo T;" D v b — e pelo Lema 3.2

fi
[Schroeder-Heister) T;. T D~ b %

Suponha (T D vi) Dar A AT, D) D an) D e considere a dedugao

10



Ty (Tyovw) Tn (T2

Qg Crp,
(IT>wm)Dom (T D ) Doy
(7o) DA AT D) D an

' ' B
r+

Portanto " D g+ — 0O
i

Assim, os “novos” objetos categéricos introduzidos com os simbolos —

e [ sio “equivalentes” ao objeto exponencial.

A palavra “equivalentes” usada aqui e no que segue, ¢ definida pelas
equivaléncias demonstradas no lema anterior. Nesse sentido, denominare-
mos morfismos equivalentes dqueles em que um pode ser obtido do outro
por composigio, usando-se o lema acima. Mais precisamente, A — B ¢é
equivalente a A’ — B’ se e somente se A -4+ A’ e B -+ B’ Os morfismos

correspondentes & essas dedugden sdo A «— A’ e B «—— B’ respectiva-

mente, e serdo considerados isomorfismos em nossa categoria C.

3 Operadores Arbitrarios e Adjuncoes: Caso

Particular

Com a finalidade de introduzir a notagdo e colocar as idéias mais claramente,

vamos considerar o caso particular em que somente regras de no maximo

nivel 1 podem ser descarregadas nas dedugoes.

11



Como objeto da categoria C, uma {6rmula poderd ser vista como ume
regra sem premissas gue denotaremos /A ou simplesmente A, e uma regra

de nivel 1 serd o objeto denotado por 4; x -»+ x 4, /4.

Seja um operador n-drio ¢ com suas regras ¢ - Introdugdo e ¢ - Eli-
— . « . . . =
minagio nas formas dadas na segiio anterior. Aqui, as listas de regras ¢

sao hstas de férmulas.

3.1 Operadores com uma Unica regra de introdugéo

Consideremos inicialmente o caso particular em gque o operador ¢ tenha uma

36 reeta de introducio. Portanto a_Categoria £ n&o precisa ter coproduto.
L)

Fn‘
& , .
. Defina ¢ —= CP da seguinte forma:

Fifdy X oo Apfd) = (A1 X o0 X Apfdyoee g X000 X Anfd)

Ay XX ApfA Fi(Ay x -+ x A, [A)
F,;g j_f = J—(.f-,"';f)
Ci %+ x GyfC FY{Cy % -+ x C[C)

E imediato que F}, éum funtor.

%

G
. & P .
Defina C?* —= € da seguinte forma: .
W (7 /Y oy 0 0
Gé(el/}.’,"',gp‘./lp‘):—“il X“'le‘. Pi
A definicao de GY sobre os morfismos segue do do Lema 2.1, ou seja ,

dada wm tupla de morfismos em C?* onde cada componente ¢ da forma

12



At fyri
B;/Y;
Ui
7
T i
3;1Z;
sabemos que esses morfismos sio erquivalentes aos morfismos
—i
r‘g ;
b
y.l
LfE
7.
i
i3
Z;
Desde que € tem produto, existe um tnico morfismo

p={(r10fl, . %0 fp) tal que o diagrama abaixo comuta

5 7,

s - .- iy .
it xe-.xY, #
';TJ-.V P
- =t -t
3 3 ‘
3 M1 e $ i
YA 7 VA SRS VAt
Seja entao . .
G,/Y¢ 8./, Y o yifn
1/ ¥y »if Lpi 1 e pi
Gl U L= tp
514 Bpil 23, ZY ko x Z;,‘."JP"

E facil demonstrar que ‘:; é uin funtor.

Proposi¢io 3.1 O par {’Fé,,’Gf;s) define wma adjungdo, onde F; é adjunto
¢ esquerda de GY.

13



Demonstracio Defina a transformagéo natural -

G;ol*.‘;

[R—-

Coi le G

lcp;
——

da seguinte forma:

Para cada tupla (?;/Yf.- ‘ *.-91,./}/:,.) € Obj C? tome

LY
g = - =i
(Y;’ﬁ; X oeee X ;-’Piigp;‘! . ~,Y;’91 X oo X }-’;56?;')
le
. = e
(51/ 71" Ty 9?1'/)1:")

Seja & = (2,"+,¢},) onde paracada j = 1,-+-,p;

5 7 7 7
v o v O RIS A
i 4
! &5 « { SJ,
. -3
oy i
Y] Y;

Portanto ¢} é equivalente & projegdo ;.
Precisamos mostrar que para cada morfismo

— o - o (f‘.,"'\,{;‘.) — ; ) R
O/, Tl = (BufZL 3 Bl 2)

7 pi

o diagrama

7, 7 ~
A% kit —— Ty
Y e x Yy 6;/Y;

' 7 .
P x 2 e F T
ANEE S /AN 4 B;/Z;

14



¢é cornutativo para cada 7 = 1,.--,p;. Mas isso segue imediato da de-
finigdo dos morfismos envolvidos,

Dado s* = (s],- - ,s;",‘,) onde para cada j = 1,---,p; s} ¢ o morfismo
’; oy
i xex Ay fd =8,/

Desde que € tem produto, existe nm dinico morfismo s = (sf,-++;s} )

que faz comutar o diagrama

A% x A A

" = *®
3_)‘ (Sl!""‘gp;}
_ 7 7
Iy "’ o f:al e ',’e ¢

Portanto s = Fi(s) o eO
Considerando que o operador ¢ é cada um dos conectivos intuicionistas

A e D com suas regras de introdugdo e eliminagio conforme dadas em [3],

por aplicagdo da proposi¢ao anterior obtemos:

1. Se ¢ = A, que corresponde ao produto na categoria C, para cada
morfismo (Ay X -+ X A, /4, Ay x - X A, [A) — {V],12) existe um
tnico morfismo Ay x++-x 4, /4 — Y; x ¥} tal que o seguinte tridngulo

- comuta

15



(4; %o X ApfA Ay X oo x 4, [4)

(YY) T (Y x Yy, ¥ x o)

Tomando n=0 no objeto regra obtemos a conhecida adjuncio definida

pelo produto.

9. Se ¢ = D, que corresponde & exponenciagio na categoria C, para
cada morfismo 4y X -+ x A, /4 — /¥ existe um inico morfismo

Ay xooox A4 — Y? que faz comutar o tridngunlo
A x e x A4

6]y ~— Y*

Tomando n=:0 no objeto regra e lembrando que os morfismos
A Yle Ax0— Y, Y —8/Y e Y?x — Y sio equivalentes

obtemos a adjungio usual dada pela exponenciagao.

3.2 Operadores com m regras de introdugao

Consideremos que ¢ tenha coprodutos finitos. Desde que temos os isomor-
i =t

i o b 2
x] . «
fismos 6, 1Y} el Y1'7 e a categonia ¢ tem produto, também temos os

16



isomorfismos

hi={mohi, -

. S
1 Tp; 0 B,) com 6, /Y7 x

tais que os diagramas

comutam para j=1,---,p; e

aYix

Y x

v
X gz’i/}/m

Deﬁna Cm =%, Cda segminte forma:

F¢((H1/y1] x>
B /Y x
Fy

-x1 -
:dl/Z% -

onde Fy(fy, -

‘X {?pl / Yo,

%1 .
x QPI/S’;‘
LA
X B2

, fm) € dado pelo coproduto segundo o diagrama

.6_;"/}’;"’ K oses

Bl x

17

G/

. x };;;Hpi — YJ."-Q.')'
7 = l! R 11
!(0 /}"m xgpm/ ’7".))

L o

IR 7
% by, /} o

—=m 710
X Byl Zon

-
7 .l "*91
X Hp‘,/i’p'. e )’1 X

s""l

-
.y
3 2i
xYp, B

y.@

;—1

}n 9

.__1 j

T

= lFé(fl\a

31‘

;’-‘-] H;..l



.

pi ‘é"/y; ——— Pi ViV e gV TIRI Yig_,‘
=170 j=143 i=1dlj=1"7
. . . - A
5 fi Fé‘.fl!_"'rfm)
i IFY ommmmmeton i ] ) >
5, 5,/ 7; | J R AR _* mIGL 27

usualmente denotada por Fe{f1, -+, fm) = [flodny, i, 2 N,
E {4cil demosntrar que Fy é um funtor.

Go oy .
Defina C —* ™ da seguinte forma:

Go(Ay X -+ % ufA) = (Ay % o X Apfd, oo Ay X o0 % A, /A)

Ap X x ApfA Ay X x A, fA Ay x - o x A4, /4
Gy 1f = Vo a 1f
Cy x - x qfC Q% x GifC Cy % xChJC

E imediato gue G4 é um funtor.

Proposicao 3.2 O par (Fs,Gy) define uma adjungdo, onde Fy ¢ adjunto

¢ esquerda de (g,

Demonstracio Defina a translormagao natural

lom

Cm l ?7 cm
Fgely
—

18



da seguinte forma:

" Paracada i =1,---,m seja u; = h; 0 in; e portanto

B/ x o x By [V

bn
Em i Y x‘g;
i=11dj=1 4,

Tome n = (N1, Tm)

Pelo diagrama da definigéo de Fy temos que:
e fion=fiohloin;e

e no[floin;, -, fi,0ty,] = hioin;o[flotn, -+ +, fh 0in,] = hjo floin; =

f,‘ Oh: o i')?-,'

Concluimos portanto que o diagrama

. R bl
T IVix e B Y —— syl
01/ Y] x o x 0, /Y, i I Y

BZ 5 x Byl B, = T T 20

é commutativo, € que 1 é wma transformacao natural, -

Precisamos mostrar que para cada tupla de morfismos em C™



(@)Y x - x T, [¥)) (@7 /¥ x -
Lh $° "

(g % -+ x Ap/d 4 x

existe um tinico morfismo em € da forma

™ n
e ‘-1 }_y

1t
4y %o x Ag/d

tal que o seguinte diagrama comuta :

(A)
(@717 x
G4(t*)

= --i
b
(T IGa Y, J)

Desde que € tem coproduto, existe um inico * tal que o diagrama
P g g

abaixo comuta

20

FLENAYS
.o ..x HPI/}FI

(Al W oeon

"X 9Pm/ ;}”:)

Yim

s X AnfA)

X ApfA,- <, Ay X

), ..,(9"1"/}ng

}’m /};":: ))

X Ap /A)



Ay xoeeex A, /4

i; t*

e 7 7
LI\ & V2 R — i yrill; ——— m yer viYy
j=1 93/3;' hy j=1 3,’ ! RE i=1 A =1 }lj’ 7

Entdo t* = [hyoty, -+, h,,0t,,). Logo, niot* = hyoin;ot* = hioh;ot; = t;
para cada i = 1,+ -+, m, como queriamos. O

Por uma aplicagéo direta da proposigio anterior podemos verificar {a-
cilinente que se ¢ = V, que corresponde ao coproduto na categoria C, para
cada morfismo (/ Y}, /¥?) — (&1 x < X Ap[A, Ay x - X A, [A) existe um

dnico morfismo ¥;! 4 Y2 — 4; x -+ x A, /A que faz comutar o diagrama
(/Y. /YP)

(V4 Y2V 4Y8) — (A x x4, [4, 4 x - x 4,/4)

Mais uma vez fazendo n=0 obtemos a forma conhecida do diagrama da

adjungdo definida pelo coproduto.

21



Quando tomamos ¢ = A ou ¢ =D na Proposicdo 3.2 ndo obtemos as
adjungdes definidas pelo produto ¢ exponencia ¢ao respectivarﬁente, porque
a adjunmeao construida naquela proposigao é “inspirada’ na dnica regra de
eliminagio dos operadores. A introdugao € feita pela unidade da adjungéo.
O que obtemos da comutatividade do diagrama (A) é o Principio da Inversgo

dado em [3], ou seja:
Paracadaz=1,--+,m

/Y % e x 9;;/3"'7i

in Y % o x T /Y,
70 i '591' —
Zi:l n?:l y;' 4 = l i
Iy Ay x o x A, fA
Ay %o x daf4

4 Operadores Arbitrarios e Adjungoes: Caso

Geral

Implicagdes sio representadas na categoria C pelo objeto exponencial, e &
artir do Lemaa 2.2 vimnos que regras podem ser transformadas em suces-
o
sivas implicacdes representadas por [ D 8. Sendo assim, usaremos no que
segue o mesino operador * na representagiio do objeto categérico correspon-
S
dente, ou seja, 5 .
Considerando que regras de nivel arbitrario podem ser descarregadas

nas dedugdes, seja um operador ¢ com suas regras de ¢ - Introdugdo e ¢ -

. s - T e e
Eliminagio. Agora §; sio listas de regras.

22



4.1 Operadores com uma unica regra de introdugao

Consideremos novamente o caso particular em que o operador ¢ tenha uma

s6 regra de introdugao. Portanto a Categoria C nao precisa ter coproduto.

Fi
Defina C —% CP da seguinte forma:

FJ,(FI —-)ﬂl X v XPn—‘)ﬁn/a)z(F] “"ﬂlx"' Xrn—"ﬂn/aa"'arl -
By x -+ x Ty — Pofa)

Iy = B x-xTy— Bufa

Fy Lf = (/)
Al__;51x...xAn__)6n/ﬂ pi—vezes

E imediato que Fj é um funtor.

Gi
Defina C? —% C da seguinte forma:

*

0

i * ai
1 x...xY;"‘_ pi

.=t . — + . .
Gy((6, /Y1), (0, [Y) =11

*

—5+ 5 — + . ,'0'* {-—'i»
@ v @) T xexyt
Gy l+f{ T = ip
—4 . — <+ . — ¥ —_— *
(:31 /Zi) (ﬁpg /Z’.') Z;ﬂl X ooer X Z;;l_ﬂpi
Onde G é dado por:
Cada morfismo
—i .,
6; 1Y)
1 f
—+ i
(85 12})
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é equivalente ao morfismo

;

yji
LI}

—_— *

VAL
Desde que C tem produto, existe um tdnico morfismo
p=(mo fii,- -, mp 0 f) tal que o diagrama abaixo comuta

—y * , *

il x.. y;"’m
chV p
Z;ﬂJ Z{ﬂl X'-'XZ;;‘BP‘

5

Seja entdo Gi(fi,- -, f;,) =P

E facil demonstrar que GY é um funtor.

Proposigao 4.1 O par (F},GY) define uma adjungdo, onde F} ¢é adjunto
& esquerda de GY.

Demonstragio Defina a transformagéo natural

G;,OF';,
—

CPi " l € CP

1 cPs

com € = (&}, -, €}, ) onde para cada j = 1,-++, p;, €} é dado por
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y]iol X oo X ypflop.
e
9

/‘;' 7
}.7

*

Portanto €} é equivalente & projecao m;. Segue imediato que o diagrama
— *

it xox vl —— i

7’ By 2B
ZiPV x ... x Zi e —— ZiFi

T S I S
comuta para cada morfismo (_077 [Y}) (ﬂ; /Z3) equivalente a
’.6,'-: f'-" .—Bi*
}/j‘j __"_.)Z}j’jzl,...,pi

Portanto € é de fato uma transformacgao natural.

Seja s* = (s}, -, s},) onde para cada j = 1,---,p; 87 € o morfismo
ML . .

I =B x---xTy— B/ 2, (6; /Y}) equivalente ao morfismo

T — A x---xl"n—>ﬂ,,/a-’£+y}i0i

Desde que C tem produto, existe um dnico morfismo s = (sf,---,s}) que

faz comutar o diagrama
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|
=

—+ P S — .
65 /Y7) v

1 i
X eoo X P
6_7 }Ps

Portanto s* = Fj(s) 0 €0
4.2 Operadores com m regras de introdugao

Suponhamos agora que além de produto e exponenciagao C também tenha

coprodutos finitos. Desde que temos os isomorfismos

._" L3
b;

—i+ .. hi .
6; /Y]) =Y}

para j = 1,---,p;, também temos os isomorfismos

u; = (my 0 hi,-++,mp, 0 ki) tais que os diagramas
—i+ . — + . —i+ .
(61 /Y1) x - x (6 /Y3) " (0; /YF)
e.i

comutam para j =1,---,p;et=1,---,m.

Defina C™ L, C da seguinte forma:
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B Y kX V) oo (07 Yo ) = S Tl Y,

i+/y11x...x@;+/ypll 'g’l"+/}f1mx...x"m+/ m
Fq L o =
B szl xBr—2Zn Bl - ZpxexB o7
i

T Im Y
= lF¢(f1;"',fvp)

Zz =1 HJ-—] ;ﬁj
onde Fy(f1,--+,fm) é dado pelo coproduto segundo o diagrama

—g * g ®
0

U; 7 ,
0 /Y' i Y' J YL Y
Fo(fry vy fm)

J—l

f,-l

J-—lﬂ /Z‘ ’ Iz Z;ﬁj

—y* ' . ‘B;*

i

usualmente denotada por Fy(fi,-- -, fm) = [fi 0 inf,- -+, fi, 0 ing,]
E facil demosntrar que Fy é um funtor.

DeﬁnaiiC”—G-ﬂ C™ da seguinte forma:

G¢>(I‘l'—’ﬂ1 X"'Xrn'—)ﬂn/a)=(rl—'),le"'xrn'—’ﬂn/a""arl_*
B %+ xTy = Bnfa)
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Ij] _"ﬁl Xooee X]"'n""ﬁn/0

Gy ) =(/,-,])
Ay — b x - XA, — 6n/[j m-vezes

E imediato que Gy é um funtor.

Proposigao 4.2 O par (Fy,Gy) define uma adjungdo, onde Fy € adjunto
a esquerda de Gy.

Demonstragdo Defina a transformagéao natural
1em

Cm l n Cm
F¢OG¢
—_

da seguinte forma:

Para cada : = 1,---,m seja 5; = u; 0 tn; e portanto

—i + . —i + .
(01 /)/1’) Xoeee x(op.' /}/1:.)
I .
m f iF‘*
1=1 ,;7')=1Y:7' J

Tome 5 = (71, , M)

Pelo diagrama da definicao de Fy temos que:

o fion=fiouloin;e

® nio[fioin;,---, f1 0iny] = w;oino[fjoin, - - -, fi oiny] = u;o floin; =

fiouloin;
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Concluimos portanto quc o diagrama

., »

6

;s +

wit ’1 N 25 R ™ 2 ’1
(6, /h)x"'x((}p. /)p,)' ; 7‘:1)J'

1
g
1=1 44y

.._.1'#

Bz x - x (B.712)  — Tr I, 2P

é comutativo, e que 7 é uma transformagao natural.

Precisamos mostrar que para cada tupla de morfismos em C™

@ /Y2 % X8, V2 @)Y x o x B YY)
1t1 N ltm
1= b x-+xTy = B /a I't =B x---xT, = B,/e)

existe um tnico morfismo em C da forma

i z‘gt"
:'Tél ?:l )/J
i

Fl""ﬂl'x"'xrn"’ﬁn/a

tal que o seguinte diagrama comuta :

(A)
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7ty a1t o™ m m
(B /Y7 x oo x 8T IV, @ /Y e x B Y)

—y —* G (t*)
'y ~ 0, ¢
(Cr, L Y, LY

(Fl—’ﬂlx"'xrn"’ﬂn/aa"'
’arl—")ﬂl X"'xrn"’ﬂn/a)

Desde que C tem coproduto, existe um tnico t* tal que o diagrama abaixo

comuta
I =B x---xTy = B/
t; t*
E,’ _éi* .a,'t
i i iV, ——— m  YIPi iV
i1 0; / i T e Yy i o Y5

Entao t* = [G; 01, , U 0ty). Logo, ;01" = u;0in; 0t* = u;0w;0t; = ¢;

para cada ¢ = 1,---,m, como queriamos. O

O que obtemos da comutatividade do diagrama (A) é o Principio da Inversao

dado em [3], ou seja:

Paracadai=1,---,m

30



it =it

@ e x @) .
In 6y 1Y) > x (6, /1Y)
PEY | 4 3’;"0 RS
lt* I‘l—"ﬂlx"'xrn—’ﬁn/a
Fl _’ﬂl Xoene Xrn""’ﬂn/a

. %

1
J

I

5 Conclusoes

Para cada operador n-ario abstrato ¢ caracterizado por suas m-regras de
introdugdo e sua regra de eliminagao podemos sistematicamente associar
um funtor F,. E importante observar que a definigéo de Fy é inspirada na

expressio de ¢ como um coproduto de produtos de exponenciais.

Tal definigao nos fornece portanto, uma versao categérica para o resultado
de completude obtido por [7] com relagdo ao conjunto de operadores sen-

tenciais intuicionistas {A,V, D, L}.
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