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Tipos de Dados Parametrizados:
Especificagdo, Interpretacao e Implementagio

Haydée Werneck Poubel*
Paulo A. S. Veloso
PUCRiolInf-MCC 39/92

Resumo

Especifica¢oes sao tratadas como apresentagdo de teorias, ou seja, teorias
em linguagens poli-sortidas de primeira ordem deﬁmda& por um conjunto de
axiomas.

-Apresentamos uma demonstragio do Teorema da Modularizagio, teo-
réema este que desempenha um papel fundamental no. processo de desen-
volvimento de programas. Nessa demonstra¢ao, introduzimos a nog¢do de
teoria quociente induzida por um interpretagdo.

As categorias de especificagbes parametrizadas e 1mplementa.goes para-
metrizadas sdo definidas.

Palavras Chaves : Especificagdes Parametrizadas, Interpretacdes Parametrizadas,
Categorias, Implementacdes Parametrizadas

Abstract

Specifications are considered as theory presentations, that is, theories in
many-sorted first-order logic defined by a set of axioms.

We present a proof of the Modularisation Theorem, a theorem that plays
a fundamental role in the process of program development. In this proof,
we introduce the notion of quotient theory induced by an interpretation.

The categories of parameterised specification and parameterised inter-
pretation are defined.

Key Words : Parameterised Spec1ﬁcat10ns,Parameterlsed Interpretation, Ca-
tegories, Parameterised Implemnentations
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1 Introducgao

Especificagbes Parametrizadas constituem um caso particular, mas importante,
no estudo das especificagdes porque sao construidas a partir de uma especificagdo
distinguida denominada parimetro.

Quando falamos, por exemplo, do tipo abstrato de dados “pilha” podemos
pensar em “pilha de naturais”, “pilha de inteiros”, “pilha de caracteres”, ..., etc.
E claro que podemos dar as especificagdes de cada um desses tipos de dados sepa-
radamente, mas também podemos ter uma tnica especificagio para “pilha” que
tenha um pardmetro, na qual as varia¢des acima sdo obtidas por uma mudanga
.de pardmetro.

Nesse trabalho discutimos alguns dos aspectos das especificacdes parametrizadas”
através de conceitos da Légica de Primeira Ordem e da Teoria de Categorias. As
segOes estdo separadas da seguinte forma: '

@ na secido 2 apresentamos alguns conceltos e mt1 oduzimos a notagda a ser
usada em todo o texto;

o na se¢do 3 apresentamos uma demonstragio do Teorema da Modularizagio
que é equivalente 3 dada em [4]. A importéncia desse teorema & porque
somente a partir dele é possivel tornar o processo de desenvolvimento de
programas por meio de implementagdes, conforme deﬁmda no texto, um
processo de refinamento por passos;

o

e na se¢do 4 definimos o conceito de interpretagdes parametrizadas, que sdo
morfismos entre especificagbes parametrizadas, e portanto detummam uma
interpretagdo entre os respectivos parimetros;

o na se¢do 5 mostramos a associatividade das implementacdes ¢ definimos o
conceito de implementag¢des parametrizadas, que por sua vez determinam
uma implementagfo entre os respectivos parametros.

. E importante destacar que nesse trabalho, especificagdes sio consideradas
como teorias, e que o processo de desenvolvimento de programas consiste de
manipulagoes de teorias [4].

2 Conceitos Basicos

Entendemos uma linguagem L conforme definida em [2], como uma linguagem
poli-sortida de primeira ordem com seus conjuntos de simbolos 16gicos e extra-



l6gicos. Denotaremos I =< §,A,d >, onde § & o conjunto de sortes, A =
O + P é um co-produto dos conjuntos de simbolos de operacoes e predicados e
d = [do,dp] é a unica funcdo declaragao dos simbolos de A que faz comutar o
seguinte diagramas:

, St .
V IWON
0 O+P+—P

onde St é o conjunto das sequéncias finitas de elementos de .

Uma linguagem L’ é uma sublinguagem de L quando L pode ser obtida de L’
por adi¢io de alguns simbolos extra-l6gicos. Notagdo: L' C L.

Uma teoria T consiste de todas as consequéncias de um conjunto de sen-
tengas sobre uma linguagem Lp. Uma apresentagdo de uma teoria T consiste
de uma linguagem L7 e um conjunto de axiomas G que sdo sentengas de L7.
Denotaremos T =< Ly, G >.

Uma especificagdo é uma apresentacdo de uma teoria.
"Uma tradugdo ¢ de uma linguagem Ly =< S1,41,dy > em uma linguagem
Ly =< S§2,Aq,dy > & um par de fungdes (ig,i4) onde Ay 24, A2 é dada por ‘iA,

o morfismo mediador do co-produto a seguir

04 01+ P Py

o] N

Oy—— O+ P, Py

e 51 Js, 5o sdo tais que o seguinte diagrarlia comutas
‘ 4, —4 Az
dy : dz

st S5



com i“SL o homomorfismo natural que estende ig.

Dadas duas especificagbes T} =< L1,Gy > ée Ty =< Ly, G >, entendemos
uma interpretagio Ty — T como uma interpretacio entre teoria como definida
em (2], onde ¢ é uma traducdo da linguagem I na linguagem L, tal que para
cada sentenga a € L, se Gy I a entdo Gy Fi(a) (F éa relagmo de dedurao na -
légica considerada).

Dizemos que uma especificacdo To =< Lq,G3 > é uma ezxtensdo de uma
especificagio 77 =< L1,G1 > se Ly D Ly ese Gy F a € Ly entdo Gy + a.
Denotaremos uma extensdo por T >— T5.

Uma extensio T, de uma especificagdo T é conservativa quando para todas
as sentengas a € Ly, se Go F aentdo G1 F a. Denotaremos extensao conservativa
por 13 >>—— Ts. '

Entendemos uma implementagdo de uma especificagio Ty em uma especi-
ficacio T como uma trxpla (T3,14,€) onde T3 (denominada mediadora) é uma
especificacio tal que Ty —— T3 e Ty >->———-> T53. Denotaremos 77 ~ T3 uma
implementacao de 137 em 75.

Desde que a composi¢io de interpretacdes é associativa, consideraremos como
em [1], a categoria SPEC cujos objetos sdo especificacdes e os morfismos sio
interpretagoes.

Seja dada uma especificagdo X e uma especificacio § tal que X >>— §.
Desde que X estd “embutido” em § e pode eventualmente ser substituido por

outra especificagdo Y tal qué ¥ >>—— §, chamaremos X de pardmetro e § uma
especificagdo parametrizade por X.

E importante notar que em geral, a parte estendida da espcc1ﬁcagao XemS
nio é um objeto de SPEC. ’

Exemplo 1: Seja a especificagio
DADO =
Spapo : dado

e a extensao conservativa _
PILHADADO = DADO + PILHA onde



PILHA =

Spirga: pilha ‘

AprLHA: vazia:— pilha
push : dado X pilha — pilha
pop : pilha — pilha
top : pilha — dado

Gprraa: d:dadoep: pilha
pop(push(d,p)) = p
top(push(d,s)) =d
pop(vazia) = vazia

Embora o par (DADO,PIL]IADADO) seja uma especificagio parametrizada
vemos que PILH A nao éum objeto de SPEC. :

‘Em SPEC temos particulares morfismos que sio extensdes conservativas. £
facil mostrar que composigio de extensdes conservativas é uma extensio conserva-
tiva. Portanto, especificages e extensdes conservativas formam uma subcategoria
(n2o plena) de SPEC.

3 O Teorema da Modularizagao

Por definigio, uma especificacdo parametrizada pode ser vista como um par de
especificagdes (X,5) tal que X >>—— §. Portanto a especificagio X estd incluida
na especifica¢do §.

Isto sugere que podemos pensar em interpretar a especificagio dada para o
pardmetro X em alguma especifica¢io Y, procedimento usualmente denominado
passagem de parametro.

Vamos mostrar que esse processo nos leva a obter uma especificagio 7" tal que
Y >—T.

Esse resultado tambem é fundamental no processo de desenvolvimento . de
programas desde que ele permite a composi¢ao de implementacdes, determinando
assim os passos de refinamento desse processo de desenvolvimento.

- Mais precisamente, dadas as implementagcoes



S R

R ——————ps TI
fl‘l

obtemos uma especificagio @ que é uma interpretacio de R/ e é parametrizada
por 7" tal que '

s - R Q
R T’
T

Portanto obtemos uma implementacio composta de S em T'.

Dada uma especificacio parametrizada X >>-— S defina:

Def 3.1 Denominamos instanciagio de pardmetro a uma interpretagio X =Y.
Desde que SPEC tem pushouts ([1]), o diagrama

X >%£——-— g
p.

Y

pode ser completado pelo pushout, ou seja, o diagrama



é um pushout.

Esse tesultado é geral, isto é, vale para interpretagdes quaisquer. Aqui em
particular, a interpretagdo e é uma extensdo conservativa. Nesse caso, usando a
demonstragio dada em [1] temos que g é uma extensao de p pela identidade, ou
seja, ¢ = (gs,94) é definida por

_ ) ps em Sx
s = ls em Sg—Sx

e
_ ) pa em Ax

gA-—{ 14 em Ag — Ax

h éuma extensdoe T =< Ly + Lg,Gy Ug(Gs) >, onde + denota um pushout.

de

Lx—e—** Ls

p

Ly

O Teorema da Modularizacio que demonstraremos a seguir, nos garante que
h é também conservativa. Esse resultado é obtido através do conhecido Lema da
Interpolagdo de Craig na versio formulada como segue:

Lema da Interpolagao de Craig : Sejam as linguagens de primeira ordem
Ly e Lg, e as teorias T} e T definidas, respectivamente, em cada uma dessas
linguagens. Dada uma sentenga a; € Ly e T3 U T3 F a3, existe um conjunto de
sentengas A C Ly N Lq tal que



Ty Fépé,ra cada 6§ € A
AUTy - ay

Essa formulac¢do do Lema de Craig aparece em [3], e é denominada “splitting
interpolation”.
Teorema 3.1 (Modulariza¢do): Dado o diagrama pushout

X>»>f% g

a interpretagdo h ¢é uma extensdo conservativa.

Demonstragdo: Sabemos que Gt = Gy U g(Gs).

Suponha ay € Ly tal que Gy U g(Gs) F ay..

Pelo Lema da Interpolagio de Craig ([3]) existe um conjunto A de sentengas
com Y (A) C 3 (9(Gs))N Y (Gy), onde > (A) representa o conjunto de todos os
simbolos que ocorrem nas sentencas de A, tal que

9(Gs) & paracada § € A
AUGy ay

Desde que 3 (Gy) C Ly e todos os simbolos de Ly que estdo em g(Gg) sdo
tradugdes de simbolos dé Lx por p,

2(A) € Elg(Gs))n Ly = £(A) € (p(]))

para algum J C Lx. : ‘
Seja A = p(I) para algum I C Lx. Entdo g(Gs) F p(I) e p(I1)U Gy F ay
Gostariamos de mostrar que Gy + p(I) e portanto teremos Gy F ay que é o
resultado desejado, ou seja, h é uma extensio conservativa. :
Suponhamos inicialmente que a interpretagio g = (g4, 9s) seja injetiva, isto
é, g4 e gs sejam injetivas e portanto p = (pa,ps) é injetiva.
Desde que T =< Ly U (Ls — Lx),Gy Ug(Gs) >, Gs 2= g(Gs) é também
sobre. '

.



Assim, para cada 75 € Gs temos g(7s) € 9(Gs).

Logo, existe g=! : g(§) — § que é uma interpretagio, pois @ € g(Gs) se e
sé se g™ (a) € Gs.

De g(Gs) & p(I) = g(I),I C Lx temos Gs - I,I C Lx.

Desde que e é conservativa, Gx I = p(Gx) - p(I) porque p é interpretacio.

Como Gy F p(Gx) segue Gy  p(I).

Tratemos agora do caso geral em que g = (g4,gs) ndo precisa ser injetiva e
portanto ? = (P4, ps) também nio.

Vamos mostrar que a partir do diagrama

X>¢ . g

podemos construir um diagrama comutativo de interpretagoes

3
s

onde § é injetiva, e portanto concluir que h é extensio conservativa.
Defina os seguintes conjuntos de simbolos e sortes:
AX = Ax/Ray, onde Ry, = {(a,b) € Ax x Ax | pa(a) = pa(b)}
Sx = Sx/Rsx onde Rs, ={(r,q) € Sx x Sx | ps(r) =ps(q)}
Defina Ay -24, (Sx)* por dx([a]) = [s1] -+ -[s4] onde d(a) = sy -+ -5
Temos portanto uma linguagem Ly =< Ay, Sx,dx > .
Consxdere a tradugéo de hnguagens t = (ta,ts) dada por:

Ax 5 Ay Sx 25 5y

a+— [a] r— [r]

Defina Gx = #(Gx). Portanto, Gx é um conjunto de sentencas de [ x.



Lema 3.1 Sejam ¢, [ formulas de Lx.
p() = p(B) + t(p) = 1(B)

Seja a eépeciﬁcagfw X =< jLX,G'X >. Por definigio X ~ X é uma inter-
pretagio, e toda sentenca & € Ly & da forma & = ¢(8) para alguma sentenga

B € Lx.
Seja o conjunto de sentencas

Ki={(a e 6) € Lx |t(a) =1t(5)}

Por indugio no comprimento da deducio pode-se mostrar o

I:ema 3.2 Para cada B € Lx
Gx Ft(B)e Gx VI F B

_ ¢ & & £ %
Do mesmo modo defina § — S com 5 =< Lg,Gg >.
Por indugdo na estrutura das féormulas mostra-se o seguninte:

Lema 3.3 Para cada B € Lx, t(B) = t'(5)

e novamente por indugdo no comprimento da dedugdo temos:

Lema 3.4 Para cada 3 € Lx
GshFt(p)ye GsUK Fp

Segue imediato do Lema 3.3 que X £, §éuma extensdo, ou seja, se a € Lx
e o € Gx C Gs entdo temos que {(a) € Gx e t'(a) = H(a) € Gg
!

Do Lema 3.4 segue que X >>— §:
De fato, seja t(3) € Lx (B € Lx) tal que Gs + ¢(8)

= GsUK, -
= Gg b+ (K — )

Desde que Ky sé tem sentengas de Lx e X > §

= Gx F (K — B)
> GEx UK HpB
= Gx F t(B) pelo Lema 3.2.

1Por K: — B entenda-se k — § onde k é uma conjungio finita de sentengas de K,



Defina agora ZX 2, Ly e ig 24, Ly U Lg por: 5

- p=(Pa,Ps) onde Ax I Ay e Sx 258y

[ﬂ] — pa(a) [r] — ps(r)
= (§a,ds) onde As-ZH AyUds e 8§55 SyuSs
[¢'] — ga(a) [] — gs(r')

Pela contrugao, é facil ver que § e § sdo tradugdes de linguagens.

Por definigio, para cada férmula a € Lx e v € Ls temos p(t(a)) = p(a) e
gi&'(v) = g(v)-

Assim, se a € Gx, t(a) € G'X e portanto Gy Fple) = Gy b p(t{a))=>p é
uma interpretacao.

Ana]ogamente obtemos que § é mterpretagao

E facil verificar que o diagrama
’ ~

X € S

-1
L~

b.<

T

comuta, ja que os diagramas abaixo comutam.

Ax —E— As Sx —%5— $s
DA ga : Ps gs
Ay T Ayl .‘]EAS)' Sy Thg  Sru 9(Ss)

Por definigio, § = (7, Js) ¢ tal que para cada [a], ] € As com Ga([a]) =

Ga([b]) = ga(a) = ga(b) & [a] = [b].
~ Similarmente para os sortes. Portanto § é injetiva, como queriamos. O

4 Interpretacoes Parametrizadas

Considere a seguinte

10



. - . ' f .
Def 4.1 Dadas as especificagdes parametrizadas X >> § , Y >>— T dize-
mos que uma interpretagdo S 2T 6 uma interpretagdo parametrizada quando

existir uma instanciag¢do de parametro X 5 Y tal que o diagrama

X - ¢ ‘AS’

comula.

Note que pela definicdo acima, h determina p pois e e f sfo extensdes.

Segue imediato que a composi¢do de interpretagbes parametrizadas ¢ uma
interpreta¢io parametrizada. _ . A

Isso sugere que podemos considerar uma categoria INPAR cujos objetos sio es-
pecifica¢des parametrizadas e cujos morfismos sdo interpretacdes parametrizadas.

No caso em que o diagrama .-

X € S
P h

Y_f’T

for um pushout temos uma instanciagio de parimetro. .

No caso em que Y = X e p é a identidade dizemos que temos uma inter-
-pretagdo de corpo. _

Desde que a categoria SPEC tem pushouts podemos decompor uma inter-
pretagao parametrizada por uma instanciagdo de parametro seguida de uma inter-
pretagdo de corpo. Isto é facilmente reconhecido no seguinte diagrama pushout:

11



5 Implementacoes

Pelo Teorema da Modularizagio sabemos que implementacdes podem ser com-
postas. Com isso podemos mostrar a associatividade dessa composi¢do.

Teorema 5.1 A composi¢do de implementagdes é associativa.

Demonstragdo: Sejam as implementacdes

i i2 i3

<1 1 Y, o " Y3

X1
f e g ez h es

Z Zy Z3

Pelo Teorema da Modularizagdo obtemos os seguintes diagramas pushout:

12



1 1 BRI X

X1 S £ " X . ¢
b A
€1 6'1 kl/
i2 i
Z1 o Y2 g X4 8'1'
3
€ ' e’2\
i3
Zy Y Y
A
€3
) - Zs
que representa (fog)oh
X i v 7 <
1 - 1 . - A3
e 1 X2 f
1 ) f 1
iz i
Zy - Yo Xy
A
€2 €h
i3
Zy Y3
3
€3
(i) o Zy

que representa f o (g oh)

Em (i), (Z3,€2,X1) é pushout de (13, €2, Z7) e portanto 3! ky : X4 — X3 tal
que €} o ky = e”y, entdo (i”1, k1, X3) é pushout de (45, €7, Y2).

- Em (ii) (4}, €}, X2) & pushout de (i3,e1,Z;) e portanto 3! [: X, 5 X5 tal
que 3} ol = j1, entdo (e, f1, X5) é pushout de (45, e}, Y2).

Logo (fog)oh = fo(goh)amenos de isomorfismos O

Desse modo podemos definir uma categona IMPL cujos objetos sio especi-
ficagdes e cujos morfismos sdo implementagdes. Em IMPL dizemos que duas

13



1
implementagdes X 4zex L 7 sio equivalentes sob isomorfismos se e so-

. h
mente se 3 um isomorfismo Y — Y’ tal que

Pl

Portanto em IMPL n#o distinguimos entre implementagdes com especificagdes
mediadora isomorfas. ‘

Def 5.1 Sejam as especificagées parametrizadas X >>—— 5, Y >l T e
h ‘- ’
Z >>— R. O diagrama

R

define uma implementagdo parametrizada se ezxistir uma implementagdo

X~ Y

tal que o diagrama e seguir comuta

14



Y/I
j/

Podemos definir uma categoria IMPAR cujos objetos sao especificagdes parametrizadas
e cujos morfismos sdo interpretacdes parametrizadas.

A composi¢io de implementagdes parametrizadas é uma consequéncia do
Teorema da Modularizacio e da propriedade universal do pushout, conforme
mostrada no diagrama abaixo:

S > T - - M
X - Y/ O
A
R Q
[/ / Y
Z > W
L p
A% /
Dada uma implementa¢io parametrizada
e T
X D Y e
e’ [ R
e

15



duemos que temos uma zmplementa;ao paramelrizada instanciada quando o di-
agrama horizontal é um pushout (de 1nstanc1agdo) e i é a identidade, e imple-
mentacdo parametrizada do corpo quando ¢’ e €’ sdo identidades.

Uma implementacio parametrizada, conforme apresentada no dlagrama. acima,
pode ser trivialmente decomposta em umaimplementagao parametrizada instan-
ciada h, seguida de uma implementagao parametrizada do corpo hy. O diagrama
abaixo mostra uma tal decomposi¢ao:

ip 1p
S S’ T
/i’ / T / \
X Y § | Y i
S— 11— T
b, e’[ / e’ / X
77— 7 e
hy R
Z /

onde i, 01, = i é a decomposi¢io da interpretagdo parametrizada ¢ pelo pushout,
vista na segdo anterior.
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