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CONSTRUCCION FORMAL DE PROGRAMAS A PARTIR DI ESPECIFICACIONES
EN UN CALCULC DE RELACIONES BINARIAS EXTEMDIDO

Juan E. Duréxn'| o
PUG~Rio, Depto. de Informdtica
E-maii: jJuandinf.puc—rio.br

Gabrle! A. Baum
UNLP, Depto. de Informética. La Plata

ABSTRAZT .

We study the formal program construction from speclifications in
a caleulus that extends Tarsk!l ‘s calecutus of binary refations. This
paper relles on a threefold base, 1.8., The languale of Structured
Relational Algebras of Haeberer and Velaso, some properties of
these algebras and the Calculus of Binary Relations of Tarski. Some
new constructions for specifying problems and program derivations
are defined. By extending Tarski’s calculus with an aditional set 0T
axloms, here preasented,ws obtain an ahstract representablie algebra
(BHY 9231. After doing a number of derivations we Tind new properties
valid within the Strictured Algebras: The most relgvant of Them are
choossed and proved using the axjoms, Finally we undertake — the
problem of proving properties for relations. The proof of invariants
is anaiized and a8 proof strategy is given.

RESUNMO . ) _

Fstuda~-se a construgd@o Formal de programas a partir de
especlficacBes em um cidlculo de relagBes hinarias que estenda a0 de
A. Tarski. Este +trabalho se@ basela nha inguagem das &lgebras
relacionals estruturadas de Hasoeregr e Veloso, en algumas
propriedades destas 2lgebras & no calculo de retacBes Dpindrias de
Tarski. 8%o definidas algumas construgBes novas para espacificar
problemas, derivar programas e mostrar sua utilidade. Se apresenta
um conjunto de axiomas, adicionais aos de Tarski e destes se deduzem
os do teorema da representagdo de (BHV 921. tLogo de varias
derivacBSes se encontram propriedades novas validas nas &lgebras
gstruturadas. Se escoihem as mais importantes e se provam usando 08
axlomas. Finalmente se comesa 0 estudo de provar propriedades para
relacBes. Se analisa a prova de lnvariantes e & dada uma estratégia.

Keywords . construction of programs, specifications, calculus
of blnary relations, retational algebras, invariants. :

Palavras-chave: construgZo de programas, especificagBes, <chlculo
de relagBes hinarias, &lgebras relaclonais, Invariantes.

1Este trabajo es el informe final de la beca de iniciacid®dn que me
otorg® el GConsejo de Investigaciones Cientlficas y Tecnoldgicas de
la Provincia de CSprdoba.



INTRODUCCION

El objeto de este trabajo es el estudlo de 12 especiflicacion de
probliemas y la construcci®n formal de programas a partir dea la
teoria de refacionas.

“Para hacer este suefio realidad se necesitan tres co0635:
Una teoria para especlficaciones formales, un lengualea donde 88
puedan escribir programas Yy un procedimiento de prusba gque permita
razonar con programas y hacer pruebas de correctitud.

58 eligi® la teorla de especiflcaciones algebralcas como

forwmal lamo para especificaclones formales. Una gspecificacidn
algabralca en su forma mhs glimple es una lista de simbolos de tipo,

operacidn vy relacidn (firma) junto con un conjunto de axiomas.

Este enfoque surgid con los trabajos de (LZ 7413, {(Gut 751 y
[GTWW 751. La semantica de una especificacidn algedraica consiste en
caracterizar un subconjunto de todos las Llgebras  que respetan | a
firma vy las propiedades. Hay distintos enfogues para esto gntre
ellos el inlcital [(GTWW 751, [GTWW 771, terminal (Wand 811 y el loose
[GGM 781, (DOPPW 781. :

Dentro de las especiflicaciones algebraicas se trabalja con las
espect ficaciones relacionales, Estas tienen una firma que contiene
una tista de constantes retacionales, yn conjunto de operaciones
relaclonales v un conjunto de simbolos de predicado que permiten
vincular !os términos relacionales. Los primeros trabajos gn esta
direccidn ips realizd A. Tarskl con su Teoria Elemental de
Relaclones Binarias y 8} O&jculo de Relaciones Binarias {Tar 413 (07
51). La jdea de caracterizar tipos de datos mediantse aniomas
relacionales no es nueva, £ paper [BR 73] parece ser el primero en
coptener especificaciones relaclionales de tipos de datos. Ejemplos
posteriores se encuentran en los trabajos de {Roes 741, [Zier 837,
{Sch B4), (BZ 883, (Des 89 y [(OM 901. Sin embargo todos ellos
tienen en conmdpn que solo presentan ejempios especificos de
especlflcaclones relacionales pero no tratan este tSpico en general.

o

En 1990 R. Berghammer y G. Scimidt ([BS 801 definleron el

concepto de especificacion refacional transfiriendo les conceptos
fundamentales de las especificaciones algebraicas al caso

retacional. Ademas en 1991 A. Haeberer y P. Veloso [HyY 8113 y {VHB
g2) presentaron un calculo relacional que extiende al de A. Tarskl.
Ademis en 1992 G. Hutton [HB 92) propuso trabajar con relaciones de
equivalencita parciales pagra |0s tipos de datos y c¢on relaciones
pinarias para los programas. Otro enfoque proviene de trabajar con
fas relaclones n—arlas y tisne como antecedente al Algebra
relacional de Codd (Codd 701, (Codd 781. En 1881 8. M3tler definid
un lenquale de relacliones n—-arifas’ de atto orden para
especificaciones y construccidn formal de programas [M5Y 813,



Se adoptd el enfoyue de Haeberer y Veloso, porgue engloba en
poder exnresivo al cétculo de predicados, al cdiculo de relaciones
pinarias de Tarskl y al &lgebra relacional de GCodd.

"Existen por 1o meneos tres enfoques para la construccion formal
de programas:

(a) Construceidn y pruedba de programas busada en logiea de
Hoare . Formalizando las ideas de Floyd (Flo 87) ¥y Naupr (Naupr B8]
Hoare introdujo en [Hoa 69) un método axiomatico para probar que un
programa es parcialmente correcto con respecto a una espec!f!cacién.
Se tiene una definicidn formal de un lenguaje de programacidn, §e
presanta una definicidon axiomdtica de ejecusidn  de prograncs .,
Formulas de Correcititud son  ternas: (P} C {0} donde ©C es un
programa, P (precondicién) y Q (postcondici®on) son formulas de
primer orden. (P} C {0} signiflica que si I8 ejecucion de G comleanza
an un estado de memoria que satlsface P, enteonces si ia ejecucion
termina lo hace en un estado que satisfece Q. Ademhs se dispone ds8
un procediniento de prueba  de fOrmulas de correctitud.

(p) Desarrollo de programas o partir de especiflcaciones
algebraicas. Se¢ parte de un lenguaje de especificaciones algebrajcas
estructuradas (por ej. GCLEAR (86 801, ASL {Wir 821, {(Wir 861, LGOK
CETLZ 821, etc.) y una nocidn adecuada de paso de refinaniento a
implementacidn, Hay varias propuestas diferentes, entre ellas (GTH
761, [(GB 803, {Ehr 813, [EXMP B82), (SW 823, (GM 82), (Sch 821, {Gan
831 y [Lip 833. Aqui, la construccidn formal de un programa conslste
en partir de una especificaciodn-y juego de una sycesicdn de pasos de
refinamiento e implementacidn para Jlegar a otra gspecificacion
muche més cercana a un programa.

(¢) Programacidn transformacional o calculacional - Este anfaqUe
es descripto en [Pep B41. Se hace un breve resGmen. Se  tlene un
formallsmo que permite construir esguemas de programes y ' reglas de
transfornacidn . Los esquemas de programas son  tEprminos  Dbien
formados de un itipo walgebraico que deafine un lepnguale de
programacidn sobre algln conjunto de tipos primitivos. La senfrntica
de 103 esguemas de programas viens dada por un mapeo de termincs a

valores en el ¢tigo algedbralco, Ademds se tienean predicados
seminticos entre a8squemas de programas que permitan comparar
programas (p.e: equlivalente a, refinamiento de, etc.?) v establecer
propledades de un esquema de programas (p.a.: deterministico,
definido, etc.). Vinculando esquemas de programas ¢on predicados
semanticos se tienen Jféraulas atdnicas. " Formulas atOmicas se

vinculan a través de cliausulas de Horn. Ung regle de trans fornacidn
gs un par <C,rel(1,0)> donde C es una lista de <claysulas de Horn
| lamada condiciones de aplicabilidad e | y 0 son esquemas de
programas y rel €8 un predicado semdntico. Entonces  toda
construccldn formal comienza con un término descriptive y terminag
con un termino operacional |uego de una sucesion de aplicaciones de
reglas de transformacidén, Esta metodologlia fue desarroiiada dentro
del Proyecto GIP [BW 821, (BBBD 851, "(BEHM 871 que produjo 1los
tenguales CiIP-L vy GIP-5,



ge adopta el enfoque calculactonal , Ademds gl objetivo inicial
fye basarse en 1a teoria de relaciones por Su gran rlqueza. Existen
glgunas propuestas reclentes en 1a {lteratura: (8BS 901, (HY 811, (HY
gz, (M1 811, En este trabalo se€ parte del chleculo de relaciones
»inarias de A.Tarskl (ver secclén 1) pAdemAs se considera fa
extenstdn gl mismo necha por Haeberer Y veloso en [HY g11, (VHB 9221
y (BHY gei(ver geccldn 2)., La firma coptliene una operacion binarla
adliclonal llamada fork (V) que puede ser definida informalmente @&n
tépminos de una algebra relaclional propia como: dadas relacionés >y
s, 81 XXy y XSZ entonces x rvs {y,z] donde el par (v,2) pertenece @
un grupotde libre ¢y,0,1>. A estos modelos se 108 ilama algedbras
relacionales estructuradas. 5e aligi® sste enfoque porque 8@ probd
que su poder expresivo gpgloba al del chAlculo de nredicados {(ver [HYV
911). . : '

En (BHY 921 G. Baum, Haeberer y vaeloso dieron una
axlomatlzaclén para el < de modo que toda &lgebra que ia respete sea
jsomorfa a una Al gedra relocilonal propla (teorema de

representacion). Hay dos probiemas todavi-a abisrtos:

(a) Axlomatlzar tas clases ds8 . jsomorfismo de 1as Algebras
relacionales estiruc turadas.

(b) Que dicha axicmatizaclén‘ sed compieta con respec’co" al
procedlmiento ge prueba de A, Tarski. :

Mientras 89 realizaban eajemplos de derivacidn de programas 3
partir de egpecificaciones para problemas cltasicos, s5e descubrieron
nuevas construcciones (medlante,términos) atileg para especificacién
y derlvacién de programas (ver seccian 3). Estas 8¢ clagifican @en:

(a) Terminos para especificar: términos equivalentes @ fSrmuias

del tipo ¥x ply,x) = gy, x) (condiciones universales): _

t&prminos para definiclones por comnprensidn: {x: @)} y
totallzacion de relacliones. . ‘

o

(p) Construcciones que permiten refinar t&rminos relacionales a
otros menos no deterministicos. Estas son suna secuencial y
sustitucidn,

{¢) Té&rminos relaclonales gequivalentes a varlas construcctonés
de! ciP-L (p.e: some that,_comandos guardados, seleccion

v, A, etc.).

purante las derlvaciones 6@ encontraron varias propiedades
nuevas vallidas en tas Aalgedbras relacionates estruc turadds. Sa
intent® probarlas ysando los axiomas del teorema de, representaclén.
purante esta etapa Se€ encontrd una nueva axiomatizacién para el V.
Fsta caonsiste en dos propledades del teorema de representaclén, una
propledad de ias &lgebras estructuradas (Teorema 5.3 (p) de ([VvHB
g2131) y una propiedad nueva.



Se enunclian varias propledades halladas durante  las
derivaclones y se prueban usando los axlomas y el procedimiento de
Tarskl. Para hacer estas_ prusbas masg Faclles se usan y prueban
varios resultados preliminares (var seccidn 4). :

Durante cualquier derivacidn da programas se tlienen cuairo
tipos de pasos:

{a) Utllizacidn de propiedades de 1os TIpos que lnterulenah.

(h) Uso de propledades elementales de simplificacidn de
t¢rminos, distributividades, etc.

(¢) Apnlicacidn de F6rmulas basicas para estrategias de
derivacion (p.e. introducci®dn de casos, ganeralizacidn de
dominios, recomposicidn de términos, etc. ) '

(g) Prueba de propiedades para relaclones,

GCon respecto al prnbiema (d) casi no hay resultados en el
enfoque adoptado. En este trabhajo se comienza. el estudio
sistemfhtico de cOmo probar ldentidades del tipo:

P G o= ot (1)

Donde r es término y G as t®rmino asociado a una f&rmula de
primer orden. Se pone especlal €nfasis en el caso en que G es una

condicidn universal. (vaer seccidpn 5). EI objetivo es transformar i a
condici®én (1) en una lista de condiciones (mas simples) equivalentes

que invoiucran a v y a subtérminos de G (elimindndose
cuantificadores). : . : .

Se aborda el problema de probar condicicnes que {nvolucran
invarionies (seccidén B). Se prueba que bajo cisartas hipbresis se
peduce a un caso especlal del problema <1). Agul el t&Erminoc L g8 ud
invariante para e) término r si es deducible la identidad:

i; p o= 1; p; L (2)

Se gstudia ¢dmo encarar una prueba de este tipo y 58 prasanta
.una estrategia.

Finalmente se presenta comp gjemplo de derivacidn el "Hamming’s
Problem” {(seccidn 7) donde se ilustran 1os resuitados alcanzades,



1. TEGRIAS DE TARSKI DE RELACKON&S‘EINARKAS
Estas fueron presentadas por Tarskl en: (Tar 411, (CT 51173.
1.1 TEORTA ELEMENTAL DE RELAGCIONES

Alfabeto:
(1) Se tienen dos conjuntos de variables:

(1) Individuos: |etras %, y,. 2,
(2) relaciones. |etras r, s, t,

(11) simbolos funcionales:
Son simbolos de operacidn entre relaciones:

(1) Constanies. w relacibén universal, O relacidn nula,
1 relacidn ijdentidad, P relacidn diversidad.
(2) Oﬁerador$9: - complemento, “ conversa, + suma,
> interseccién, & suma relativa,
; producto retative

Términos: Es el menor conjﬂnto de cadenas con las siglientes
propledades: ) ' '

) Toda variable de Indlviduo es un t&rmino.
1) Términos de relacidn. »
(1) Toda vartable de relacidn es un t&rmino
(21, 0, o, P, son t&rminos
(3) Si o yv t2 t¢rminos entonces t1 % t2 t¥rmino,
e [+, ", &, } - -
(4) Si t término, entonces t y t son términos

(i
(i

Formulas bien formadas: Es el menor conjunto de cadenas que.
: contiene: '

(1) Fébrmulas atdmicas .

(1) si x, » vyariables de individuos, ¢ termino de
rejaclidn: tCx,v> e3 fSrmula atémica.

(2) sl 2 v t2 ¥ rminos de relacidn, entonces t = tr es
f&rmuta atéinica.

(ii1) El resto de las fbrmulas se construye come en 10sS
lengquajes de primer orden.



Finalmente Tarskl tomd como axiomas extraidgicos las sigulentes
sentenclasg: . .

EAT Vi ¥y (oo(x,y))

EA2 Wx Yy (J0Cx,y))

EA3 Wi (1¢(x,x))

EAG ¥Vx ¥y Vz ({r(x,y) ~ 10y, 2) = rix,2))

EAB ¥x Yy (P(x,y) & [1(x,y))

EAB ¥x ¥y (rix,y) @ Jrlx,y))

EA7 ¥x Yy (ri{x,y) & r(y,x))

EAS Yx ¥y (r+s(x,y) & (rd{x,¥y) v s8(x,¥)))

EAG ¥Wx ¥y (res{x,y) « (r(x,¥y) & 8(x%,y)))

EATD Wx Yy (r@s(x,y) & (Y2)(r(x,2) v 5(2,y)))

EA1T ¥x ¥y (ria(x,y) @ (F2)(rlx,2) ~ 8(z,y)))

EAIR r=5 @ ¥x ¥y (r(x,y) @ s(x,y))

Un modelo para este lenguaje va a sar un &lgebra heterogencsa
con un dominio de Individuos y otro de relaciones. Los simbolos de
operaci®n del lenguaje se Iinterpretan como funciones en 2l dominio
de relacliones, Los términos de relaclédn se Interpretan como valores
en el dominio de relaclones (fijada una valuaci®n en ias variables
de relacidn). F1 significado de las formulas y el chncepto de
vaildez deg una f&rmula  para un modelo se define como  en fos
lenguales de primer orden. Ademds en estos modelos son vaiidos todos
los axiomas de arriba. '

1.2 GALGULO DE RELAGCIONES BINARIAS
£.2.1 £1 lénguajg
Alfabeto:
(i)Y Un conjunto de varlables relaclonales: r, s,'t, ‘e
En algunas ocasiones se usardn: p4, r2, ra, ...

(it1) Stmboios funcionales:

(1) Constantes:. @ relacidn universal, O relacldn nula,
1 refacidn identidad, P relacldn diversidad.

(2) Operadores . - complemento, ~ conversa, + suma,
intersecclion, € suma relativa,
producto refativo

L 2

N,



Términos: Es el menor conjunto de cadenas con fas sigulentes
propiedades:

(1) Toda variable es un tErmino

(gy 1, 0, o, P, son wWrmlinos

(3) §i ti y tz t&¢rminos entonces 4 % t® es ®wrmino,
x e { +, °, @, ;} ~ w

(4) 81 t término, entonces t y t son términos

Formutas bien formadas: Es el menor conjunto de cadenas gque
contiene:

(1) Férmulas atémicas: Si Wy t2 t¢rminos entonces t = 12
gs f&rmula bien formada (atdmica).

Cii) 81 Fs y F2 fOrmulas bien formada entonces FiXFz es & rmula
pien formada, donde * € {~ =, v} :

(i11) 51 F es formula bien formada entdnces -IF es fSrmula bien
formada.

1.82.2 Uﬁa axionatizacién

GCon el fin de desarrollar el chajculo de relaciones pinarlas
Tarski derivéd de los axiomas de su Teoria Elemental de Retaciones un
conjunto apropiado de teoremds (cuyas vartables 50N exclusivaments
relacionales, Luego tom® estos teoremas cCOMo axlomas gxtraldgicos de
sy GCatculo de relaclones yinarias. Sus axiomas pueden ser divididos
en tres grupos: : '

(i) Axiomas de los simbolos booleanos: ( +, °, , 0, )

GAtT r + 8 = s + T

it
w
®
-

cA2 r ®° s

1

ca3 (r + 8) ¢ {(r ° t) + (s * 1)

cAd (r ° s8) + T (r + t) * (s + )

caAs p 4+ 0 =1

CAB ¢ * @ =T

GA7

..,
+
-
]
8

g1
i
=

cag
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e

(11) Axiomas de los simbolos relatives: ¢, ~, @, 1, *)

~
-~

CAS ¢ = r ;

ca10 » 2 5 =8 ;1
CA1TT re(s:t) = (r;8)5t

Catle r21 = 7

C111) Axiomas que vinculan simbolos ralativos y booleanons:

CA13 {rz8d°T = 0= (s8;t)*r = O

CA14 P = 1

CA15 P ® s = r ; 8

5t

GA18 =(r 0) =s@; p; ® = 0

1.2.3 Algebras Relacionales

Una Algedbra Relacional Absiracia es una Algebra:

R,+,°,:;,®,~, ,0,0,1,%> que satisface los axiomas anteriores. A
lementos de & se los denomina relaciones.
Una Algebra Relacional Propia es una &igebra

CWURWY, U, N, ;, e, Y, ¢, ®, uxy, A, A’ > donde:

U conjunta, P operador partes.

Ademas U, ny ‘ son unidn, interseccidn y complemento de
conjuntos., '

Sea r, 8 € P(UxU) se define:

Pt s K,y YL x> e b )

r ;o8 = [ Lx,y>: 2z @ Kx,2>€ ¢y <Lz2,y> € 8 b

A = [ Lx, x> x & U}

P® s = [ x,y> : ¥z 28U <x,2>&r o <(z2,y>€ s }
A los elementos de P(UXU) se los denomina relaciones propias,

Toda Algebra Relaclonal Propia es Relacional Abstracta.



1.2. 4 Prueba de teoremas
A contlnuaci&n se presenta 28l procedimiento de prueba
presentado por Tarskl.
Se considera el siguiente conjunto de axiomas Y reglas:

(a) Un sistema de vreglas y axiomas (completo) del GCaiculo
Proposicional. '

{b) E! siguiente sistema de axiomas y reglas para identidades:

Sean t, 14, t& y t® términos, F fOrmula y una- sustitucion

de variables en t&rminos @ = { (rafta), ..., (rnit) 1.
(1) t =t
() tw o= 12
~~~~~~~~ Simetria.
te = 4
(3) = (2, t2 = 8
Transitividad.
4 = t8
(4) F, ¢ '
Sustitucidn,
For

(5) 1 = te, F

r
| t4 oc. F Reemplazo.
Fa L

donde F1 resulta de reemplazar alguna ocurrencla de ¢ en
F por tz

Una prueda de una formula F a partir de una lista de f&rmulas £
(y se denota £+ F) es una sucesi®n finlta de fédrmulas  Fao ..., Fn
donde Fm = F y cada Fi | € 1...n-1 verifica:

(a) Fi & X

(b)Y Fi es un axlioma del cdlcuio de relaclones binarias

(c) Fi es un axloma del chdiculo relaclonal

(d) Fi es t = t para algln té¢rmino t

(e) FiL se obtiene de aplicar alguna de las reglas dei c&diculo
proposicional a fSrmulas anteriores en i{a sucesidon,

(¥) Fi es el resultado de aplicar alguna de lgs reglas para
jdentidades a formulas anteriores en ia sucesidn.

Una f9rmula F es un teorema del C&lculo de Relaciones Binarlas
af y sdlo 81 B + F

10



i.2.65 dAlgunos Lteoremnas

Algunes ejemplos de los teoremas del Caleulo de relacliones

binarias derlvados por Tarski son:

» ~

C1 [(r:8)*t = 0 4 {(s:1)°F = 03 ~ [(r:8)°€ =0 @ (t:r)s = 01

- ~

G2 r*s = 0= r*s = 0

C3 r = 38 ; = ;

G4 r v 8=r+s

650 =0~ 1 = 1

C6 8°t = 0 = (r;s)°r:t = O

€7 8 = T =» r:8 = r;t

8 rs(s8+t) = (r;3)+{p;t)
G r:0 =0 :

G10 r°s = 0 = (r:t)°s:t = DO
11 r=-8 = p;t = s:t

12 (r+8)st = (rit)+(s;t)

13 O:r = 0
£14 P = P
1.2.86 Vectores y gunlos
En [SS 8H1, {BS 9113 se presentan relaciones que 'parmiten

"simular” i{o0s elementos y tos conjuntos de elementos del universo de
las &lgepras relaclonales propias. Ademds se caracterlzan gstas
relaciones maediante f&rmulas.

Se |laman wectores a las relaciones gque verifican la propliedad:
A

lL.as relaciones propias que verifican esta propiedad son
las de la forma:

{<v,ud: ue& U~ v € S} para algn conjute 8 £ U

Se llaman puntos a los vectores que son biyectivos; es decir
que cumplen: ‘

~ @

pto(r) & (v = Pp@ A P & 1 A P = )

Las relaciones propias qus verifican la propiedad anterior san
jas de la forma:

{<v,u>: u <« U} para algian v € U

11



1.2.7 Problema de Representacidn

Fn [Tar 49131 se resalta el slgulente probiema:

s Es toda Algebra Rejacional Abstracta lIsomorfa @ aiguna
Algebra Reilacional Propia 7.

En [Lyn 501 Lyndon construye un ejemplo de &lgebra raetacional
abstracta no representable.

En [J&n 501 se prob® que una &lgebra relacional abstracta es
representable sl y s®lo sl todos sus &tomos son funclionales.

En [8S 851 Schmidt vy Strohlein presentan  gf problema .de
represenacidn utilizando 108 conceptos de vectores y puntos.

Consideran el axioma slguisnte:

-~

P g HAx By K,y puntos A X3y E T y prueban:

Todo medelo - del t2lculo de relaciones binarias ds Tarskl
que verifica el axloma anterior es isomorfo a un &lgebra relacional
proplia. '

2 CALCULO DE RELACIONES BINARIAS PARCIALES EXTENDIDO

2.1 El lenguaje

Se conslideraron los trabajos: [HYE 3801, [HV 811, ([vHB 821 y
[BHY 82J.

se tiene el slguiente alfabeto:
(1) Lista de consténtes relacionales ci, c2,
(ii1) Lista devvarlables ratacionales r, s, t, ...
(i11) tas constantes del cé&lculo de relaciones binarias.
(iv) Los simbolos de operacidén del calculo de relaciones

vinarias junto con un simbolo binario adicional 7 (fork).

Términos y f&rmulas se definen Jgual que en el Galculo de
Relaclones Oinarlas (considerandose los nuevos simbolos de operacidn
y de constante). ’ ‘

12



2.2 Algedbras Relacionales exlendidos

una Algebra relaclonal

Una V-dlgebra Relacional Absiracia es

apstracta junto con una operacidn asoclada a ¥V,
al que U s5e

Ses (H,*) un &lgebra con una operacidn binaria, t
detfine como sigue:
(1) X s U, X conjunto,

(11) 81 a, b= 1 entonces axp « U

Adendas (I13,%) verifics la propiedad:

¥Ya Wb Yo (axb)xe # akx{bkxc)
Es declir, U es5 el conjunto de todos los &rboles con hojas en X

Una Algebra relacional estruciurada es una Algebra Relacional

Propla donde:
(1) u = U

(2) r V° g =def {(x,y%2)> Xry A %82 }

Calcuio

Eatas &atlgebras son jos modelns intensionales dsgl

Relacional Extendido.

2.3 Expresiones estructurales del Cilculo Relacional Extendido

tun conjunto e

Como !os modelos proplos tienen por dominlo
Arpoles: se pueden definir t®rminos apropiados para manipuiarios.

2.3.1 Provecciones:

Mow

Este expresion se interpreta en los modelos propios como:

{ <xxy x> x,y & U }

Tz = V1

Se interpreta en las 2lgebras refacionales proplas como:

{ <x*yly>: x;y & 2‘3 }

13



5¢ sequlrd& para abreviar 1|8 composiclidn de proyecclones la
sigulente notacion:

Acompafie a Il con una palabra de 1 y & para denotar la
composicidn dg 1as proygcciones con indices en el orden en
que aparecen en la palabra:

por ejemplo [li242 denota la expresion:

la; Mz M, Tz

2.32.2 Producto Direclo

se desea construlr un @rmino gque se interprete en 108 modelns
proplos como la relaclidédn (producto directo):

[ {xaxxz yixkyz ). {ea o yid>E P ez y2 )€ S }
ry 8 son relaclones.

F1 té¢rmino buscado eS:
P ® g = (Ma;p) V (Tlz:8)

2.3.3 Coplas
ge dafinen inductivamente:

a 1
n 1

u <

1
n Vv 1

< i

e interpretan en 108 modelos proplos Ccomo:

f G, xxx>: x € W} para
[ ¢, (xxx)xxd>: x & U]

2.4 Poder expresivo del chloulo retacional extendido

El CAlculo extendido de relacionegs binavias parciales tiene el
poder expresivo de la ibgica de primer erden, en el slogulente
sentido C(ver [HY 811):

Teorema 2.1: Sea £ tenguaje de primer orden, @ Kdse - - X)) & rmula
con variables libres x&,...,%", entonces existe un wrmino T (@) tal
que si A modelo de &, % &lgebra relaclonal extendida propia con
dominio 31 dado por los Arbotes con hojas en el universo de A
entonces T () se Interpreta en 9 como:

1 = (Ku,ud: ue Ay = Wz (., (uetxm )LL) A e, .., )]

©(u) valor de verdad da la formula ©{(x4,. ... Xn) para toda valuacion
v tal gue: v(x) = ui, 1 & 1..n0.

14



e pueden simular 1os conectivos proposicionales en “rminos de
fas operaciones boolsganas. Suvongamas que tanemos terminos
relacionales () y T7(F) correspondientes a las Formulas ¢ y &,
gntonces: ' : :

(i) Tl v @) = T(p) + T(E)

5

(1) T ~ @) T(P) * T(&)

1]

i) 7(le) = ) * 1

Ciy) T3y o(x,y)) = Tl ;v (p):Is

Ademids se pueden construlr  expresionss relaclionales qus
reflejen algunas de tas construcciones de lenguajes de amplio

gspectro. Por ejemplio en el GiP~L se pueden hacer definiciones povf
comprensidn del tipo: :

{y: @(x,y)}: esta se puede expresar mediante: flu v(p); Nz

En la seccidn 3 se presentardn otros ejemplos,

2.5 Problema de Repressntiacidn
£n [(BHY 921 se presentan algunos axiomas para el V y se pruéba

que toda &lgebra vrelacional "sxtendida gue . i90s verifica  es
representabla:

Teorema 2.2: Una V-&4lgebra relacional abstracta es
representable 81 satistace las sigulentes fSrmulas:

(1) (t < Vs) = ((t:Tla « ) ~ (1012 < 8))
(2) (r¥g8); (t¥q) = (r:t) * (s:q)
(3) r:(sVt) € (r;8)V(r:t)
(4) (rcy) A (sew) = (rV8) < (vWw) _
(5) (={(t=0) ~ (t < r¥s)) = v 3w ({y=0) ~ 1 {w=0) ~ (Ww € 1))
2., ALGUMOS TERMINOS UTILES PARA ESPECIFICACION
Y DERIVACIOM DE PRUGRAMAS
Motacldn: Se usar&n las siguientes abreviaturas de t&érminos:

dom(p)
cod(r)

(r;m) = 1
(co;pr) » 1

oy
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3.1 Términos poara especificar problemas

En la seccidn 1 se mostrd que el c&iculo extendido de
realacliones binarlas permlte construlr té¢rminos para relaciones del
tipo 1¢, donde @ Fbrmula de  primer orden. A continuaclidn se

presentan algunos t&rminos Utlies para especificar problamas.
Sea una &lgebra relacional propia % con universo W
tgualdad:
Se desea construir un t¢rmino  que se interprete coOmo 1a
retacidn: { <uxy,uXxyd>: u,v & BWaAauw=1v1.
Esto es posible mediante el t&@rmino 2:2, donde 2 = 1V1.
Existe:

Haeberer y Veloso construyeron un t&rmino que se interpreta en
jas &1gebras estructuradas como la relacidn:

{ Cu,u>: uell ~ By yell uyxy r uXy }
Este termino es: Mu;r; I
Comprensidn:

Se desea construir un t¢prmino retacional due S8 interprate como
la relacidn: { <u,v>: u,v & U A ukxy r uXxy }

o2

Este t€rminc es: Ha;r;M2
Otra posibiiidad es: fla;r My y se interpreta como:

{ u,v>: u,v el ~ vku r vXu }

Estos términos se ldentifican con 1a construcclones some y that
(s} son funclonales) del CIP-L.

Gondicién Unlversal:

Se desea construlr un t&rmino dque se interprete como la
retacidn: { <u,ud>: vell ~ Yy yell uxy r ukXy = uXy s uXy }

Este t®rmino es:

(Fla; (Fo1 + s) » 15 Mo 1
Se 1o denotard con: ¥(rls) y llamara condicibn universal .

Este t®rmino es mds general que el término asociado a una f&rmula
cuantiflcada universalmenles :

16



A la f&rmuie ¥Yx ©(x,y) se le asacia el t€rmino denotado por:

Y(rlrie))

2.2 Totalilgacidn de relaciones
3. 2.1 Totalizacidn

Hasta ahora, gran parte de las especliflcaciones 8 través  de
fSrmulas se interpretan  en tos modelos propios como  relaclionas
contenidas en la diagonal v esthan indefinidas para aguellos, yalores
que no verifican la férmula, Se desea aprovechar 1a informacion de
sl una férmula no vale en la construccidn de términos. Para astio
pasta construlr un t¥rmino que totatice vrelaciones. Se consideran
4dlgebras estructuradas con universos U = B U 1.

- ' o
Se quiere definir una operacidn tal dque en  las &igebras
relaclionales gstructuradas se interprete como:
<
P s {Cu,ydruel, ve U a yry v (o domir) ~ veb) )

5e afiade al alfabeto de las V-Algebras ielaclonales abstractas
una constante Dot que es la conversa de .un punto, :

Un t&rmino relaclional gue se interpreta  como | a relacidn de
arriba es:

(=) . B e e e .
Pz op o+ C (pooc 1) 2 1 ) bot

2.2.2 Funcilones caracieristicas
Interesa encontrar t&rminos para relaciones qua s6 interpratan

como funclones caracteristicas Be asociadas a una formuia ¢ 89
decir, mediante la relacidn:

{<u,b>: ue W A b e Bool ~ b =T% u @y}
Se especlflca el tipo Bool:

'Se agregan al alfabeto las constantes true, false y Bool,

Pto(true)
ntol(falss)

Bool = tTrue + false
=-(true = false)
iBool = Hool °* 1

>~ oo~

ey = true; true

oo N e e

j¢«F> = false: false

dom{and) = dom(gp) = 18col @ Imool

17



(true ©@ true): and = (1®1): true

(true ® false); and = (1921); false
(false ® false): and = (1®1): Talssa
(false ® true); and = (1®1); false

(true ® true):; or = (1@1); true
(true ® false); or (1®1); true
(false @ trued); or (1®1); true
(false ® falsea): or = (1®1); false

Hon

Sea l un trmino que se interpreta como:

{(u,b):ut':'QJAbéiBOO!A!)=T®u5""-L}

El t&rmino buscado &s: B¢ = T(@)é; L

Un t&rmino relacional para i es:

! = pot ; false + 1; ((bot: bot) ° 1); true

false se interpreta en las élgebras estructuradas como:
{(<u,F>: ue U ~ Faell )
y true mediénte:
k(u,T): pelaAaTe U}
Reci procamente si se tiene una relacidn booleana r:
dom(r) & 1Bool |
y 82 deséa obtener un t&rmino que se interprete como:
((x,k>: x € dom{r) ~ x v T},
La expresidn buscada es:
(19 r; ter); M
§i t t¢rmino relaclonal, entonces to;l se -interpreta en las

&igebras estructuradas como ta relacl®én que testea si T gstd
definida o no en un elemento de YU. :

18



2.3 Seleccidn v conandos guardoedos
3.3.1 Seleccidn

5e construlrd un t&rmino que se interpreta como una relacion
que se comporta como la construccidn if then =lse, es decir:

{[<u,v> : upr va»uec TA WS VS ue FI .
donde: dom(r) U dom{s) = doem(c), img(c) € Bool.
Se usard la notacldn abreviada del lenguaje G: (_%_,.)

Entonces si dom(r) + dom(g) = dom(c) y cod(c) £ ool

S5e tlene el término:
Ce?r,8) = (1¥e)y; [ (C1® truestrue):Tla;r) +

(¢1® false:false);fla;5) 3

851 ¢ € 1, dom{pr) + dom(g) = 1 entonces para podey- consirulr
el t¢rmino de arrliba es necesario toetallzar c: .

(c°;¢?r,s)

2.3, 2 Conandos guardados

Sean Ci,.--.cn & 1 tdrminos gque se interpretan como ° diagonales
asociadas a fOrmulas; sean ri,...,rm t@rminos tal que son v&lidas en

ios modeios proplos:
dom(ei) < dom(pi) | & 1..n

£l comando guardado asoclado &8 las relacionses de arriba se
define como el térming: :

(19ea);Ma:pa + ... + (1Ven):Mla;m

3.4 Construcciones para reducir el no determinismo

Por motivos de eficiencia muchas veces 88 necesarlo transformar
una expresidn no deterministicas en otra con iguail dominio, pers con
menor grado de no determinismo. Ejempios de estas transformacionss

bueden ser:

1) Transformar un comando guardado en una seleccidn
{i1) Transformar una suma de funclionas en una funcidn
¢(i11) Transformar un término existencial en uno que no 1o as.
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B.4.1 Suma secusncital

La operaclén de suma en general no es deterministica. Por
motivos de eficiencia a veces €S necesaria otra operacidn parecida
. pero menos ceterministica. Se construye una axpresion tal que si los
sumandos 300 determintsticos entonces lo es 1a suma. Liamaremos a
esta operacidn suna secuencial , Se Interpretarad como slgue:

[<u,vd>: u,vea A ((ur v)v (u & dom(r) ~ u s v)) }

se denota la suma secuenclal de r con 8 Con: rifs y se le asoclia
el término:

i

rls = r + (dom(s) - dom(¢)); 8

(dom(g) - dom(r)) dom(g) ° dom(r) * 1

]

La disyuncicn secuencial del CiIP-L 3@ pusde exprasar
relaclonaimente mediante la suma secuencial:

caf cz, ci;c:?. €

Tambi®n se pueds construlr ta conjuncidn secuenclal del CiP-L
mediante: ‘ -

Ge; Gz, 02,02 < 1
3.4.2 Sustitucidn

G. Haum copstruy® un término retaclonal que se interpreta” como
ta relaci®n: ‘

{<u,vd: u,v el ~ (us dom{s) ~ u r ¥v) v~ (ue dom(r) ~ u s v)}

ge sustituye en dom(p) M dom{s) a r por s, Se denota la
sustltucidn de r por s con rlsl.

Un t&rmino para r(s) es:
rfsl = (rVs);lz 4+ (r¥V(s:0)) ;M

fsta operaclon provse un mecanismo de reusabliidad de
expresiones relacionales. Pues basta encarar los cambios como
sustituciones. ’

Se observa que la gperacidn de sustitucidn generatiza a |3 de
total izacidn:

r° = potlr)
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3.5 Clausura transitiva

Otro mecanlismo para construir expresiones no determini sticas es
mediante operadores de clausura. Aqgul se presenta ol concapto  de
clausura transitiva de -una velacidn y un axloma que permite

caracterizaria.

. n
s¢e define r inductivamente:

P = dom{y)

RIS EY n
r = r ;0 donde n € Nat.

Se denotar4 a la clausura transitiva de ¢ por ; con
Busco una fOrmula que exprese:

(WneNat " < 17 ) A (Yne Nat " < 8)) @ e s)

Esta e8:
S K
v = dom(r) 4+ rovp
2.6 Vectores, puntos y consianies
Se llamardh @a las .relaciones cuya conversa e% uUn punta

constantes, Estas son las relaciones estructuradas que satisfacen:

B < TR R R < B O AP



4. PROPIEDADES BASICAS PARA DERIVACIGON DE PROGRAMAS
EN EL CALCULS RELACIONAL EXTEMDIDO

4.1 Axiomas para el chlculo extendido

Estos axiomas se usard&n en las pruebas de propiedades de esta
secclén y se emplearda el método de prueba de Tarski.

Se consideran fOrmulas del teorema de representacidén mads dos
fSrmutas adicionales: ' '

(1) (Thvilz) < 1
(2) (r¥g): (t9q) = (pr;t) ° (8:9)
(3) (r7s8) = (r;Mh) - (s;112)

Se va & probar en seccldn 4.5 que las fSrmulas (3) vy (4) del
teorema de representacidn se deducen usando (3.

Un problema ablerto es:

Ser& cierto que (1) no se puede probar 8 partir de (2,3)?
4.2 Clasificactédn de las propiledades

Las T&rmulas que se presentan fusron seleccionadas porgue 58
ysaron en varios ejemplos de dertvacidn de programas {(ver {DB“BE]).

Fatas formulas pueden ser clasificadas en 1as siguientes clases:

{a) Propiedades de gimpiificacidn de términos.

(p) F&rmuias para reorganizar t&rminos,

(¢) F&rmulas para las operaciones y construcciones del! lenguaje.
(dy Propiedades para e} cadlculo de dominios.

(e) F&Srmulas para los tipos de dates (axiomatizaciones).

Para cada una de las clases, se dan algunos sjemplos. Estas
tSrmuias pueden ser consideradas como "tadrillos”, a partir de los
cuales se pueden probar otras f&rmulas mas complicadas (por ajemplo
que reflejen estrategias de derlvacion).

Ahora se habla de las pruebas gque se presentan para 8astas
propicdades.

Se derivan a partir de tos axiomas casi todos tos resultados de
esta seccidn.
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£n fas pruabhas se usard la siglia B.A.P. para indicar aque @l
t“rmino que se muestra 83 el resul tado de aplicarls al anterior
propledades elementales de las &lgebras de boole,

Se abreviar

{a) dom(r)
(b)) cod{r)

4.3 Notacildn

&n los -sigulentes t¢rminos:

= (p;m) * 1
= (e;p) 1

En tas fOrmulas se van a usar las slguientes abreviaturas:

(a) tet(r)
(h) det(r)
(c) plto(r)
(d) ete(e)

Sg pusde de
de las conversas

Proposicion
conversa:

~oN e

”~~
)
N
-
+
w
1

(b) r : 8 =

(¢)

(d>

Prueba:

(a) Par G4
“(B) Por GA1

(c) Ver (8S

(d) Por CAS

e = 00
@ r;r & 1

@ (p = P A P S A P o= W)

& (r = ;P A p;pr < T o~ P00 = )
4.4 Propledodes de la conuversa
cir gque la convérsa de un t€rmino es casi el tErmino

de las constantes vy variables gue intervienen.

4.1: Se tiaenen las siguientes propiedades de la

F o4 s (8) r Vs =1 @®s 2
s ;5 7 (f) +® 8 = r @ g
~ ~ ’ - ~
re° s (g) 7 = r
(h) ® = ®
0
851
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Prueba de (e):

oo e

r Vg

]

P R

p;Tle ¢ 502

~ o~ -~

p;Mla o ;02

~

b JENY
>

*

jou |
[y

.-

o=
—
[
e ae ws
-:z-; LRI A I ]
°

n:&;

*
'

(T ; v 9 M aY); 191

(r @ s),

Prueba de (1):

~~~~~

(g) Ver

. Tz
Mz ;
2
Mz

oo

S

18
28

— Y -

o oo~

~~~~~~~~~~~

(ﬂi r ﬂi
(Ta;p; ﬂx

-

®

®

R .

ﬂz;s;ﬁz)

(IMa;pr ¥ Nz;s)

P ® g

{58 851

Prueba de (h):

ol
= 0
=0
= ©

0.E.D
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Ax. (3)

4.1 (c)

4.1 (b)

4.1 (d)

caAle

G5

Ax. (2)

Def. @
def.
Ax.
4.1
4.1
4.1
AX.
def.
B.A.
4.1
c5
B.A.

(3)

- (e)

()
(d)
(3)

(g)

P.



4.5 Algunos resultados preliminares

En esta seccldn se presentan algunas propiedadss due Junto con
axlomas de Tarski y del cajculo egxtendido son fadritios para
ruebas de este canitulo, Se los divide en dog grupos:

o
[ &)
T @

(a) propledades del calculo de Tarskl

(b) proonledades ds las operaciones estructuraies.

Se presentan propladades gue refliejan @i hechho dg qus una
relaclidn contenida en Ja identidad se comporta como una diagonal;
cabe pregquntarse si son derivables a partir de los axiomas de
Tarski. De no serlo se propone que sean consideradas como  axiomas.
fstas son: . '

4.2 (g) r < 1 = f
4.2 (k) ra< 1 =5

- 23
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Proposiclion 4.2: Se tienén las propliedades:

(a) (r<=s) = {(g:r < ¢g:8)
(reg) =» (pPsg < 8;q)
q

(b) (g ° r;®); s =

(c) (g °» r;m); s = ¢g; (s ° p:®)
(d) r; (s ° t) « (r:s) * (r;t)

(s ) or e (sir) o (tir)
(e) dom(pr); p = 71
(F) r; cod{r) = r
(h) r,8 <€ 1 = r;8 = r*g
(1) r < 1 & dom(pr) = pr @ cod{r) = p
(}J)Y r,8 < 1 A~ cad(t) cdom(pr) < t; r * 58 = ¥; 8§
1) dom{r) = cod{rpr)

(m) dom(r;s) = dom(r ;dom(g)) :
(n) det(r) = r;¢{s3°t) = (r;s * r;t)

(o) r°s + r°s + r°s

= peg
(p) r+s = r°s + r°s + s°r
Prueba:

Pruebao de (a):

8 = sgtr » r<s
qg:;8 = qg;(8+r) = g:8 + q:r ‘ c8
8,4 = = 8,0 4+ r;q 12

(s+r);q

25



(b) y (c) son resultados

binarias de Tarskl.

Prueda de (d):
r;{s°t) <« r.s
r;{s°t) < r;t
r:{(s*t) < (r:s
(s*t):;r < s;p
(a°t):r < T:p
(8 t);r < s;7r
Prueba de () -
1 < ®

r: 1< pr; ®
L (R ¢ ¢

(9 (r;m)); ¢

Prueba de (§)-:

it

r; (oo;p @* 1)

I

o on

P R A ]
N

P N L I I O RV S

~ ~ ~

{(ro0 * 1) r

P I I R

"~ ~ -

(pso0* 1) r
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conocidos del

calculo

(a)
(a)
P

e Y
S VN

(a)
.2 (a)

ru

M

fars BRSO Y

de

GCAB

4.2

relaciones

'(a)

CAl2

4.2

(b)

Calre

GAY

(b))
(c)

(b)

(n

(e)



Prueba de (h)-
r.8 < r;% = p
r:.6 < 1;8 = 85
ris < res

Para la otra Inclusi®n se probard:

T raAatac g =t ;8

t < 1

T = 1Tt
tit < prst
Pt < s
t< r;s

Pruéba de ().

(pse0 * 1); p = (p;e8 ° 1) * 71
= pyw (1 ° 1)
= p;GO0 ° 7
= P

Py (s o 1) P (wr ° 1)

= (p * 1) * m;r
= .p % oo
= p

Po= 1 opo<om;op

Prueba de (]):

t; cod(t); (r°s)

t, (Zod{t)*(r*s))

T ((eod(t)*r)es)

t; ((cod(t)*dom(r))*s)
¥ (cod(t)e 8)

T (eod(t); s)

t:, 8

t: (res)

onon

£ I SR T

Pruedba de (1)

P

dom(;)

4]
&
2
b

i nuon
B
b .
o
-
-
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<< <z S
= =1

€

= o Ah
i =1

st oy 4.2 (a)
<1y 4.2 (a)
B.A.P.
B.A.P.
4.2 (g)
tor v 4.2 (a)
t<s vy 4.2 (a?
B.A.P :

(h)

P.

1

4.8 {(e)

(h)

.P.

1

CAl2 v 4.2 (a)

£t}

A d

HN—n-

3= — =0

o

Doy a=s b

Bef.

9.1

“GAY
Det.

(k)
dom

() y (b))
y 4.1 (h)
cod



Prueda de (m) -

{r:;s);eo ° 1 Def. dom

dom(r;s) =
= (r;(s:00)) * 1 . CA11
= (r;(g.;m ° o)) * 1 CAB
= (pr:(g;00 * 1;00)) * 1 : cAtle
= (p;((8;00 > 1);m0)) * 1 4.2 (b)
= ((r;(s;0 ° 1));00) * ] GA11

dom(p;dom(g)) Def. dom
Prueba de (n):
(ror)s (Crssde(rst)) = 15 Cr;(Cpss)*(pr:t))) CA11

< s ({radrss)dedr;Crit) ) 4.2 (d)
PiCCrsCrssd))e(r;(r;t))) = r;(((rh;r);s)“((r;r);t)5 CA11

< ops (1582 (1: 1)) B.A.P vy del

Poo({158)°C1:8)) = rs (s°t) CA12 h
{rsr); ((rssde(p;td))Y @ s (s5°1) : Tran., <
rir = dom(rir) S det(r) y 4.2 (1)

= dom(r;dom{r)) . ' 4.2 (m)

= dom(p;cod(p)) 4.2 (1)

= dom{yp) : 4.2 () (%)
dom((r:s)*(r;t)) « dom{(ris)) <« dom(r) B.A.P. (%X%)
Crird: (Crasde(r:t)) = dom(r); ((r;sd)e(r;t)) © por (%)

dom(r); (dom{({p;s8)°(r;t)); ({r:s8)°(r:t))) 4.2 (e), GA11
(dom(p)>dom({r:8)°(r:t))); ({r:s)(r;t)) 4.2 (h)
dom{(r;s)*{r;t)); ((r;8)(r;t)) por (%x%)
({r:s)*(r:t)) ‘ 4.2 (e)

[}

n

Prueba de (o).

r*s * (r*s + r*s + r°s) (res * r°8) + (r*s * r*s) +

i

{(r*s * Tr°s) CA3
= 0 _ B.A.P. y CAS
P°s + 1°8 4+ r°s + T°8 = r°(s+8) + re(g+s) CA3
= re@ 4+ r°®W = (r4r)ew = @M = @ GA7 y GCA3
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Prueba de (p):

r+8 = r°8 . - B.A.P.
Peg + r*8 4 8°7 + r°8 = [r°(5+8)1 + [(s+8)°T] CA3 y CA4
= (re@)+{@T) = rir = GAB y GA7
{r*s + r*s + s°r) * 7°8 = O , B.A.P.
D.E.D.
Las siguientes 50N propiedades praliminaraes para las
operacliones estructurales del lenguaje.

Observar que las propiedades (a), (p) y (¢) son del teorema de
representacidn. Las propledades (e, (f), C(g), (h), (1) sirven para
propar 1as propledades dlstributivas que cumplen las operacliones
gstructurales, :

Proposicidon 94.3:

(a) r:;(sVt) « (r;s8)¥(r;1t)

(b)) res ~ tcg = r9t < s¥Yq

(c) r<s ~ t€g = r@t < s@®q

(d) (rV0) = (OVr) = 0O - '
(g) et (r) = (r:(1¥1) = (r9r))

(F) ((rot); Ta) (p;Tiay o (t;0a)
(g) ((s°q); Hz) (s:ll2) * (q;liz)

(hy T (g°t) = (MMa:;s) » dla; 1)
(i) Tz; (s°t) = (Tla;s) » Jlz:t)

it

Prueba:

Fruaeba de (a)-
r;(sVt) = pi(s:Tla o ¢;l2) , Ax. (3)
< {r:(s:Ma)) » (p:(4:ll2)) 4.2 (d)

Pruedba de (b):

pifla < g:fla 4.2 (a)
t:flz ¢ q:fl2 : 4.2 (a)
(r:flayctfizy € (ssflen (tidlz) 4.2 (a)
(s:flayt:flzy e (s:fla x(qiflz) 4.2 (a)
Cr:flayctfizy @ (s5fla ) (qflz) 4.2 (a)
vt < sVq o Reemplazo seqdn ax. (3)



Prueba de (g):

Ma; p < Ma;s 4.2 (a)
Ma;t « MNa;gq 4.2 (a)
@t = a;p @l t e« Ma;s VIlz;q = e29q 4.3 (b)
Pruedba de (d)
(¢p¥0) = (pr:Tla) » (0;72) Ax, (3)
= (p;Ma) »°0 13
= @ B.4.7.
Prucha de (e):
r: (191) = p; (1:Ma = 1:02) Ax. (3)
= pit1:Tle o p; 10z det{r) y 4.2 (d)
N TR P TYE o
= {p V1) TAx. (3D
Prueba de (F):
(Cpat); Tay = (p9%): (191)5 Tl ax. (2) .
= (rVty; Ma: (1Y) 4.1 (h)
= (pFt); (Fla ¥ [1a) 4.3 (g)
= (p;MMa) o (¢:Ml) ax. (2)
Prueba de (g): Simitar a ().
Prusba de {(h):
fla; (s*t) = Il1; (s° 1) - GAS
= (s°t); IMa 4.1 (h)
= (g°t); Ila 4.1 (d)
= (g;Ma) o (¢:M) 4.3 ()
= (g;M) o ;M) 4.1-(d)
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~ I -

-
~ >~

(Ma;g) » (Ma;¢) 4.1 (h)
(TMa;8) » (lat) CA9

it

n

Prusba de (1): Simitar g (h),
0.E.D.

4.6 Simplificacidn de términos
Elintnacidn de V mediante provyecclones

Proposiclon 4.4: De los axiomas se derivan:

(a) dom(r)

S dom(s) = (r V¥V s); 4 = ¢
(p) dewn(g) S dom(pr) = (p ¥ s); Mz =
() cod(t) € dom(s) = t;: (r ¥V g); MIa = ¢; r
(d) cod(t) € dom(r) » t; (pr ¥ 5); M2 = t: s
Prueba:
Prueba de (g):
(r VvV s)} e = p;1.° s;m ~ AX. (85
= p;1 ° s G5
2o s ' ~ ocai1R
= % 5o 4.1 (h)
po= (1* {p;0)); 1 9.2 (&)
< (1 (s:0)): 7 hio v 4.2 (a)
(1 (s;)):; p = 1:p ° 8§ 4.2 (b)
= pPe® 500 . CAle
< o7 B.A.P.
Ast: r ° s;0 = ¢
Prueba de (b): Simitar a (a)
Prueba‘de (c):
T (pr ¥V g); MMt = ¢; (r;1 ¢ 5;0) - Ax. (23
= t; (r:1 ° 8;m) £S5
= t; {pr ° s5.00) : GCAl2
= t; (r * g;m) ‘ 4,1 ()
<t . ' B.A.P.
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o= t; €zt * 1) 4.2 ()
< t; (s8:;00 ° 1) ‘ “hip. 4.2 {(a)
t; r o ot (ssm 2 1) 0 ‘ 4.2 (a)

13

t; (s;0 ° 1) . 4.2 (b)
= t; (r ¥V s); s

£; (g;m * 1) ¥

Prueba de (d): Similar a (¢).

Q0.E.D.

Eliminacidn de ® medianie proyeccionss -

En general eliminar @ mediante proyecciones exige ~condicliones
demastado fuertes sobre las relaclones gue intervienen tales como la
totalldad de una de las relaciones afectadas por el ©;  hecho 4gue
rara vez se da; salvo en algunos casods particulares (i. e. cuando se
trabajla con puntos, vectores, 1, ®, etc.). En muchos. casos = no  se
elimina ! ® sino que se simplifican 1as relaciones. que afecta. '

Provosicion 4.5:

(a) tot(s) = (r@s); N1 = Ma; r
(by tot(r) = (r@s); Mz = Nz s
(¢) (re@s); T
(d) (res); Tz

(1 ® dom(sg)): Ma; r

it

(domlr) ® 1); M2, s

{e) Thh; (r@1) = p; I
Prueba:
Frueba de | a):
(r@s); Ma = (Ma;pr ¥V M2;g); Ta Def. @
= (MMa;p;1 ° Tl2;8;0) _ Ax. (2)
= (Ma;p;1 » M2;5;0) 4.1 (h) y G5
e (Ma;p;1 > Tlz;00) ' tot (s)
= (Ma;p * HNz:0) ' cAt2
= (Ma » Tlz;0): ¢ 4.2 ()
= zl:ii.“‘ Mz ;0); ¢ CA4A8
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= (fla » Nz ,w); p

~

P R R

= (1:1-1._" m;ﬁz); r

w o e

Prueba de (b):

4.1 (¢)
4.1 (d)
4.1 (h)
- CAle
Daf,.ﬂﬂ y AX.

Simitar a (a).

Prusba de {(¢):

(1 @ dom(sg)); Ma; p = (TMa;1 7 M ;dom(s)); Ilsa; ¢ Def @
S (151 ° Mesdom(s):@): r o Ax. (2)
= (M 151 » M2;dom(s);®m); v 4.1 (h)
= (M » MNz;dom{s):m); vp cA12
= (Ma;p o Tz ;dom(g). o) 4.2 (b)
= (Ma;p » Nz (s0 > 1);0) Def dom
= (Ma;p o T2 (s;0 ° ®)) 4.2 (b)
= (Ma;p + Mz;s;0) B.A.P.

s (MM ¥ Mzis); (%) Ax. (@)

= (p®g); Il Def. @

Prueba de (d):

Prueba de (3):

P O il

~

Simllar a (a).

- N

M; (p@1) =Tla; (p@1) = (r@1); 4 GA9 y 4.1 (b)
= (r@1): M = (p®1); M A8, G5 y 4.1 ()
=Tla; p = 7: M = p; T 4.5 (a), 4.1 (b)) vy
0.E.D.

a3

(3)

y G5

CAS -



Eliminacidn de conversas de proyecciones

‘Generaimente la Imagen de la conversa de una proyeccidn es
demasiado grande para las necesldades de  un problema particular.
Adamis es conveniente eliminar fa conversa de una proysccion para
acercarse a un programa (eliminando: cuantificacion existencial,
definiclones por comprensién, etc).

Proposiclon 4.8:

dom(t)) ~ (s,t,D < 1) =  (D¥Vr):s < Ma;t:s )
dom(t)) ~ (s,t,0 < 1) = ¢ (r¥D):s < MN2:%:s )

(a) (cod(D V r)
(h) (cod(r ¥V D)

]

Prueaba:
(a) (DVr); 8 = (DVr); cod(DVr): s 4.2 ()
= (DYr); dom(t): s hip.
= (PVr): t: 8 t<1 y 4.2 (i)
De 1arcow=s (V) ac (TV0) 4.3 (b)
(DVr) < (V) M.P. hip.

(D7r); t: s € (V@) 5 s 4.2 (a)
(b) Simitar a (a).

D.E.D.

Entonces el problema de eiiminar la conversa de una proyeccion
se reduce a encontrafr un aproplado. (a veces esta relacidn es
un t&emino que involucra a  la clausura transitiva de otra
relacidény,

Eliminacidn de la interseccidn de relaciones

En (HVB 821 se habla de la convenliencia 'de reescribirf |a
interseccidn  de relacliones mediants atras gxpresiones mas
eficlentes. AiiL se prueba la fSrmulac:

(¢p = ITCE) ~ (D:sES BLE)~ (D,E< 1))= (r° s = Ds E)D

El axioma (2) permite eliminar la ° madiante la introducclidn
del V.

~ . M

(rP ¥V g): 2 = (r ¥ s); (1¥1) = (r;1) ° (s831) =1 ° 8

"
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Dos propledades Gtiles cuando se tiene

fdentidades son (Ver 4.2 (g)):

r,s < 1 = r;s8s = r*s

ila Interseccidn de dos

r,s € 1 ~ cod(t) « dom(r) St r° s = t:s

4.7 Reorganizacidn de Términos

Generalmente se trata de propiedades distributivas: las
usualmente psasos previos a simpiificaciones.

sohn

cuales

nropiedades

Proposicidn 4.7: Se tienen las sigulentes
distributivas: '

(a) (r + 8)Y = t = (r>1t) + (s*1t)

(p) (r ° 8) + t = (r+t) * (s+t)

(¢) C(r + 8) t o= {r;t) + (s;1)

(dYy r : (s 4+ 1) = (pr:8) + ({pr:t)

(e) (pr + 8) ¥ t = (r¥t) + (sV1)

CFY r ¥ (8 4+ £) = (r¥9s) + (rV1)

(g) €r + s8) ® T = (rd@t) + (s®1)

(h) r® (s + t) = (r@s) 4+ (r&t)

(1) (p ¥ g);: (r® s5) (p:r) ¥V (g;s8)

(1) Det () = t: (p 9 g) = {t: p) V¥V (1. a9)
(k) (r @ g8) = (tV q) = (r * t) ¥V (s ° a)
(1Y r ¥V (s t) =(rVg)e (r¥V 1)

(m) (r ® 38) (t® g) = (pr; €2 ® (5: q)
(n) r® (s * t) = (pr@g) * (r®Y)

(g) (s * ) ® r = (s®pr) * (L&)

(p) (r¥s) = (avm®) + (FVs) + (r¥s) + (r¥Vs)
(q) Tr®s) = (0B®) + (T@s) + (r@s) + (r®s)
Prueba:

(a) GCA3

(b)) GCA4d

{(¢) GB

(d) G12

Pruedba de (g):

(r + s) V ¢t

(Cres):Me) o (t:Tl2)
= (r;Ila 4+ 's:Ma) » (t:M2)

ax. (3)
4.7 (¢)
= (r;ﬁi e tillz) + (S;ﬁi . t;ﬁz) 4.7 (a)
ax. (3)

= (rV t) + (s ¥V t)
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Pruedba de
Prusba de

(r + s8) & t

Prueda de

Pruasba de (|

HIE ]

0o

(f):
(g):

(h):

)

(p:;1r) V (g:8)

{(pYq):

{res)

Basta probaf{

‘(qu) = p;ﬁg ° q;ﬁz =

= (pYq);

Prueba de (]):

(t:; p) ¥V (1.

q

Prueba de (k)
(ret) ¥V (s q)

simitar a (a).

(M ; (pr+s) ¥V T2 1)

(

(Ma;p + Ma;s) Vz2;1)

(Ma;p VT2;t) + (Ma;s VII2;1)

¢

1

)

r® t) + (s @ 1)

Simitar a (g).

p;r;ﬁi o g:g.ll2

LY ar re o

p;ﬂiz; o q;ll2;s
(pVq); (Ma;p V Il2;3)

(p¥Vq): (ﬂ£;r;ﬁ1° Mz ;g;M=2)

(p7q): (Ma;Mla;p » M2:fle;s)

~ oo

P R

(pVq); (MaVIlz); (Ma;yp ¥V Ilz;s)

(p%q); (MaVllz) = (pVag)

~~~~~

(pVq); (TMaVilz) AX.

(MaViiz )

]

(t:;p:Me » t;q:12)
t: (p:Th = q:ll2)
t; (p V )

(Crety: Ty o ((soq); M2)
(rifaye (tiTle) + (s3Tla)e (qillz)
(rifis + s:fiz) » (tsMa » qufiz)
(r%s) * (Vqg)
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AX.

Ax.

def. @
4.7 (gc)
4.7 ()
def. &
Ax. (3)
4,1 (p) y GA9
Ax. (2)

. Def. ® y Ax. (3)
4,1 (b) y GAS
AX. (2)

(3) y (&)

4.2 (k) vy Ax. (1)

(3)

det (t) vy 4.2 (n)
3)

Ax. (3)
4.3 (f,9)
B8.A.P.
ax. (3)



Prusba de 1)

(r ¥V g8) = (rV o)

i

(Crillaye (g:llz)) » (CraMads Cesllz))  Ax. (3)

= (pr; Tla) » ((g:M2) - (‘t;ﬂz)) B.A.P.
= (r:M) » ((s°t); T2) 4.3 (g)
= p ¥ (g o 1) : Ax. (3)

Prueba de (m):

(r® g8); (t® qgq) = (Ma;p VIlz;sg);, (L2 q) def. @
= (TMa;pr;t V H258:0q) 4.7 (i)
= (r;t @ 8:q) def. ®

Prueba de (n):

P ® (g 2 t) = (Ta;pr) ¥ {Jlz:(s° 1)) ‘ def. ®

=2 (Tla; p; Tle) o T2 (s°t); 2) : Ax. (3)
= (Ma; p; Th) o (M2 ((s;0z2) (t:02))) 4.3 (g)
= (Ma; p; Ty o (Mz;s3Ml2) o (2 tillz) 4.3 (i)
= (Ta;p;Ta)e Mz 5002 ) (Tla ; pTle ) (2 4012 ) B.A.P.
= (Ma;p Vlz;g) o (Tla;p VIl2;t) ‘ Ax. (3)
= {r®g) ° (rd{) Cdef. @

Prueba de (o0): Simitar a (n).

Prueba de (p)

TaV®) + (r¥s) + (¢¥s) + (r¥s) + (rVs) ,

TDID) + ((r+TIV8) + ((r+7)IY3) 4.7 Ce) v ()
(Vo) + (aoV¥s) + (aVs) GA7

(o) + (eoV(s5+8)) o 4.7 ()
TaV®) + (Vo) CA7

® | CA7

(V) + (r9s) + (r¥s) + (r¥s8)) °» (r¥s)

(Vo) (rVs) + (r¥g) (r¥Vs) + <rv€>=_(r‘75) + (r¥s)° (rv¥s))
CA3

(V) (rVs8) + ((T*r)¥s) + (r9¢5°38)) + ((r*r)V(s°s))
4.7 (k)Y vy (1)
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TETBY e (rVs) 4+ (O¥s) + (rVD) + (OVD) B.A.P.

TV (r¥s) + 0 4.3 (d)

0 ' B.A.P. y GAS

Prueba de (d)

TEBm) + (r®@s) + (T@s) + (r®@5) + (r®s)

TEBED) + ((r+T)®s) + ((r+T)@8) 4.7 (g) vy (n)

(B®D) + (cods) + (0BE) CA7

(oB®m) + (wd(s+8)) 4.7 (h)

(oB®0) + (@®o) GCA7

w GCA7

(Tam®) + (F@s) + (r®@8) + (r@®s)) ° (r®s)

Zﬁﬁﬁw<r®s>-+<F®5w<r®s>-+<r®§w<r®s>+a<?®5w<r®s>) CA3

TEEDye (r@s) + ((Ter)®s) + (r&(s°s)) + ((Fer)®(s°s)) 4.7 (n,0)

CT@@)e (r@s) 4 (0®s) + (re0) + (090) B.A.P.-

Ta@o)° (r2s) + O ' 4.3 (d)

0 B.A.P. y CAS

0.E.D.

4.8 Propledades para el chlculo de dominios vy codominios

son fOrmulas Gtiles para calcular dominios y codominios - de
t&rminos. Ademds muchas propiedades importantes para derivacidn de

programas son

vihlidas bajo condiciones

que

consisten

deminios vy codominios de di

Proposicion 4.8:

stintos teérminos.,

(a) dom(r+s) = dom(r) + dom{s)

(p) dom(res) < dom(r) ° dom(s)

(¢) (r:;s8 = 0) & (cod(r) * dom(g) = 0)
(g) (r;s = 0) = cod(r) < dom('s)

(e) cod(r) « dom(s) = dom(r:8) = dom(r)
(f) dom(la) = dom(fz) = 1

(g) dom(rVg) = dom(r) * dom(s)

(hy dom(fla) = domIlz) = (1@1)

(1) don(r®s) = dom(r) & dom(s)

(1) dom(oo®w) = (191)

(k) (r < w@w) =5 (dom(ﬁi;r;ﬁi) =

”

Mi; dom(r); M)
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Prueba:

Prusba de {(§):

dom(r+s) = (r+8);m * 1 Def. <dom
= (r;00 + g;00) ¢ 1 4.7 (¢
= (r;00 * 1 4+ 800 * 1) 4.7 (ar
= dom(r) + dom(g) Def. dom
Prueba de (p):
(r°s) < r B.A.P,
{res); 0 < p; O 4.2 (a)
(regl);w °* 1 < 0 ¢ B.A.P,
Anf&logamente:
{resg);m * 1 < sg;0 °
fLueqo: .
(resd);ew ° 1 < (r;e0 * 1) ¢ (8@ ° 1) B.A.P
Prusba de (¢):
cod(r) * dom(s) = cod(r); dom(s) 4.2 (h)
-z (eosp o0 1) (sse00 ¢t 1) _ Daf. dom, cod
= ((@;r°1); s:m) * (o, * 1) 4.2 (n)
< (m;rzs;m'° s;m) ° (w;pr * 1) 4.2 (d)
(oo;pr;s8;00 ° g;00)*(w;r*1) = (w;0;0 ° s;@)°(w;r*1) sl r;s = 0
= (B ° s;00)*(w;pr°1) ¢8 y C13
= 0 B.A.P.
r:os = (r; cod(r)); (dom(s); s) 4.2 (e) y (F)
= r; ((cod(r),; dom(s)); s) GCA1Y :
= p; ((cod(r) ° dom(s)); s) hip. v 4.2 (h)
= pr; (0; s8) = 0O 8 vy 613

Prueba de (d):

cod(r);: dom(s)

(w;r;s;

cod(r)

®)

Nu

¢ (o

cod(r);
cod(r);
cod(r);
cod(r);
cod(r);

(w;pr * 1); (s;0 ° 1)
((;p ¢ 1):8:0) ° (w;p *1)
(w;r;8;0) * (0;r * 1)

(w; ;) *» (@W; ¢ > 1)
0 ° (o;r * 1) =0

° 1)

non

1 = cod(r); dom(w)
dom(s+3)

(dom(s) + dom(s))

dom(s) + cod(r); dom(s)
dom(s) + cod(r) ° dom(3)
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Def. dom, cod
4.2 (n)
4.2 (a) v B.A.P,

r;s = 0
C89 y €13
GCA12

CA7

4.8 (a)
4.7 (¢)
4.2 (h)



= 0 + cod(r) *» dom(s)
= cod(pr) ° dom(’s)

Prueba de (e):

dom(r:s) = ((r;s);m) ° 1
= (r;{(5;0)) ° 1
< dom ()

En efecto:

5,00 < G

r;(s;m) < r;0
(r;€g:0)) *» 1 < (pr;m) * 1

dom(r) = {(r;m) ° 1
= {((picod(pr)i;m) * 1
< ((r;dom(s));w) ° 1
((r:dom(g));w) o 1 = dom(p;don(s))
= dom(r;s)

Prusba de ().

(1Y) Tl =" 9

(1¥w); Ma < (1Voo); o

pero las fSrmulas anterliores implican:
dom(ﬁa) = 1 .

Anfilogamente se prueba dom(llz) = 1
Prusba de (g):

‘dom{rVs) = (r¥s);o * 1

(r;ﬁﬂ o g;llz)y;0 = 1

1

4

c (r;Ma;m)e 1 o (s;M2;0)°1

(p;Tlaen)e 1 o (ssllz;m)e 1 = (p;@)°1 ° (5;0)°1]
= dom(p) *+ dom(s)
dom{r)>dom(s)

3

(r;o0)°1 * (s;00)°1
= ((pr;m)*(s;0))°*1
= ((r;0)°(g;m)) ° 1

mmmmm

= ((r¥g); (Vw3) * 1

mmmmm

((r¥%s); (@P20)) « (rvsg); ®

nnnnn

((r¥s8); (@Vx)) » 1 < ((r¥s);0) > 1
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CAB .

Def. dom
CA11

(a)
P

= Ny o

Def. dom
4.2 ()
hip. v 4
Def. dom
4.2 (m)

4.9 (a)
4.2 (a)

Det. dom
Ax. (3)
4.2 (d)

4.8 (e)’

.2 (a)

Def. dom

Def. dom

-B.ALP.

4.1 (h)
Ax. (&)

4.2 (a)

- B.ALP.



Prueba de (h)-:

~ o ~

M = 1Yo = 1;Tla »

H

~ oo N o~y ~
~ -~ ”»

’I;ﬁt o ;M2 = T1;1 » T2 ;m

ﬂ1;1" Mz ;00

0

o

1Yo =

MaVllz Mvilz ; T

(T1a¥Tz2 ) ;T ;0 < (TNaVTlz2 ) ;0

(IMa ;w)* 1 = ((Ta¥Mz ) ;114 ;o0 )° 1
(a2 ) Tl ;e0)° 1 <« ((MaVTlz ) ;0 ) = 9
(VT2 Y;00) » 1 = MViz = 11
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Def. Ma y AX. (3)

4.1 (b)Y y (¢)

CAS

Ax. (2) y Def. I

4.2 (a)

B.A.P.
Ax (1) y Def. @

181 :ﬁ:&;ﬁa °‘ﬂ2;ﬁ2c:lh;l‘?1cﬂi;m 8.8.P vy 9.2 (a)
191 = ((191);w)° ] < (Mla;0)°1 = dom(lla) Ax. (1) y B.A.P.
Prueba de () -
dom(r@s) = dom (Ma;p ¥ Tz2;g8) Def. @

= dom(lla; p) » dom(llz:;s) 4.8 (g)

= dom Iy ;dora(pr) ) » dom(flz ;dom{s)) 4.2 {(m)

= dom(lla ;dom(r) ¥ Iz ;dom(s)) 4.8 (g)

= dom(dom(p) ® dom(s)) Def. & .
dom(pr) ® dom(g) < 11 < 1 4.3 {¢) v Ax. (1)
dom({dom{r) @ dom(s)) = dom(r) @ dom(s) 4.2 (i)
Frueba de (j):
dom(awdm) = dom( (11 w)V Iz ;@)) Def, &

= dom(Il ;00) » dom(Ilz ) 4.8 (g)

= dom(ITle ;dom(w)) » dom(llz ;dom(xm)) 4.2 (m) "~

= dom(Tla; 1) dom(lle; 1) = dom(fla)edom(Tlz) = 4.8 (g)

= (1®@1) ° (1®1) = (1©1) 4.8 (h)
Pruedba de (k) -
dom(ﬁi;r;ﬂi) = dom(ﬁi;r;dom(ﬂi)) 4.2 {(m)
, = dom(lla;r;(1®1)) = dom{lla ;) 4.8 (g) v 4.2 (m)
cod(r) < cod(wp®) = (1®1) 4.8 ()
dom(r) < dom(c@wm) = (1®1) B.A.P. y 4.1 (h)
cod(dom(r)) <« cod(i®1) = (1®1) B.ALP. y 4.8 (})



-

Tla; dom(p); Mo = o!om(ﬂ”zt; dom(r); Ta)
dom(Tla; dom(pr); (1®1))

2

b

H DD 0

= dom.(ﬁi; dom{p)) .B (&)
= dom(Ila; 1) 2 (m)

0.E.D.

Proposicion 4.8: Se tienen jas sigulentes propledades para

chiculo de codominios:
¢a) cod(r) = dom(r)

(b)) cod{r+s) = cod(r) + cod(s)
(¢) cod{r*s) « cod(r) ° cod(s)
(d) cod(r;s) = cod(cod{r);s)

() dom(s) < cod(r) = cod(r;s) = cod(s)
() cod(r@s) = cod(r) @ cod(s)

(g) cod(r¥s) < cod(r) ® cod(s),
(1) (C < 1) = (dom(Ila;0) = (C®21))
(C = 1) » (dom(fl2;0) = (18G))

Prueba:

Prueba de (a):

mmmmmmmm

‘cod{r) = cod(r) 4.2 (k)
= {oo;p) ° 1 = (@) ° 1 Def. cod y 4.1 (&)
= (p30) 1 = (pri;w)e] = dom(r) 4.1 (b) y (h) y CA9

Prueba de ( ﬁ) :

cod(r+s) = (@:;{r+s)) ° 1 Def. cod
= ((oo;p)+(m;s)) ¢ 1 8
= ({Ceo;r)° 1) + ((w;8)°1)) CA3
= cod(p) + cod(s) Def. cod

Prueba de (¢):

(res) < r 8.A.P.
w; (res) < o; r 4.2 (a)
(co; (r°s))el € (o;p)e1 B.A.P.
An&adlogamente:

{o;(pr*3))1 < g 00 * 1

Luego:

(oo; (peg))el < ((@;r)*1) * ((5:0)°1) B.A.LP.
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Prueba da (d):

~~~~~~~~

cod{cod(r);s) = dom{cad(r);s) 4.2 (1)
= dom(s; codlr)) 4.1 (o)
= dom(s; cod(r)) 4.2 (x)
= dom(s; dom(r)) EN-NP |
= dam(g; ;) s dom(;tmg) 4.2 (m) v 4.1 (c)
= codl{r: 8) 4.2 (1) '
Prueba de (g):
cod(s) = cod(dom(s);s) 4.2 (e)

< cod{cod(r);s) = cod(r.s) hip. v 4.9 (d)
cod(r;8) = (@W;r;8)°7 € (@w;8)*1 = cod(s) Det. cod y 4.2 (a)
Prueba de (§):

~ o

cod(r@s)

= dom{ r®s) 42 1)
= dom(r®s) 4.1 (F)
= dom(r) ® dom(s) 4.8 (i)
: cod(pr) ® cod{s) 4.2 (1)
Prueba de (g):
cod(pr9Vs) = dom(;ég) 4.2 (1)
= dom(res; 2) 4.1 (g)
= dom{r®s; dom(2)) 4.2 (m)
< dom(r®s; (121)) » a propar
dom(r®s; (1®1)) = dom(r;1 @ s:1) : 4.7 (m)
' = dom(r ® 8) CA12
= dom(r) ® dom(s) 4.8 (i)
= cod(r) ® cod(s) 4.2 (1)
dom(é) < (191) , ,
dom(2) = (2;m) ° 1 = ((1Y1);00) * .1 Defs. 2 y dom
= ((MaeMl2);0)* 1 = ((MeTlz):@)* 1 Ax. (3), 4.1 (c) y CAS
< (Mz;m)*1 = (1®1) ‘ - 4.2 (a) y 4.8 (h)
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Prueba de (h):

- o~

cod(é;ﬁa)

dom(Ila ;) = cod(M1;C) = 4.9 (a), 4.1 (b)
- cod(G:T) = cod(Mlt; (Ca1)) 4.2 (k), 4.5 (e)
- cod(cod (ML) ; (C®1)) 4.9 (d)
= cod(dom(Tla); (C®1)) 4.8 (a)
- cod((1®1); (1)) = cod(Ce1) 4.8 (h), 4.7 (m)
. | 4.2 (1)

(C®1)

{a otra fGrmula se prueba de manera similar.

G.E.D.

4.9 Propiedades de las operaciones y construccrones del lenguaje

Propiedades de (1@1)

(1®1) se comporta como el neutro a derecha por ; de un fork de
‘dos tErminos. Ademas (1®1) es el neutro a jzquierda por = de un
producto directo de dos terminos:

Proposicidn 4,10:

(a) (r ¢ aVw) = (pr; (MaVil2)

= 1)
(b) (r < @) = ((TlaVIzy; p = r)
Prueba:
Prueba de (a):
cad(r) < cod(aVm) < cod(w)@cod(®w) = (191) 4.9 (g) yv B.A.P.
f (1®1) = p; cod(r): (191) 4.2 () ’
: = r; (cod{r) ¢ (1®1)) Ax. (1) v 4.2 (h)
= pr; cod(pr) = ° 4.2 (f)

Prueba de (h):
Pz F o= ps(1@1) = or;(191) CAS, 4.70 (a) y GB

= p;(1®1) = (1®@1); 1 4.1 (f,b)

= (1®@1); r CAS
P o (o) = (0Rm) = (00R0) hip., 4.1 (f,h)
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Propiedodes para las constantes

Proposicidn 4,11

(a) cle(p) = (pr.;p =

(b) cte(p) ~ (cod(r) < dom(s)) = ((r;s)ip =

-~

(¢) ctel(p) = p;p = 0

Prueba:
FPrueba de {(a).
dom(pr); p = (r;e°1); p = (r;m°17); m;
= (pwrm); p o= (r;w); p
= py (O;p) = ;P
Prueba.de (bh).
(r;s8):p = p;(dom(s):p)
p = (p; cod(r)); (dom(s); p)
= r; ((cod(p); dom(s)); p)
= r; (cod(r) ° dom(s)); p_
= p; (cod(r); p) = r; p
Prueba de (¢):
psp = 0= p;p * 1 =0
0 =dom(p) = p;@w * 1 =00 ] =1
p:p = (;p); (w:;p) = (®;p); (p;m)
=0; (p;p); ® = @
0 =p; 0 = p; (p°p)
= (p:p) ® (p:p) = ¢ * (pip) = (p:

dom(r);p)
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rop)

Det. dom y cie

4.2 (b) y GAB

CA11 y Def. cte

CAT1 v 4.11 (a)

4.2 ()

CATT

4.2 (m

hip. v 4.2 ()
B.A.P.

Def. cte y dom

Def. cle .y 4.1 (c¢)
GA18 y = ((p;p) = 0)
B.A.P. y C9

det{p) y 4.2 {(n)



Propisdades para 1# tqtaliracién de unn relxcidn

Proposicion 4.12: Se tienen las siguientes propiedades:

o Raenne s, .
(a) (c:_m.i(r); pbot = D) = (r ;‘L = r; true + (dom(r) » 1); false)
(p) Eliminaridn de roratlirzacidn del priner opreranagn de LR
composicion:

(ot ; dam(s) = 0) = ;s = r; 8

(¢) Eliminaci®n de relacidn de uwn fork dentro de  una
tobtalizacidn afeciada por A

~ o o~ om

(dow{s) < dom({r)) ~ (cod(rVs);bot = D)>A (ol (s);bot = D)lé
(s sy s s % Y )

!

(d) Eliminacidn de i=n totalizacidn de unan suma afectada por
- o a o
(cod(r+s); bot = 0) = (r + 8) ;‘L = (r ;‘l’Vs ;‘L); or

(e) Eliminacidn de la totalizacidn de una composicion afectada

DO
(cod (rts):bot = 0) A~ (r,8 € 1) = (ros) Lo eidoe s dy: ang
() ITntroduccidn del condicional

(cod(r) = CL + C2) A~ (C& ° 62 = 0) =

r; (Gi;st + G2;82) = 13 (m°;l ,8t, &)

Hagta ahora esta formula ha sido wusada con motivo de hacer mas
Lagiblea loa termines V¥ para trabajar solo con unda de las
condiciones.

46



Prueba:
Prueba de (a):

~ e

,ro;l = (r + (dom(r)*1);bot): (bot;false + bot:true) Defs.

el
~ e a ar

= pr; bot;false + r: bot;true +

~ o~

(dom(r)*1):;bot: bot:false +.

o~

(dom(r)*1);bot; bot: true 4.7 (¢

~ oo ~ e

= pr; cod(r); bot; false + r. bot; true +

(Gom(r)*1):bot; bot:false +

(Fom(r)*1); 0: true 4.2 () y 4.11 (o) -

~ o~

= p; 0, false + r; bot: true +

~ e~

(domdrl)*1);bot; bot:false + 0O » 8, C13 vy hip.

T~

0 + r: bot; true + (dom(r)*1); false €9, G13 y 4.11 (b)

H

r: true + (dom(pr)*1); false 4.8 (c¢) y CAB

Pruasha de (b):

Q

r ;s = (r + (dnm(r)°1); bot): s Def. o
= ris + (Fom(F)*1): bot: s 4.7 (¢)
= ris 4 (FomCF)*1); bot: dom(s): s 4.2 (e)
- r:s + (dom(r)*1); 0; s hip.
= r;s +0 = r:s o Ca, C13 y CAS
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Prusha de (¢):

(ﬂi';(er))ﬂ:l = M1 (r7s);true + (dom(M1;(r¥s))*1); false

q.12 (a)

= Th;s;true + (dom(fla:s)*1);false a probar

= (ﬂa;s)°;l ‘ 4.12 (a)
M:(¥s);true = M ;dom(rys):true | 4.11 €a)

= TIt; (dom(r)dom(s)); true 4.8 (g)

= Th; dom(s): true hip.

= Tha; s; trus 4.11 (a)
dom(Te; (r%8)) = dom( ;don(r¥s)) 4.2 (m)

= dom (T dom(s)) 4.8 (g) e hip..

= dom(Tlt;s) 4.2 (m)

prueba de (d):

(r'a;‘L Vs°;l):or‘= [(r;true + (Gom(r)*1):false) ¥
(s:true + (Gom(s)*1);falsedl:or 4.12 (a)
= [(rﬁtrue 7 s;true) +
(ritrue ¥ (dom(s)*1);false) +
((Fom(r)*1):;false ¥V s;true) +
(ToeTiy) 1) false ¥ (Gomis) 1):falsedl: or
4.7 (e, ¥) |

= (r¥s); (true ® true); or +
(rV(Fom(s)*1)); (true @ false); or +
(EEET?)°1)>V s): (false ® true);or *
((Gam(r)*1) 7 (dom(s)*1));(false®@false); or
4.7 (i,c) '

(razl Vs°;l);or

u

E(r¥s) + (r9(@om(8)* 1)) + ((doml{r)*1) V s)1;
(101): true + (FomTT)*1) ¥ (Tam(8)*1));
(1®1); Talse
Props. or y 4.7 (¢)
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i

i

11

Prusba de (e):

Se repiten los pr

(ro;iv so;l);and

]

don((r¥Vs) + (rY(don(s)* 1)) + ((donlr
true + dom((anm(f)f1) V7 (dam(s)*1)):
4.11 (a)

fdom(r) dom(s) + dom(r)’agﬁ?g) +
dom(s) dom(r)l; true +
(dom(r)edom(s)); false

4.8 (a) y (g)

dowm(r+s); true + Cdom(r)edom(s)®1);

4.8 (a) y 4.2 (p)

dow(r+s); true + (dom(r+s)*1);{false

(r+s)°;

imeros pasos de (d).

= (rVs); {(trye ® true)} and +
(r9¢s*1)): (true @ false); and +
((r*1) V 8); (false @ true): and +
((F*1) ¥ (5°1));(false ® false); and
4.7 (¢), 4.2 (i)

)*1)0¥s))
false

false

B.A.P.
4.12 (a)

(rVs); (1®1); true + [ (r ¥ (s°1)) +

((T°1) 7 ) + ((r°1) 7 (s°1)) 1
(1921); fTalse
Props. and y 4.7 (g)

dom(rvs); true + dam((r ¥ (5°1)) +
(CFe1) ¥ 5) + (71> YV (5°10));
false , 4.11 (a)
(r*s); true + [ r*s + r*s + res°1 1;
4.8 (a) vy (g), 4.2 (1)

(r*s):trué + r*s*1; false 4.2 (o)
(r"s)°:l hip. vy 4.
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Prueba de (f):

r; (Gt ;¥? ,s1, 82)

r. ((Ct: true + (Tt * 1) false)?,st,s2) 4,12 (a)

-~

. (19(C4; true + (G v1); false))d: [((1@true;true);Masst) +

((1®false;false):M;s2)]

oo

Ty [CAV(C2: true + (Cr *1); talsed): ((1®true;true);Ma;st) +

PR N

(19(CL; true + (T =1); false)): ((1®false;false):fMa;s2)]
Def. (?,,) vy GC8

-~

r; [(I1V((CL; true + (C1 *1); false): true;true); Masst &

(1V7((C4; true + (Gt *1), false)d: false;false); I1;82]
4.7 i)

co ((1V0a); Micst 4 (9T * 1)) Tss?)

r. (Ct; st + (GL *1); s2) Ax. (2)
riocog(r): (ot st + (CL *1); s2) 4.2 ()

Pp (GavGR); (Gt st 4 (Cr 0 1) 82) hip.

ri; (G1; st + 025 82 ) hip., 68 y G12
0.E.D.

Pyropiedades de Ta supn secuencial

splo se presentan algunas f&pmulas utiltizadas en fos ejemplos

de derivacion. ) o .
Se pretende gue la suma secuencial permita rTefinar términos 8

introducir cantrol. Ademas la suma secuencial permite definir {a
disyuncion secuencial.

Proposicidn 4.13:

(a) Eliminacion de suwa
(dam(r b 8) = damlr + 8)) ~ (r +s<r + 8

(b) Introduccidn de disuunci®n secuencial
{ (cod(r) = Bool) ~ (cocd(s) = Bool) ~
(Gom(r) = dom(s)) ~ det(r) ~ det(s) 1 =
[ dom(r: 1er>  8) = dom((r ¥ 8); or) ~
(r; 1 4§ s« (r 7 8); or) )
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Prueba:

pPrusbn de (a):

dom(r 4 8) = dom(r + (dom(s) dom(r)*1); s) pef.
= dow(r) + dom({don(s)°domn(rd*1): s) 4.8 (a)
= dom(r) + don(dow(s) Gan(r)*1); doa(s)) 4.2 (m)
= goam(r) + dom(s)® domir)® 1 4.2 (1,h)
= gom(r) + dom(s)edom(r) +
dom(s) * dom(r) * 1 ~ B.A.P.
= dow(r) + dow(s); (dom(r)*1 + dom(r)) CA4
= dom(r) + don(s) ca12

rfd secr+s B.A.P.

Pruéba dee (b):
Grod(r) = Bool) A~ (cpd(s) = Bool) ~ (dom(r) = dom(s)) =
dom(r: 1<T>-ﬂ 8) = dom((r ¥ s8); or) ~
(r: 1> f s < (r ¥ 5); or)

dom(r; 1er>  s) = dom(r) + dom(s) = don(r)

dom(Cr vV s); or) dom(Cr 7 s); dom(or))
= dom(r V s)
= gos(r) * dom(s)

= domlr)

(a) x r; o> 4 s F
X (r; 1¢™ 4+ (dom(s) dom(r; 1<™)°1); 8) F

x ((dow(s) donlr; 1¢<r>)*1); 8) F

como det(sd): x 8 F _ .
como dom(r) = dom(s) y x dom(r; WCT>)*1) X

se tiens x r F luego:
X (r¥s); or F
(b) x r; 1> f 8 T
x (r; <> + (dom(s)dom(r; 1¢T™>)*1); 8) T
(1) x r T: iuego
x (r¥s); or T
(2) x r F como gt (r) no x r T
entonces X gdom(r; 1<1>)*1 x Ademds por (b):
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[
X (dem(s) dom(r; 1<t>)*1); s> T
x 8 T luego

x (r¥sg); or T

Propiedages para 1w progeceiones

Hay una infinidad de propledades vAdlidas en las Algebras
estructuradas que involucran prgyecciones Y sus conhversas. Agui se
presentaran algunas de simplificacion como ejemplos. La verificacidn
de su validez en las “lgebras estructuradas es sencitla y por eso Se
omite. Queda pendiente ver s son derivables @ partir de los
axiomas,

((TTaa VM2 ) ¥ (M12VMlz2 ) ); M2 = Mz @ M2

. Ellminaci®n de relacidn de un fork -que antecade a ta conversa
de una proyeccion,

dom(r) € dain(s) » (r¥s); (M (Mu? Ql2); ©° = (M

variando las proyecciones O cambiando de conversa se pueden
armar otros ejemplos.

Un problema generalmente complicado es el de M"desarmar”™ la
conversa de una proyeccian compuesta con un fork. Es deseable
ghtener un producto gongde Sus componentes s0n conversas de una
prayeccién compuesta con una de tas componentes de! fork. La
dilflcultad se debe a que ambas componentes del fork pueden gestar
vinculadas mediante una asercidn. Se tiene la regla:

ﬁs; ((MaVMze); p ¥V (M2¥M22); q) = fla; p@® fla; q

En tas secciones 5 Y § se estudian algunas nropiedades
interesantes para las condlciones-universales.



5, PRUEBA DE PROPIEDADES PARA TERMINOS

_ En CHY 911 un t€rmino G se ldentiflca con una formula de primer
orden ¢ si en las &lgebras relaclonales estructuradas 58 interpreta
como la relacién {<x,x>: €l ~ @(x)} '

Sea r término y (C < 1), C t®rmino asociado a una férmula ©..5e
considera el problema de probar

r;0 = »r (13
Se estudiaran los siguiantes casos para G:
(a) Y(G2|C2)

(b) ﬁa; G; T

Fl objetivo ser& encontrar condiciones suficientes para 1)
independientes de las construcclones existenciales y universales.
Primero se estudia el caso (a), pero antes se prusban unos

resultados preliminares:
Lema é.ﬁ;
(a) (C2+1 + C2 = 1) & (0 © ()
(b) (C < (wBw)) = ((ﬁigic; M = 0) « (C = 0))

(¢) (G @ (191)) » ((TI*1 + )1 € (1@1))
(d) C = (1@1) mz»m G:; M < 1

(6) (C 1) A (P +C =P)= (C =0)
Prueba-: ‘

Prueba de (a):

Gt = Gto 1 = Gt » (Ta*1 + () = GoGi* 1 + O° C hip. y CA3

L
= 0*1 + C1°02 = Ci° Q2 - GAS y B.A.P.
Reciproca: ’ |
Tz < 1 | | U e 2
T e 1< 1 | | ’ B.A.P.
(G2*1) + c2 € (GL1°1) + @2 B.A.P.
(C2*1) + €2 = (C2°1) + (C2°1) ' z <1
= (C2 + C2) ° 1 =@ * 1 = 1 CA3, CA7 vy GAB
1< (CL*1) + G2 < 1 Gz < 1
1 = (G1*1) + Gz _ B.A.P.
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Prueba de (b):

~

M; ¢, M = 0
0 = dom(Q) = dom.(ﬁﬁ; c: M)
= dom(!:ii; G; dom(Il1))
- dom(T; G; (191))
= dom(ﬁs.; c)
0 = 0; a0y = dom(Mla;g): (MaiG) = (TH;G)
D = c:od(ﬁi; C) = cocz(cod_(ﬁi); c)
= cod{(1®1): C) = cod(C) = C

Prueba de (c¢):

((Ci*1 + C2) * 1< G * 11

Toe 1+ 1 = (CE+ Py 1 = (0t +P)
= (0L 4+ (P + 1)) = 0L (121)

Prueba de (d):

l:I—.a.; c; I c:ﬂ1;.(1®1);lh
M (1®1); M =Ta; T = 1

Prueba de (e):

G*1 = C*1 4+ 0 = G*1 + P°1

G =
= (C+P)*1 = P11 =0
0.E.D. '

hip.

4.2 (m)

4.8 (h)

4.10 (a)

C13 y 4.2 (e)
4.9 (d)

" 4.10 (b) y 4.8 (h)

. B.A.P. y GA14

GA3, CA14 & hip.

hip. v 4.2 (a)
4.7 (i) y Ax. (&)

hip., CAS y CA14
hip., CA3 y CA14

El siguiente resultado es una forma practica de encarar la

prueba de una identidad del tipo: r¥W(CLlc2) =

Teorema 5.2:

[ (CL,0z < €191)) ~ ((r®1);0s < (r@1):02) 1= (r:vle) = r)

Pruehba:

cod((r@1):;01) < cod((re1);C2)
cod(cod(r@1):01) < cod(cod{r®1);02)
cod((cod(r)®1);:01) < cod((cod(r)®1);062)
cod((cod(r)®1)+CL) < cod((cod(r)®1)*C2)
(cod(r)®1)*Ci < (cod(r)®1)*C2
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(cod(r)®1)°Cs » 1 + (cod(r)®1)°C2 5.1 (a)

1 =
= ((Cod(Fi®Ty + Th) ° 1 + (cod(r)®1)*02 B.A.P.
(cod(r)®1) = (cod(r)@1)*C1 + (cod(r)®@1)*62 CA3 y B.A.P.

= (cod(r)®1) * (Gi*1 + Gz) CA3

{ (xdw) + (cod(r)®1) +
+ (cod(r)®P)+ (COATMHI®P) 1°1 4.7 (q)
(cod(r)®1) CA3 y B.A.P.

(cod(r)®1)*

-
1

c (Ci+1 + C2)

(Cod(r)®1) * (Gi*1 + C2) = (cod(r)®1) ° 1

(cod {r®1) CA14 v CA3

cod(r)®1) * (Gt*1 + Gz + P) =
(Cod(FI®1) * (Ti*1 + Gz + P) = (@od(r)®1) B.A.P.
(Cod(r)®1) + (Ci*1 + Gz + P) = (cod(r)@1) B.A.P.

~

Mi; (Codlr)®1) + (Ci*1 + G2 + P); M =Tla; (cod(pri@1) Mt

cod(r) + Ila; (ci*1 + €2 + P)y):; M = cod(r) 4.5 (e) y Ax. (2)

i1

cod(r) + M1; (Gi*1 + 02 + P); M = cod(r) B.A.P.

cod(ry + Th; (Gi*1 + C2 + P); Mo 1 = cod(r)  B.A.P.

cod(r); ¥Y(C1|02z) = cod(r) pef. ¥ y 4.2 (h)

r; ¥(calcz) = r ' 4.2 (f)
0.E.D.

Se verdA que la condicidédn ((r®1);0i < (r®1);02) es necesaria.
Pero antes se prueba la siguiente prop[edad:
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Proposicion 5.3:

(Ct,02 € (1®1)) = (G < ) e Mole) =.1)]

Prueba:

1 =

V(gilgz) = M; (Cio1 + cz)+1 M

(Cx*

1) + G2

e

=Ta; (1 0 1) M
= ;:, g; M 1 =0 *
= * 1 =

Reciproca:

1 =1'~11; :—(—}1—::+ cz)e 1 fla » 1

= Ta; (Gas1 + Cz)°1 M + P

VA ﬁi; :%?*1 +-;;;'1 T4 + P

sustituyendo en 5.1 (d) a G por (Ge* 1

JUSES——————— e}

Ma: (Gieq + C2)*1; M < 1

i A et T

Tla; (Cie1 + C=)+1: T

(Ca* 1 +
(CL*1 +

cz)*1 = 0
cz) + P

(Ca+1 + C2) = 1

G2 < (2

Teorema 5.4%:

8

0

nip. vy 5.1 <aj
Def.Vkl_)
Reemplazo
g, C13 y B.A.P.
B.A.P. y GAB
hip.
B.A.P. y GA14
B.A.P. (%)

ol o m O

+ G2)°1:

21 (e) y (X))

(p) y (e

.P. vy GCA14
P
(a)d



Teorema S.42

it

L0, 02 € (4945)) A (rpV(ca]2) P = ((r@i) 3 © (r@®4i)(R)

Prueb e

Vo) = . hipa
codlr:¥V(Cai=)) = cod(r)

codlcod(r) VGl C2)) = cod(r) 4.9 (d)
cod(r) * Y(C1l02) = cod{r) A.m iy 40D
cod(r) + Y(Cal02) = Yol e2)

1w cod(r)®d + cod(r) + Y(Ca|C2) . RaA.P.

§ o= ocodlr)ed + Yoo

o= ocoddryed o+ Ty (Caed + (2024 pfla o 4 Def. ¥

1 = (Cod(r) + My (Cavq + C2)ed 3Mlay < 4 0A3

i o= (ood(r) ° Tap (Caeq + Q24 M) 4§ Bafafa

i = (god¢r) y My (Ciedg + g2y 3Mlay 4 4,2 (h)
i o= My (cod(r)®idy (Cisd + £2)e4 pMa) » 4 4.5 (e)

o

ne

4 o= My (cod{r)®@fi) ° (Civd + 24 MMy ° 4 4.2 (h)

ne

{ = My (Cotlri®i) + [1°4 + Gz ° § M) * 4 BafiuP .

“~

§ = Tay (Cod(ri®idete = 4 + Cz * & 3y = 4 B.ALP.

§ = Y({cod(r)®i) a2y - Def. ¥V g 4.2 o
(cad{r)®i)0s < (2 , RG]

(cod(r)®{):C1 € (cod(r)®i) L2 4.2 (h

Q.ELD. '

Se observa que para los términos asociados a  cuantificadores

universales se tiene la propiedads

LD < (A®1)) A (raV i@ i) = r)1 @& ((r®f); C = (rei))
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Proaeha 48 propigdades para térininos determinicticos

Ge coneidera 821 CAs0 &N que Foes fancional. Esto e traduce R
prahar condiciones entre dominios. Para esto. se necesitan laa
siguientes propiedadas?s

Proposicidn H.0E

(a) (i, 02 < & A~ det(r)) = [ (((ref);la) < ({rDiyiz)) «»
: dom{ (Fr®1)se) < G (r@iy )y

(h) (det{r) -~ (Cci)) = ((domtriC) = dom(r)) G o= o)
Pruehal

Pruphn de (w’)3

e

(r@i ) (r®@i) e = domt (r®1)  (r@i)d (1) detdr) yod.2 iy
s dom( (roL) sdoml (r@i) s01)) AL (w)

< dom{ (r®1) sdoml (r&i)02)) hipe 8 BuAuPo
dnm((rﬁi);dnm((rwi):ﬂz>) w dgm((v®i);(r®i);ﬁz) AL Lm)
< dom({(2) = (2 det(r) ¥y 4.2 1)

~

(r@i) s (r®f) it < (2

r®@1 ) (@) 3 (r@f) p (A < (r@i)y O Aa {@md

"~

cod{r®t) = (r®i); (rel) gt dr) vy B.AaLPa

(r@1)30 < (@) €2 reenplazo

Prusha de (bt

domdrary) = domdrsdomtrCy) = dowlrodenir)) hip. Y A.2 (md

[

: dom{rycad{r)) = dom(r) = cod{r) 4.8 (1,6
o= opy cod(r) = or3 dumlriri0)
< ey dom(0) = ry ©

A.2 (F)
aetdr) y 4.2 (i)

Q.E.D.

ue



Proposicidn &d.6t

(a) (0,02 < (3@4) A detdrd) = [ (ry Yicalz) = ) &
dom (r&f) 1) < dom( (r@i)sC2) 7l

(h) (C CUA®1)) A det(r)) = [ ((ry My Oy T = ) &
domir) = My dom( (r®i) 0y Tl ]

Pruebal
Prueba de (a): »

(reV(Ce](2) = ) & ({r®@i)yla) < ({r@i)(=2) ey B4

r eV 02) = r) @& gow((r®i)304) € don( (r®f)(2) det(r) y %.5

Pruszbha de (h):

detir) ~ (i) 2 ((dom(riC) = dom(r)) & (il = r))

k.

Qust ituyendo en 5.5 (b)Y C por My O Ma y por Ax. (420

(0 e (4®1) ~ det(rd)) = [ ((ry Ty Gy M) = r) @
cdomTTey (p®i): Cp M) = domtr))) (%)
(P13 0 € (F®i): (1@1) = (y®f) < (V) 4.0 Lad, 4.7 (m)

"

dom(May (¢p@i): Gy My = Ty dowd (r@idy 0)y T AR (kY (xnY

Suat ituyendo (%) en (X)) 8
(0 (1®1) A~ det(r)) = [ ((ry My ¢y M)y = p)

"

Ty dom¢ (r®@4 )y CYy M o= domr))]

(‘)uE‘:lID"

Transformnacidn de propiecdades gn condiciones univer saloes
Uaualmente se tiene gue lx propiedad a probar no tiene la forma
die una condicidn universal, pero sin emnbargo 10 &%
Proposicidn %.7% La siguiente propiedad permite introducir una
condicidn en una condicidn universalt
(01 < 4) A (02,08 € {(4®1)) =
Forae V(C2]0a) = Y((ma®ioe i) + ()] ((@idy 3)) ]

HY



Prueshat

Ge obtienen terminos caquivalentes al

((Ca@5)°4) + =) * 4 + ((Ca®h )y Ca))

(((Ca®in iy ° Cz *» 4) + (Ca®1 )y [3)) BafaPa
CCCa@t) ¢ (Czed)) + ((Ca®idy 03)) R.ALP. y CALA
(Ca®i ) o ((T2ed) + (3 Ay GA3

Mag (@i 4) + 2y - 4 + ((Ca®@idy Cad) = 4 it o 1§

flay (Ca®@4) ((Cz*4)+ (a) < 4 M2 » 4

PRSI

May (021 + ((Czedid+ Cad) o 4 3l i PP

USRS S A
"

My ((Ca®id=4) + (( (Cze4)+Cadre i) Ml o g, Gad

~z

Tlay ((Ca°i)@4) + Tz 8 0+Cad4) i * i 4,7 () gy (9)

ta

(Tied) + Moy ((CZod)+Caded 3Mla » 4§ 4.5 () o

PRNEIRIERSESE SR
™

e oo (Mg ((E”:ﬁ.)*-(?ﬂ)_’i FIICNR A R.AF. oy CALA
iy VG202 4.2 (h)

QutaD.

Ge estudiard cono convertir una FOrmula del tipo VCa|VCzl0a))
a una sola condicidn universal que invalucre a Ci, i € 1..3. ara
ecuto es necesario trabajar con términos funcionales ihyect ivos que
camhian la estructura del dom inio.

Proposicion 5.8% Sea @ = (Tl 7 (Mz ¥ M2)) entonces?t

"~

(a) ey = (L1®(i®i))
pre = ((1®1)®41)

pe—— .

(h) (0 < ((1@1)@1)) < ((P;C:P)’(i®(i®i.)) m e (G ((4®I®L) ) 10

3%



(o) ﬁa; ; = ﬁi; 1
oy T o= ITay Tla
(d) detdlr) = ((rR®(i®1)): P = P3 ((r®iL)®L))
(&) (r,5s < ((ORO)Q®)) = [((Prie) < (Pps3P)) o (i

Prouehai

Prueba de (a)?

ore = (T (TMeViz) ) (ﬂai?(ﬂszﬂz))*
= {144V ¢TTa2VII2) ) \HA1®\ﬂ12Vﬂz)), e
w (T12a9¢MazVIlz) )y (ﬂx:@(ﬂzz@ﬂz),’)* pel

o t\l'lu.V(ﬂiZVﬂZ)‘J" (mm(mz@nz)),
(\YhiﬂﬂiiJV((niZ ﬂiz)V(ﬂz ﬂz)))n (ﬁ@“) pes

un ((Thiuﬂii)V((ﬂﬁZuﬂi?;V(ﬂz ﬂz)),g) ﬁ

-----

(1®2); 2

nr o

o (MM gTlaay» (Tazy ﬂ12)°(ﬂz ﬂz)

n s "o

a Tlaw ((Tlay Hii)*(ﬂz H12))'(Hzlﬂz)

"

: oy ((Tlay ﬂ1 ﬂ1)°(ﬂz ﬂz-ﬂa))'(ﬂz Hz)

OO NI 3% e 1 R e

: Ty ¢ (Mla g pTlay e (T Tz g2 ) ) (Tlz 4fl1z)

BRI OV NN
e e

s ﬂ1 ((ﬂa Y Hx)°(ﬂ1 oIz 302 ) )e (M2 Ii2)

BN B BN NN BN I AN B

R RN RO PO I R S I R T
“e Y

s Tlay (Tlaw ( (TTapfla) e (fl2 p Hz;))‘(HZgﬂz)

I8 MR N
ne [} ey

me Tlaw ( ((Tlag ﬂ1)°(nz ﬂz))uﬂﬁ)o(HZ;ﬂz)
: ﬂnn(((ﬂauﬂ1)°(ﬂz nz))nn1)°(ﬂz;ﬂz)

w (ni"(j® i)z I'Ii)'(ﬂz"ﬂz)

"

< (MagMaye (Tlz2y ﬂz) =

0410 18 e

(i®i) < 14

s dom{P) = dom(MT1V(M2VIz) )

= gom(l11) ° dom(Mlz V T2) = ((i®1)e]1)

don(Iet) = dom(MTiydomdle))

= dom(lTy (1@4)) = ({(i2i)@1)
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< a)l]

4.4 {e)
Aul (ed
4.7 i)
4.7 (i)
4.7 i)
fita (25
AL nd o
Gad (b))

AWl b))
Al (;)
4:2 {n)
4l

4.4
AR XN

an
(h,c)
(3)

4.8 (g)

4.2

{m)

4.8 h) 4.9 h)



dom(TMz ¥ M2) = dom(Mlz) ° dom (M2) : 4.8 (g)

= don (Mt donddIz)) ° dom () 4.2 {(m)
= dom (Ul (101)) * (191) 4.8 (h)
= ((1@1)®1) ° (1®1) = ((1©1)21) 4.9 ()
se prueba la valldez an las Algebras relacionales
estructuradas de:
o0 = ((181)91)
o0 < 9 det (@)
cnd (L) = Q.P Def. corl
Pero:

cod(@) = ((121)81)
Ax{yxz) cod(o) x%(y%xz) si y solo sl txxydxz o xx{y*xz)

Prusbm de (b):

se simplifica:

(p:C:p)° (1@1®@1)) ° o:(Cr (1811 )P

(;;;;G;p)+(1®(157)) s (G ((181)®1));:P B.A.P.

(B Cipr+ (TBTTBTY) + p:(Br ((1@1)01))5P B.A.P.

(p:(C + (T*(1®1)@1))):p) + (1o (191)) c8 y €12

(o (C1@1)®1):p) + (1@1®91)) hip., GA3 y B.A.P.
(1@(191)) + (T@(1@1)) 5.8 (a)

o CA7

o CAB

se simplifica:

(p:C:p)* (18(1®1)) + P (G ((1®1)®1)):@

(p:C:;e)+(1®(191)) + (G ((1@1)®1)) e B.A.P.

6&



[EU——

((0:G:p) + (IB(T01))) *» p: (T (1®1H®1)):p B.A.P.

(P:iCie) * pi(C(C1@D@1))ip + (IB(181)) * P (G ((181)@1)),p
CA3 |

CBCIBTY) * p: (T ((1®@1)81)):p = O 5.8 (a) y B.A.P.

(P:C:p) * p:(C* (1®@1)e1)) 0

(0:C:0) : p: (G ((1@1)®1)):p 4.2 (m
(0:C: ((191)®1);(Ce ((1@1)®@1)) 50 5.8 (a)
(P (C:((1@1)21))°(T* ((1€1)®1)):p = 0 = @ B.A.P. y 4.2 (h)
Pruebs de (C):
dom(Mlat) = ((1©1)81) ver (a)
dom(Thz 9 Mz2) = ((1©1)®1) ver (a)
p; M = (Ma 9 (a2 V T2)); My = TMaa : 4.9 (a)
Ta:; p = p, Ma = Ta; 01 = Ta; Th 4.1 (p)
Prucha de (d):
p; ((ro(1®@1)) = (Ma ¥ (Thaz V I2)); ((r@(1®1))
= (Maa; r.V (Maz V Il2)) ’ 4.7 1)
= (((r@1)®1)); Maa 7 (MTaz ¥ Tl2)) . 4.5 (¢)

(((r@1)®1)); o = ((r@1)®@1)); (Ma V (Thz V NI2))
= (((r@1)®1); e V ((r@1)®1)); (laz V TI2))
detdr) v 4.7 (})

= (((r@1)01); T V (Glom(r)@1)e1); M2 ¥V
((dom (r)@1)@1); T2))
det(r), 4.7 (j) y 4.5 (c,d)
= ((don(r)®1)®1); (((r®1)®1); Taa ¥V
(Miz ¥V Tz2)) 4.7 (j)
z (((r@1)®1); MM1a ¥ (Tha ¥V [lz2))
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Entonces:

o ((r@(1®1)) = ((r&1)®1)): P

=¥ ((r®(1®1)5; 5 = ((r®1)®1)5; < ; Reemplazo
| = ((re1)®1)); ((1®81)@1)) 5.8 (a)
= ((r®1)21)) : 4.7 {m)
b, ((r@(1@1)); P P = ((r@1)®1)); P Reemplazo
2 ((r@(1®1)); (1@ (1®1)) = ((r@1)®1)); P 5.8 (a)
o; ((rec1@1)) = ((re1)®1)): @ 47
Pruyshn de (e):
(5;r;p) < (;;s;p) ' ' hip.
P;(;;r;p);; < p;(;;s;P)i; 4.2 (a)
(p;;);r;(P:;) < (015);5;(9;;) CAl1
e (1@1)) 1 (18C181)) € (1®(191)):s; (19(1®1)) 5.8 (a)
cod(r) € cod (@ (@) = (1@(191)) hip.,4.9 ()
po=or; o cod(r) = 1 (cod(r)* (1@(121))) 4.2 (f)
= s (eod (r):(1@C191))) = ri(1®1R1)) 4.2 (h)
s = 5;(1@1®1)) A analog.
(1@(1®1)):r © (1@(1@1));s reemplazos
dom(r) € domn(0@(0d0)) = (1@(191)) hip.,4.8 (i)
ro= dem(r):r = CQI@CI®1)))dom(rd:r 4.2 (e)
= ((19(121)):dom(r)):r = (1@C1@1)):r 4.2 (h)
s = (18(1@1))r analog.
< 8 _ reemplazos
0.E.D.

Proposicion 5.9:
(Ci,C2,02c1) =» V(IV(GIGE) V(@ (a1 ;2 p)l .6 e))

o = (Ma 7 (M2 V Iiz))
Prueba:

Se hallaran términos equivalentes a:
Tie1 + VY(cz]Ca) '
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Cae1 + Mi; ((Cze 1)+Ca)+ 1 Tae pDef. ¥

0.E.D.
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G50 4 T, (G ecaoe 1 M) ¢ A3

Co ; T <<’:cfz‘—j_1~)+ca.)°1 T o 9 ‘B.A.P. y 4.2 (h)
M ; <cm1$; T2+ 1) 408> 1 o 4;5 (e)

Ma; (Ci®1) + (Cz+1) + G3 » 1 Tl » 1 - B.A.P. y 4.2 (h)
Me; (CCi®7)°0G2 1) + €2 » 1 ;Ma » 1 B.

" Entonces ¥Y(C1|¥(CczlGa)) es el & rmino:

Ba: (Fa; (CGBTIGE 1) + v 1 o 1)+ 1 5T > 1

Me; TMa; (CCI®1)°C2 *1) + G2 » 1 ; Tl Mo o 1 B.A.P. y GA14
Se calcula una expresidén para:

(P:(Ci®1):C2:0) * 1 + (PiGa:@) * 1

(A ((G1®1):02 *1):0) + (Pi03;0) * 1 5.8 (b)

(.t;; ((_(73:;91);02' 1) + G3); ) ° 1 8 v G122
o5 (GBI Gz * 1) + G3) * 105 p 5.8 (b)
Entonces: V((.-;;(Gmn;cz;p)l (é;ca;p)) es:

Mi: p; ((C®T);C2 » 1 + 0 * 1); p; M+ 1

Mi; Ma; (CGI®1):C2 *1 + C3 » 1); Magfla » 1 5.8 (c)



El siguiente resultado muestra gue no hay que preocuparse del p
para probar f&rmulas del tipo: r: V((o;(Ca®1):02;0) (@GP )) = T

proposicion 5.10: Se tienen la slgulientes propiedadegs:
(a) ((CL < (1®1)) ~ (C2,03 < ((1@1)21)) ~ m~~‘\(r)>=>
[r; (W(CslV(C2|Ca)) = r) @
(((r®1)®1) (Ci®1);:02) < (((r®1)®1):&3)
(h) ((Ct < (1®1)) ~ ((z,03 < ((1@1)®1)) ~ HAL(P)) =D

Cr: (Y(Ca|¥(C2|G2)) = r) @
don(((r@1)21);{04®1):02) < dom(((r@1)®1):03)

Prugba:

Prueshn de (a):

V(ga|V(czlca) - V(o (®1); 21 @i P)) 5.9

(r; V((p <o¢®1> Gz.p)l(p Ga.o)) = r)

@ (1®1)): (o (C2®1) Gz 30) < (re(1e1)); (6:Cap) @ 5.2 y 5.4
(0 ((r®1)®1); (C1®1):C2:0) < (B ((r&@1)@1);0a,;0) 5.8 (d)
CCr®1)®1):(01@1):02 © ((r®1)®1):6a 5.8 (e)
Prusba de (b): 5.5 (a)

Q.E.D.

6. PRUEBA DE CORDICIONES QUE | NVOLUGRAN INVARIANTES
PDefinicidnt Sean iy r ¢ Srminos, i asociado @ una FOrmla
Ciaa. 1 o= T{P), @ foOrmala de  primer orden) i owe dice  oun
invariante para ¢ iy aolo i iy ¢ = iy ry i
G observa gque probar que un t&rming e invariante para o o &8s

cquivalente a probar la prop jedad 1 para &l t€rmino iy . {(ver
seccion 9.

Bl tipo de identidade
Ffue motivada por  numerosos
realizados antes de sscribir
Fazones. de espaciod.

2R3 (..l!l)a pt"lmha ae eabtudia &n gata BEOC i O
2. de  derivacidon de  programas
ente i: I aba\i g (ellos ne se incluyan P or

Ge ecstudian condiciones r azanables para 1a validex e
ident idades del tipos

invy Cp t = invy Oy sy invy v
Donde inv, 0 € 4 términes as ociados a Formulas de primer ordens

s térming que representa una transformac idn del dominio de O gue
Preserva Ty Y otoun t&rmino apropiado pari obtener la ijgualdad.

&b
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Proposicion 6.3:

(dom(G:s) = G) ~ (inv;0:8 = inv:Cissinv) =
(inv:0C = dom(énv;c;s;inv))

Prueba:
inv:C = inv:dom(C:s) hip.€(1)

= gom(inv.dom(G:8)) 4,2 (1)

= gom(inv;C;s) 4.2 (m)

= gam(inv:Cissinyv) hip.(2)
Q.E.D.
Entonces e} problema de probar inv; C; t = inw:; G 8; inwv; r S€

reduce a verificar que iny €8 un invariante para la relacion
inv.0.:s., Este es un caso especial del problema de 1a seccidn 5. Pero
tocavia no se considerd qué& pasa cuando ta relaclén a preservar

tiene la forma inv:0;:8:
Proposicion B.49
[ (Ci,02 € 1) ~ dat(r) ~ (inw = ¥Y(alc)) 1 =

{ (inv:s = inv:.s:inv) €
((Cinw®1); dom((s®1);04)) < Gom((s®1);62)) 1

Prueba:

{inv:3 = inv:s;inv) @&

(Linv:;5)®1):08) < (Cinv:5)®1):02) « 5.2 v 5.4
((inu®]):(s®1):04) < (Cinu®1):(s®1);0=) 4.7 (m)
dom{ (inv®1);(s®1);01) < Gom( Ginve1):(s®1);02) & 5.6 (a)
(((inv®1) idom((s®1);04)) < dow((s®1):062)) 4.2 (m,i,h)

0.£E.D.
ge estudia el caso en que SE6 puede descomponer dom((s®1):06L),
e {1,2) mediante: .

=

Dt; ...:; Dn donde Db € .1, i€ 1..0

1"

(a) don({s®1);0)

it

(0) dom((s®1):;62) = E4; ...; Em ‘donde Ef < 1, |1 € 1..m
Entonces inv;s = inv;s;iny €S equlvalente- a

Cinw®1); Dt ...: Dn < B oo Em

Esto Gltimo es equivalente a:

Gnu®1); Da; ... Dn < £) para todo j € 1..m
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Proposlcioﬁ 6.5:

[ (dam((s®1);01)

il

De; ... Dn) A (DL, ..., D0 € 1) A

(Gom((s®1):62) = E1; ...; Em) ~ (Et,... Em < 1) A

B

(C4,02 € 1) A det (r) ~ Cinv = Y(G1C2)) 1=
. ,

L {inv:s = inv:s:inv) 4*5:? (inv®1):; D4 ...: Dn < E) 1

Prueba: Trivial.
0.E.D.

Entonces probar inv:s = inv;s;inv donde inv = ¥Y(GCi|C2) es
gequivalente a demostrar:

(V(GelczHy»@1); D< Ef J € 1..m

donde D = dowm((s®1);C1)
y gom((s®1);02)

Dt; ...; Dn
Ei: ... Em

Hoi

Se considera el caso (que ocurre frecuentemente) en gue D se
puede descomponer mediante:

D=A+ 8 donde A < C4

Gomo Ej se "parece” a 02 a menudo es Utll considerar que pasa
cuando A < G+ y G2 < Ej:

Proposicidén B.8: En las &lgebras rélacionalesvestructuradas se

es valida la fOrmula:

((A < CL) ~ (02 € E)) = ((V(RlGz®1): A< E)

Prueba:

Sea xxy ((W(C1|C2)®1); A x%y entonces:
X Y(Cal02z) X e x%xy A xky
pero por primera hipdtesis: xXy Gt xXy egntonces:
X%y C2 xXy por segunda hipdtesis:

XXy E XXy
Q.E.D.
De- la Qltima pfopiedad existen muchas variantes que surgen al

considerar el ¢aso en que:
Ac S, C1; &

donde & es un termino funcional inuwrctivao.
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7 UM EJEMPLO DE DERIVACIOM: HAMMING®S PROBLEM |

A continuaclidn se presenta un ejemplo de

derivacidn donde se
utitizan las f&rmulas de 1as. secciones 5 y 8.
7.1 Tipos Baisicos
MNameros naturales :
Se tlenen constantes que Se@ interpretan en las &igebras
relacionales estructuradas como jas relaclones:
cero = {<u,0>: u € ni
sue = {<n,n+1d>: n & Nat]
pred = [<n,n=1>: n & Nat-{0}}
sum = [<ntxnz,nd>: n,nd,n2 € Nata n = + 0@ }
mul = {<mx%xnz,n>: n,m, N2 & Nat A~ n = m x m}
~pot = (Knxp,m>: n,p,me Mat ~ m.= ntol
s = [{pa%nz,mxpzd>: m,m € Nata~ nt > n2l
¢ = ({nixpz,mpxnz>: m,m@ € Nat~ 1 { n2l
Listas de naturales:
ga tienen constanies que S@€ interpretan en las Algebras
relacionales estructuradas como lLas relaciones:
nit = [Cu,A>: ue l ylo = {A} ]}
hd = {<1,c>: | & L-Lo ~ ¢ & Nat ~ C = head(1)}
t = {<t,1">: V& L-loe ~ 17 = tail(il
tast = (<1,c>: | € L-Lo ~ ¢ &€ Nat ~ C = last(l)}
app = {<ixc,1">: | = L ~c«e Nat ~ 17 = append(l,c)}
cons = [<cx),1’>: 1 &L ~ ¢ < Natl ~ {7 = cansc, i)}
jon = [<),c>: 1 €l ~ ¢c & Nat~ C = tenght(1)]}
in = {<c*l,c*l>: c € Nat ~ | € L-Lo ~
@1 "e L} o= concatCappendCt’,c), 1") 1
elem = [ <I1%i,cd>: i & Nat ~ | & L A~ [ (¢c € nat ~
A1/, 1"e L lenCl’) = i1 ~ ten¢i™) = lenCid—i-1
~ | = concatCapp(i’,c),1™)) ~ Ci> tonCl) ~ g=t) 1}
2.2 Especificacidn
Enunciado: Generar en orden creclente los primerocs nimeros
naturales divisibles eblo por 108 primes 2, 3 v 5.

Se bu

sean las r

Ham

scan t®rminaos cuya
elaciones:

{ <n,1>: n & Nat »
Yy [(x € Nat) A
WYy ((y € Nat) ~

interpretaci®n en los modelos propios

| & L=La ~ | ftord | AN fon(l) A~
(x%1 in x%1)23 = [ (x H XY A~
(y ¢ x) ~ Cy H y)) = (y%xs in yxs)

11
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lord = { <1,1>: 1€l A ¥|,] € Nat ~ <i = 0= )= Jon(l)) =
CelCi, 1) = el(),1)) )

j k
H = { <n,n>: ne Nat~3 |,j,ke Nat~n =2 x3 x5 |
Los términos buscados son:

Ham = 1<€0> nil + INat-<o>; ﬁa‘.; (Mot @ ford ) O ;

V(Cz2| (Ca;V(Ce|l G5))); T2
Ce = ((INat @ ’IL)‘7" fla V Iz ; 10n); é); M1
0z = ((fNat @ L) @ Mat )V (lz ¥ Tz ); in); M~
Ca = ((INat @ L) ® (Wat; H)) |
Ce = (((INat® L X Nal @  MNat ) V ((-ﬂzvﬂizz)); <V {1z ;H))); T
05 = ((((INat@ L 3 Nat @ WNat ).V fl2 ¥ Tasz ); In); Th

~ ~

H = M; (Nat @ ((Nat ® Nat ) ® MNat )); G; 2

C = (INat® ( ( INat® INat Y@ MNat )); (1 ¥ (2 ;
(((1¥Ve2> ) ;pot @ (1VVes> ) pot): mul @ (Vs> ) po‘t) mul)

ye1y = cod{cero;suc)

yezy = cod(gcero;suc;suc)

VY¢ay = cod(cero;suc;suc;suc)

Vs> = cod(cero SUC:sucC;suUcC;suc; suc)
INat = J<a> +  Nat-<0> donde:

<oy = dom(cero)
TMat-c0> = dom{pred)

1w = dom{}ion)
Mmoo = dom(nil)
RS S cod{cons)

lord = L0 4+ L-LO ; V(mlm)

DL = ((L-Lo®(INat®@ Nat )) ¥ (((w1> V [l2a ); = V (I"IzaVl’lzz),__)
V (TM2z VM1 10n): =)); M
Dz = ((1L-LOo ® (INat ® Nat)) ¥V

((Tlze P Ma); elem ¥ (TM2z Y M) ; elem); =); Ta -

7.3 Derivacidn de término operacional para Ham
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Generalizacidn de dominto con asercidn

Se busca te&rmino que se interpreta en los modelos propios como:
isham = [ <uxl,ux1>: u e U A i € L-Lo ~ | lord | A
¥y [(x &€ Nat) ~ (xx1 in A%1)3 = [ (x H %) A
Vy ((y € Nat) ~ (y < x) A~ (y H y)) = (yxs in yxs) 3 1}
Un candidato ‘es:
Lsham = (1 ® 1ord) V(G] (G ¥ (el G
donde Gi definidos en seccidn 7.2 i € 2..5.
Se tiene la incrustacion:
Ham = 1¢0% nll + Nat-<ox (pred ¥ (wa> V nit);cons): Hm

Hm = (INat @ Ju-L0); |sham; (INat® | on); sum; ham

Prueba:
Se presentan l0s pasos necesarios a probar:

Reemplazo an (a) segin (b):
(1) Ham = 1<o¥ nlt + (pred P (y<a> ¥ nil); cons);
(1ot @ Ju-no); [sham; (INet®ion); sum; Ham

Se tlene praopiedad:
(2) (pred V (va> ¥ nil): cons); (iNat ® JL-Lo) = :
(pred ¥ (Y> ¥V nil); cons)

~ Reemplazo en (1) segin (2):
(3) Ham = 1o nit + (pred ¥ (wary ¥ nil); cons);
isham: (INat@lon); sum; Ham

Se tiene la propiedad:
(4) (pred ¥ (V> ¥ nil): cons): isham =
(pred ¥ (V> ¥ nil); cons)

Reemplazo en (3) segn (4):
(5) Ham = 1<o> nll + (pred V (W9 nil); cons);
(INat® lon); sum; Ham

Distributividad de ¥V respecto de ® an (5):

(8) Ham = 1i<o» nil + (pred; 1Nat 7 (w9 nil): cons; lon)d;
. sum; Ham

Se tiene la propiedad:
(7) pred; 1iNat = pred

Reemplazando en (B) segin (7): ,
(8) Ham = 1<o3» nil + (pred T (v nil); cons: lon); sum;Ham
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Se tiene la propledad:
(9) (ve> 9 pil); cons: lon) = V&

Reemplazo en (7) segln (8):
(10) Ham = 1¢o» nll + (pred ¥V v ); sum: Ham

Se tiene la propledad:
(11) INat-<o> = (pred ¥V Vad>); sum

Reemplazo en (8) segﬁn (10>
(12) Ham = 1<¢0> nili + INat-<o>; Ham

Derivactidédn de expresidn recursiva para Hm

Se tiene hasta ahora:
{h) Hm = (IMat & 1L-Lo); |sham; (iNat@ion); sum; ham

Se tiene |la propiedad:
(¢) iMat = 1<0> + INat~-<o>

Reemplazo en (b) segdn (c):
(d) Hm = ((1<o> + INat-<0>) @ L-Le); isham: (INat®|on); sum: ham

Por distributividad de + respecto de ® en (d):
(e) Hm = ((1€0> ® JL-Lo) + (INat—<0> @ 1L-LO));
isham; (i~at®@]on); sum: ham

: Por distributividad de + respecto de ; en (e):
(f) Hm = (1<o> @ 1L-Lo); Jjsham; (INat®ton); sum; ham +
(1Nat-<0> & IL-Lo ) ); Isham; (1Nat®@ion): sum; ham

Se tiene |la propiedad:
(g) (1¢0> @ 1L-LO); isham; (INat @ lon); sum; ham =
(1<0> @ 1~-Lo): isham; [z

Reemplazo en (f) segln (g):
(h) Hm = (1> ® L-r0); isham: MMz +° o
(Nat—<0> ® (L-Lo)); fsham: (1Nat®jon); sum; ham

Se busca un t&rmino interpretado en los modelos propios como:

nexth = { <n,m>: n,m& Nat ~ m > n A~ H(m) ~
Vp (p& Nat~ n < p < m)=>H(p) |

El trmino es:

nexth = Ma; E; Y(E2lE=); Mz
donde:

E = ((INat®Nat ) ¥ ({ V 2 ;1)) ; M
F1 = (((INat®INat @ Nat ) V¥ ((14aVIl2 ); <V {12VIlaz ); ()); Tis
E2 = ((1Nat® jNat X® WNat SH 1)
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se tlene la propledad:

(i) (1Nat-<0> ® 1L-L0)); {sham; - (1Mat®lon); sum =
(INet-<a> @ 1L-LO)); |Isham; (pred ® (1n-ro ¥ last:nexth): app);
isham; (INaw®ign): sum :

Por reemplazo en (h) segdn (i):
(j) Hm = (ito> @ jL-Lo); |sham: Mz +
( INat-<03®1L-L0o ) ) |Isham; (pred @ (ju~Lo 9 Jast;nexth):
app): lsham; (iNat®lon); sum; ham

por reemplazo en €}) segiin (b):
(X) Hm = (1<o> @ 1-Lo); |jsham; a2 +
(INat-—<0>®1L-L.0 ) ); Isham; (pred @ (je~Lo ¥ last:nexth).
app) Hm : :

Finatemente por eliminacién de isham:

Ham = 1¢o3 nil + INat-<ox (pred @ (wa> V nilY:cons): Hm
Hm = (10> @ fL-Lo); [sham; Mz + ( INat-<o>®@ L-Lo )); isham;

(pred ® (fr-Lo ¥ tast; nexth); app); Hm

7 4 Un ejemplo de prueba de propiedades

En esta seccidn se usan las propiedades de las segcciaones
5 y 8 para probar una de las propiedades para relaciones - que
aparecieron en gl ejemplo anterior. Las dem&s quedan como gjercicio
para el lector interesado. Se va a probar:

isham: (1Nat-<0> ® IL-L0)); (INat® loan); sum =
isham; (1Nat—<o> @ (L-Lo)); (pred @ (iL-Lo ¥ tast:;nexth): app);
isham;:; (MNat®lon); sum o

Mo se va a presentar la prueba completamente detallada por
razones de espacio. S8 muestran l0s pasos mhs importantes.

por teorema 6.1 basta probar:
(1) det((pred ® (Lo ¥ last:nexth); app))

(11) (INat—¢o> @ 1L-L0)); (INat®lon); sum =
(Hat—<0> @ fu-Lo)); (pred @ (IL-LO ¥ last:nexth): appl:
(MNat®lon);: sum

¢111) isham; (1Nat-<0> @ 1L;L0)) =

dom(isham; (1Nat—<e> @ ju-Lo)); (pred @
(1-vo ¥ Jast; nexth); app); {sham)

74



Prueba de I

Sea ol t©rmino: . .
= (INat—<0> © 1L-Lo)); (pred ® (1L-roViast;nexth); app);

(Mat®on); sum
Por distributividad de ® y ; en r:

(1) ro= (INat-<0> @ L-Lo)); {(pred; INat &
(lL-Lo ¥V Jast; nexth):; app; lon); sum

Se tilene la propliedad:
(2) pred; INat = pred

Por reemplazo en (1) seqin (2):
(3) r = (iNat—<o> ® 1L-LO)); (pred ®
(-0 ¥V tast; nexth): app: lon); sum

Se tiene la propledad: :
(4) (fn-no V Jast; nexth): app: lan = 1L-Lo; lon; suc

Reemplazando en (3) segln (4): .
(5) r = (INat-<0> ® JL-LO)); (pred ® 1L-Lo; {on; suc); sum

Se tiene'ta propiedad:
(6) (pred @ 1L-LO; |on; suc):sum = (INat-<0> @ JL-Le; lon); sum

Reemplazando en (5) segln (8): ,
(7)Y r = (INat—<0> @ JL-L0)); (INat—<0> & 1L-L0;lon); sum

Por distributividad de @ con
(8) r = (INat—<0> @ 1L-LOG; lon); sum

Por distributividad de © con
(89) r = (INat—<0> @ JL-Le); (1Nat ® Jon); sum

Prueba de 11}11: i

Por Proposicidn 6.2 basta probar:

IV) dom( (INat-<o>@1L-L0)); (pred ® (1L-LoV]ast:nexth);app)) =
( IMNat-<o>@ 1L-L0 ) ) : v

(V) Isham; (INat-<o>@1L-Lo)); (pred® (1-noV]ast;nexth):app)
Isham; (INat—<0>®@1L-Lo)); (pred® (1L-LoViast;nexth):app);
isham

Prueba de JV:

Por proposicién 6.3 basta probar:

(INat-<0> @ L-L0)) < dom(pred ® (1L-Lo ¥ |ast: nexth); app)
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sea s = dom(pred ® (iu-Lo V jast; nexth); app)

por distributividad de ® y dom .
(1) s = dom(pred) @ dom({1L-LO 7 last; nexth); app)

(2) cod(iu-Lo ¥ Jast; nexth) < dom{app)
4.8 (e) y (2) implican que se puede eliminar app del
segqundo t&rmino de €1): »

(3) s = dom(pred) ® dom(iL-LO < last: nexth)

Se tiene propiedad:
(4) (1L-Lo ¥ jast; nexth) = (1V JL-no; last; nexth)

Por reemplazo en (3) segin (4):
(5) s = dom(pred) ® dom(1V 1-ro; last; nexth)

Por descomposicién del dominio de un V.
(g) 8§ = dom(pred) @ C(dom(1); dom(1L-LO; jast; nexth)?

£l dominio de una relaci®n contenida en 1 es eila:
(7) s = dom(pred) ® dom(iL-Lo; last; nexth?

. se tiene la propiedad:
(8) cod(iL-Lo; last) < dom(nexth)

4.8 (e) y (8) implican ‘que' se bpusde eliminar nexth
dei segundo t&rmino de (5): .

(g) s = dom(pred) ® dom(iL-Lo; last)

se tiene ta propiedad:
(10) f-ro = dom({last)

Se puede eliminar Iaét del segundo termino de (7):
(11) s = dom(pred) ® dom(lL-1.0)

pero en especificacion:-
(12) Qom(pred) = INat-<O»

Finalmente:
(13) s = 1Nat-<0> ® JL-LO
Prueba de V:
isham = (1 ® ford) ¥V (C2] (@ ¥ (0] &)

Por prop. 5.7: '
isham = (1 ® lord); ¥(Cz| (Y((C3®1 * 1)+0C¢] (E®1):8))

per prop. 5.9:

isham = (1®@ford); ¥Y(o;(C2®1); ((03@1 s )+C )Pl (R 1) e)
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Basta probar:
(V1) isham; (INat—<o>®@iL-Lo)); (pred® (ir-LoViast:nexth);app)
isham; (INat—<o»®1iL-Lo)); (pred® (1L-Lo¥Viast:;nexth);app);
(1 ® lord)

(VI1) isham; (INat-¢o>®1L-Lo)); (pred® (1L-Lo¥last:nexth);app)
isham; (1Nat-<0>®@iL-Lo)); (pred® (1L~L0V]ast;nexth)fapp)'
Vi (C201); ((TABT » 1)46¢ ) 0le: (3@ 1) 65 )

Solo se presenta la prueba de (VII). ’

Prueba de VII:
Sea t = (INat—<o> @ 1u-Lo)); (pred® (Tu-Lo V Jast;nexth); app)
Por proposicidn 6.4 basta probar:

(Cisham®@1)®1); dom( ((t@1)®1); (C2®1); ((Ca®] * 1)+ ) ) <
dom( ((te1)®1); (C=®1); 05 )

Se ca{cpla:

(Cisham®1)®1); dom( ((t@1)®1); (Cz®1); ((Ta®T *1)4Cs) )
Por distributividad de + con ; y de dom con +:
(Cisham®1)®1); dom( ((t®1)®1); (C2®1); (Ta®T * 1) ) +
(Cisham®1)®1): dom( ((t®1)®1); (C2®1); G4 )

Se tiene»la propledad:

(Cisham®1)@1); dom( ((t®1)®1); (Cz®1); (Cz®1 *1) ) = O

La prueba se escapa de los objetivos de'este trabajo ¥ no
incluye. ' .

Finalmente hay que probar:

'((isham®1)®i); dom( ((t®1)®1); (Cz®i); C4 ) é
dom( ((t®1)®1): (Ga@1); G5 )
Obtencidn de descomposiciones

Se buscan descomposiciones para:

(a) dom( ((t@1)@1); (92®1); Gs )

y para:

(b)) dom( ((t®1)®1); (Cad1); (G5 )
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donde:

Gt = ((INat ® 1) 9 (2 V Iz ;1on): 2):;

ez = ((INat ® 1u) ® MNat ) T (l2 7 Tlaz ), in)y; M

Ca = ((INat ® L) @ (Nat; H))

Ce = (((INat® L )@ Wat @ WNat ) ¥ ((fl2 ¥ Tz )); <V iz ;H))); Tla
Cs = ((({1Hat® L )@ MNat @ wMat )V {1z V Thaz ); in); Ma

No se van a presentar todos los pasos pero si que propiedades
alcanzan.

Descomposicidn para (a?
5e¢ calcula un t&rmino ﬁara:
{(t21)e1); (C201)
Por distributividad de ® con ; y def de Gz
((C@1); (((INat@ L @ Nat ) ¥ @1z ¥ Taz ) in); Th)® 1)

(t®1) es funcional, @ distribuye con ; (Ver 4.7 (j,m))y vy
cod(t) < (INat®@IL ): .

(((t@iNat) ¥ (t@Mat ) ; (12 ¥V Thz); in); Myw1)

Por sucesivas eliminaciones'de ® por proyecciones (4.5 (¢,d)) v
por propledad: .

dom{t@iNat )} = (( INat-c0>® |L-L0 ® IMat )

(CCCt@Nat ) ¥ (((INat-to> ® Ne~-L0 ) ® INat);

(Mz ¥ Maz; (1m-no ¥ jast:;nexth); app): 1nd)d; Mu)®1)
Este es el t&rmino buscado.

Se calcula un término para:

((t®1)®1); (C221); Ce

pPor funcionalidad de ((t®1)®1); (L=291) v def. de O+4:
t®1)81): (C2®1)); (((INal® 1L X Mat ¥ Piat ))

<
(((Ct®1)®1); (C2®1)); (M2 ¥V Tha)); <
(((t®1)@1); (C2®1));(Mz;H)));: Tl

(<

(
v
v

Por sucesivas eliminaciones de ® por oproyeccliones (4.5 (c,d)),
por propledad: (rVs) = (191); (r®s) y usando el t&rmino
calculado para ((t®1)®1); (GC2®1):

(((((t®1)®1); (G2@1)); ( ¢ ( INat® 1L )@ jNat @ Wat ))
I dom( ( ( ( TMat-<o>® 1L-LO )@ INat )@ INat ) ;

(Maz V Tlaaz; (Ju-Lo ¥ last;nexth); app); In )
(M2 ¥ Taz)y; ¢ ¥ (Mz2;H))); Tl
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Este es el término buscado para ((t®1)®1); ((291); C+ 'y se s
calcula el dominio, :

Como el dominio de un ¥V distribuye con * se tiene:
dom ((((t21)®1); (02@1)): ({((INat® L @ Nat B Mat )) *
{ dom( (((1Nat-<0r @ 1L-LO) ® INat) @ INat ) ;

(Tlaz ¥ Mas2; (1u-ro ¥ Jast:nexth): app): In ),

adom( (({ IMat-<0r» & 1L-LG) £ INat) ® IHat );

(2 ¥ Iaz); < 9 (Tlz;HY)) 3

Simplificando:
dom( ({{(INat-<0> ® 1L-LO) ©® INat) ® Nat ) ;

(Maz ¥ Tz (je-no 9 jast:nexth); app): in ); G4
Fsta 8s la descomposicidn buscada.

Descomposicidn para CbD

Por distributividad de @€ vy ;: .
((t@1)21); (Caw1); 63 = ((ad1); ((W®1@®1); (5

Se calcula un término para:
((t217)®1); Cs

((t®1)®1) es funcional 'y ® distribuye con : (Ver 4.7 (], ,m)):
(C(t@INat )® INat ) 7 ( (1@ WNat X MNat ) JIz ¥ T2 ); in); Tl

Por sucesivas eliminaciones de ® por proyeccliones (4.5 (c.d)) ¥
por propiedad: .
dom ( (t®INat Y@ jNat ) = ( ( { INat—-<6>® 1L-LO Y@ Nat @ Pat ) (%)
(((t®INaL )@ INat ) ¥ ((((pat-<o> & JL~L0 ) @ INat ) & TMNat ):

(M2 ¥ Mitz; (u-no V jast:nexth); app); in); Ta

es el término buscado..Ahora se calcula:

dom((Ca®1); ((t®1)®1); C5)

Por propiedades simples de dominios (Ver 4.2 (h,i,m)):
(Ca®@1); dom(((t®1)®21); C5))

Por propledad del dominio de un V oy (%)

(C3®1); dom(({(INat-<0> ® JL-L0 ) @ INat) @ Nat );
(M2 ¥ M1z, (fu-rno ¥V jast:nexth): app); in)

Es interesante observar que se elimind el t&rmino t.
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Prueba de propi edad resultante

- (1) GConslderando las descomposiciones anteriores hay gue probar:

(¢(ls_ham@1)@1): dom( (((1INat—<0> ® ijL-Lo) @ INat ) @ CqNat ) ;
(Miz ¥ TMaz; (u-zo ¥V tast:nexth); appl): In ); C+ 1 <

[ (Ca®1); dom{((Nat-<0> @ fL-Lo) @ Nat) @ Nat ) ;
(Mz ¥ MNuz; (1e-ro ¥V last:nexth): app): in) ]

() Primer t&rmino de (1) se particlona 8n:

(Gz ® INet) + D donde:
D = (((iNat-<0> @ 1L-Ln ) @ Nat) @ at y V
((Maz ¥ Mazz; (lu-re ¥V jastinexth):): 2); M

Hay que probar:

(a) ((ls_ham ® 1) ® 1); (Cz @ Mat ); G4 <

[ (Ca®@1); dom(((INat-<0> & IL-LO ) ® INat) ® MNat );
(Nz ¥ TMaaz; (ju-ro ¥V last:;nexth); app): in) ]

Vo

(p) (Cis_ham® 1) @ 1): D Ge <

[ (Ca®1),; dom(((INat-<0> ® u-Lo) ® INat ) @ Nat ) ;
(Ml 7 Tz (iu-ro Y last:nexth); app): in) ]

(3) Por proposiclion 6.6 se tiene:
(Cz ® 1Nat); & < (Ce®1);((BE®1 * 1)+ ) y entonces:
((is_ham @ 1) @ 1), (Cz ® 1nat); B < (@1); &
Pero:

{(Ca®1): G5 <

{ (Ca®1),; dom({( INat-<0> @ 1L-Lo) @  Nal )y @ o fNat )
(Mlz ¥ Tiz; (Ju-ro V last:nexth); app): in) 1]

(4) Se descompone (b) en la prueba de dos foérmulas:

(¢) D (C3 ® 1)
(d) ((is_ham @ 1) @ 1) D; Cs < C5

Observar que:

s « dom( ((1Nat-<o> @ L-Lo) ® IMat) @ ™Nat ) ;

(Mz v Muz; (iu-vo V Jast:nexth); app): in )
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Prueda de (¢):

En las &lgebras estructuradas se cumple la propledad:

((rV¢(s; Ma;c;M2)); 2 (a¥p); C; M2 (%)

i

prueda .

K ((rP(s; Th;c:M2)); 2 2

X ((r¥Y(s; ﬁi;C;HZ)) 2% 'z*z-é 2
X r z X 8 ﬁi;c;ﬂz 2

Ay x r 2 X 8V y ﬁi;czﬂz 2
Ay x r 2 X sy yxz G y*xz

Ay x (s¥r) yxz yXz G y*z

x (s¥pr);0;llz 2

Por ser ; mondtona (4.2 (a)):
nexth <« Ta; (INat@iNat ;H); Tz

Por ser ; mondtona:

D « ((((1Nat-<0>@IL-L0O )® INat R INat ) V
(The ¥ Mz jast; M ; (Nar® at ;H) Mz )); 2)); Tha

Por propledad (%) en el segundo término:

D < (C(( ;lwat—<0>®'|r.~z..o Y@ INat @ Nat ) ¥
(TM44z: 1ast ¥V M2 ) (Nat® ot ;H); T2 ) Tt

Por distributividad de ® y V:

D < ((((1Nat-<o>®@ JL~LO )® INat )® INat ) V
(TM1a2; Jast ¥ Mz ;H); Tlz); T

Por un simple cdiculo de dominios (4.8 (g) v 4.2 (h,i,m)):

D & (({{1Nat-<0>®1L-L0 )@ Nat ; H)@INaLt ) = ((3® Nat ) < (S 1)

Prueba de (d):
- Se prueban algunog resultados previos:
En las 4lgebras estructuradas se cumple la propiedad:

det(s) = dom(s:;Y(CL]GCz)) = Y ((@om(s®T1)* 1 + dom ((s®1);01))|
dom((s®1);:02)) (x%)
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Pruebda -

() x dom(s;¥(CL|C2))
3y x s y y V(Ct|G2) y
Sea Z:

(a) y%z C1 yxz entonces ykz G2 y¥z
x%z (s®1);04 y*z xkz2 (s®1):02 yxz :
xxz dom((s®1);04) XXZ xxz dom((s®1);02) X%z
esto itimo dice:

X V((dom(s®@1)°1 * dom({s®1);C1))|dom((s®1):02)) X

(b) Si no yxz G4 yxz entonces
no x¥z ((s®1);6a) yXz como det(s):
no x*xz dom((s®1);01) XX2
pero x dom(s®1) X gsto dice:

x ¥((dom(s®1)*1 + dom((s®1);00)) dom((s®1);62)) X

() x V((dom(s®1)°1 + dom((s®1);01)) | dom((s®1):02)) X

(a) sl no x dom(s) x entonces
no xxy dom(s®1) xXy para todo v

xky dom(s®1)*1 xxy para todo y esto dice:
xxy dom((s®1);02)) xXy para todo vy apsurdo.

(b) sea % 8 y hay que probar: Y ¥(calGz) vy
sea z2: '
(1) yxz C2 y*xz
xxz (s®1); Gt y*z
k7 dom((s®1); GCi) x*¥z luego:
K%z dom((s®1); 02) K%X2
xxz (s®1); (2 y*2z
yxz Gz ykxz
(2) no yxz Gt y¥X2
no Kxz (s®1); G4 y¥Xz
no xxz dom((s®1); Ct) x*X2
no yxz Gt yX2

En las &lgebras estructuradas se cumple la propledad:

(V(Gtic2) @ 1) = V(S (Ca®1);818; (C2®1):8) T (*¥X)
donde & = ¢ (T144VI12 )VIT42 )

Prueba .

xxy (F(CtlC2) @ 1) xXy
x Y(celoz) x°
Si xkz G4 x*z eptonces XXz G4 xXxz. Luego:

Si (x*y)*z & (x%z)%y (Ca®1) ((xXz2)Xy) & (xxy)xz entonces:
(xky)*z & (xxz2)%y (C2®1) ((xxz)xy) & (x*y)*z Esto dlice:
XXy V(é (C1®1) 6516 (C2®1):8) x*y
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Hay que probar:

(Cls_ham @ 1) ® 1): D; G+ < C5

Particidn en casos:

{ ( ( INat-<o>@ 1L-L0 )® INal )@ INat ) es la suma de:

Fi = ((((1Nabﬁ0)®1LnL0)®1Nat)®1Nat)V(nzvniiz;1a5t);2));ﬂ1
Fz = ((((IN-—<0>® 1L-Lo )® INat )@ Hat W (12VMeaz ; tast); >)) T -
Fa = ({((INat—(0>® 1L-L0O )® INat )@ Nat W7 (129TTaaz ; jast); () ) Ml

El problema se reduce a probar:

(di) (Cis_ham @ 1) @ 1); D; Fi; G+ < (5 i 1..3

Prueba de (di):
Es facil verificar:
F; < s
Por 4.2 (h):

(Cis_ham @ 1) @ 1): D: Fi; G4 <« FA < (5

Prueba de (dz ):

Esta prueha es muy extensa por eso se da uh gsquema de
pPasos a sequir:

Se probara que:

D: Fz2; G4 = 0

Sea C = (((INat-<0>®@1L~-L0 )& INat )® Nal )

por (%) a D:

D = (CV (Muaz;last ¥ Maz); E:V(E]Ez)) ;M
Por 5.7 a D:

D = (C ¥ (Thz; tastVTaz); Y ((((E®1)° 1) + Ea)| ((E®1);E2) ) Ma

Por propiedades simples de dominios:

D = dom(G; (Muz; 1astVaz); Y((C(E®1)° 1) + E)] ((ER1);E2 D)
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por (x%x) a D:

D = ¥W( dom((C; (Jla1z; |astVIlaz)@1)* 1 +
dom_((c;<ﬂuz;lastVUﬂ))@U; (((E®1)
dom((C; (Maaz; |astVaz))@1); (((ER1)

v

1) + E1))
* 1) E2)))
Se busca simplificar esta expresion:

(1) Es facii ver:

d.om((cz(fhsz»; lastViaz ) )®1) = (@1

(2) Se puede probar gque:
((G; (TTaaz; tast V [z ))®1); B
es igual al término:'

((C; (THiz; | astVITaz ) )@ INat ) V
((C&INat ) ; (Magaz ; 1astVli2 ) ;< T (0% Wat ) ; (12ViTuaz ¥ ()); Tls

vy su dominio es:

dom( (0@ 1Nat ) ; ( (Tagaz ; | astVllz ) ;< ¥ (2¥Tlaaz % <))

(3) Se tliene que:
(C; (Maz; lastVTlaz ) )@ 1); (((E®1)°1); E=))
Es lgual al t&rmino:

(CC(C@INat ) ; (TTaaaz 5 JastViTuaz ) ¥
(((C®INat ) ; ( ( (THaaz ; JastVIlaz ) ;( ¥V
(C®1Nat ) ;Tlaaz ;H) ¥ Mz He1); Tt

el dominio del Ultimo término es:

dom( (C®1Mat ) ; (((MT1a12 ; | astVlaaz ) ;< T Mi1z ;H) 9
Nz; H 1) )

Finalmente:

D = V( (T*1@1) + dom(((C®1); (Maez; JastVaaz)); ((E®T)* 1)) +
dom((C@inat ) ; ( (M2 ; JastVlz ) ;< ¥ ([129VMaz 5 <)) | _
dom( (C®1Nat ) ; ( ((MN1142 ; JastVITaaz ) ;¢ ¥ Tlaaz ;H) ¥ M2 ;1 1) )
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Se¢ puede probar que:

D = V(5:([(C*191) + dom(C;(M112;1astViliz)); ((E@1)° 1)) +
dom(C; ((Maz; JastVz) ;¢ ¥ (M2Vlaz2 % {)1®1); & |
& (dom(G:((Miz; lastVMaz) ;¢ ¥V Taz ;H) VM2 1@1); & )
Se tlene por (XxXx%X) que:

Fz;Ce < dom(Q; ((MMatz; |astVllz ) ;< ¥ (Ma¥Taz % <)

Por 6.6:

D; F2; C¢ € (({(INat-<o>® L-L0 )@ Nat )@ Wat ; F 1)
Como C¢ < ((((INat-<0>@ JL~LO )@ INat ¥R WNat ; H)

Se tiene: D: Fz: Cs = 0O
Idea de la prueba de (d3):
Por monotonia del ::
(Cis_ham®1)®1); D2; Ge; Fa < ((is_ham®1)®1); F; F

donde F = ((({1Nat-<0>®@ 1L~L0 )@ INat )@ INat ; H)
y (¢ < F

Gueda como ejerciclio para el jector interesado encontrar ia
variante de 6.8 que permite probar:

(Cis_ham®1)®1); Fa; F < (5
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CONCLUSIONES

En [BHY 92) se presenta una axlomatlzaci®n para ¥V de modo que
toda Algebra que la respete sea isomorfa a una Algebra relacional
propia (teorema de representacidn). Pero todavia no se ha probado
que dicha axiomatizacidn alcance para caracterizar a jas clases de
isomorflsmo de las algebras relacionales estructuradas, AdemAs no se
ha encontrado una axiomatizacién para el cdlculo gxtendido que sea
completa con respecto al procedimiento de prueba de A. Tarski.

En la secci®n 5 se introdujo el problema de probar propiedades
para relaciones. Todavia queda por analizar gue sucede cuando se
combinan condiciones universaies con cuantiflicadores existenclales.

Otrc problema ablerto es el de la eficiencia para gesto es
necesario:

(a) Precisar la sintaxis de los programnas ejecutables |

(p) Estudiar coHmo ¢ "e jecutan’” las operaciones Y
construcclones del calculo extendido. Para esto hay que
puscar una semAantica apropiada equivalente a la semdntica

algebraica.
{c)y Buscar un conjunto de propiedades que permitan pasar de

unos t&rminos a otros mas eflclentes.
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